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mmu  tmmjxiM  n  apflicatiox  des  i\TÉ(iHALES 

DEFIMES  IIEELLES  AIX   É0UATIO\S  ALGEBUIOIjëS  ET 
TKA\SCE\DAi\  I  ES  ; 

Par  m.  Michkl  PETKOVITGH, 

à  Belgrade  (Serbie). 


I.    —   Suit    UiNli     INTÉGUALli     KlÎKLLE    DISCONTINUE. 

1.  Soitcp(;)  une  fonction  réelle  pour  ^  réel,  continue 

dans  un  intervalle   réel  donné  («,  0)  et  telle  que  lin- 

légrale 

/•' 
(•)  Su  ~  I     <£'(()co<,/in// 

ait  un  sens  pour  toute  valeur  entière  positive  ou  nulle 
de  n. 

J'envisage  l'inlégrale  délinie 

{■1)  l(x)=    I      oit  )  lo^^{i  — -ix  Ci>st-+- X-)  dt, 

qui,  en  vertu  tlii  développcuient 

/■>N  I  ,         ,  V^  a^"  cosrt/ 

(i)  log(i -Awi'COSf  -f-a?' j  = '2   > , 

1 
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(  '^  ) 

sera  une  fonction  a(^)  tle  x,   donnée   pour  |  x  \  suffi- 
samment petit  par  le  développement 

X 

(4)  X(^)=_,2^^ 

1 
ou  bien  par  l'intégrale 


^^da: 


(5)  X{x)=-i  f    ^ 


(6)  |ji(.r)=2,,-„a7". 

1 

Soit  Pv  le  rayon  de  convergence  de  la  série  (6)  [dont 
la  détermination  se  réduit  à  celle  de  l'intégrale  (i) 
pour  n  très  grand].  Alors,  la  série  (3)  étant  unifor- 
mément convergente  pour  |  :r  |  ^  i   : 

i"  Si  R^i,  l'intégrale  I(^)  pour  |  a;  |  <  i  coïncidera 
avec  la  fonction  a(j?);  d'autre  part,  l'identité 

log(i  —  -ix  cost  -i-x-)  =  1  logar-i-  log  f  I cos^  H — -j 

montre  que,  pour  j  .z,"  j  >>  i ,  l(x)  coïncidera  avec  la  fonc- 
tion 

(7)  Û(a:)  =2^ologa7  +  X  (^M- 

2°  Si  R  ■<  I ,  I(-X')  coïncide  avec  >-(^)  pour  |  .z"  I  <;  R 
et  avec  Q(^)  pour  |  x'  |  >  ■ô-• 
Z,'m^eo■^a/e  I  (j?)  est  donc  une  fonction  disconti- 
nue de  X,  coïncidant  tantôt  avec  \{x),  teintât  avec 
^{x),  suivant  que  le  point  x  se  trouve  à  l'intérieur 
ou  à  l'extérieur  d'une  certaine  ci/conférence  ou 
d'une  certaine  couronne  ayant  l'origine  comme 
centre. 


(3  ) 

2.  Un  cas  particulièrement  intéressant  pour  ce  qui 
suit  se  présente  lorsque  la  fonction  ^{t)  et  les  limites 
a  et  b  de  l'intégrale  l{x)  sont  telles  que  l'intégrale  (i) 
soit  constamment  nulle  dès  que  l'entier  n  dépasse  une 
certaine  valeur /?,  tandis  que  pour  n'^p  elle  soit  dé- 
terminée, finie  et  différente  de  zéro.  Nous  dirons,  dans 
ce  cas,  pour  ahréger,  (ju'une  telle  fonction  satisfait  à 
la  condition  [cp,  «,  6,  ^]. 

Ainsi,  es  =  const.  satisfait  à  la  condition 

[cp,  o,  2^T^,  o]. 
La  fonction 

/sin  r/- 
f  =  (  I  {k  =  entier  positif) 

satisfait  à  la  condition  [cp,  o,  go,  k  —  il. 
La  fonction 

{h  ~  entier  positif) 


satisfait  à  la  condition  [es,  o,  oo,  2/1  —  il. 

Toute  fonction  continue  '^(t)  admettant  air  comme 
période,  ne  s'annulant  pas  pour  /  zz=  o  et  dont  le  déve- 
loppement en  série  trigonométrique  ne  contient  pas 
de  cosinus  satisfait  à  la  condition  [ca,  o,  27r,  o],  etc. 

Dans  tous  ces  cas,  la  fonction  ')^{x)  se  réduit  au  po- 
lynôme de  degré  p  en  x 

(S)  \(x)=  —  i(giX-\-^x'--^...-^^'xP 

\  -i  p 

et  l'on  a  R  =  co.  Si,  en  particulier,  la  fonction  es  satis- 
fait à  la  condition  [-p,  a,  b,  o],  on  a  ).(.r)  =  o,  el,  par 
suite, 

l   o  pour     I  j"  I   <  I. 


(  4) 

3.  Dans  le  cas  où,  les  limites  de  l'intégrale  étant  o 
et  2-,  la  fonction  continue  'f  (^)  admet  la  période  ziz, 
de  sorte  que 

(lo)  œ(<)  =  Ao-+- ^  A,j  sin«<  +  7  B„cos«^, 

1  1 

on  aura 

(il)  ^o  =  '^-Ao,         ^„=tB„, 


et  la  fonction  correspondante  a{^)  peut  s'écrire 

(1-2)  \{x)  =  -OT,f 


—  dx 


avec 


(i3)  <ï>(a7j  =^B„a"''. 

1 

Ainsi,  lorsque  '-^{t)  est  le  coefficient  de  i  dans  une 
expression  d/(e^'),  '!»  (j)  étant  une  fonction  de  ;;  holo- 
morphe  pour  |  ^  |  <!  i ,  on  aura  Ao  =  o,  B>j  i=  o,  et,  par 
suite, 

^0  =  o,         X(ar)  =  o. 

Lorsque  '^(^t)  est  la  partie  réelle  de«!>(ef'),  on  trouve 
aisément 

(i4)      g,^-iT.^{o\         X(^)  =  -2Tr/'"ii^l^i^^rf:r, 

et  le  rayon  R  sera  au  moins  égal  à  i.    En  faisant  donc 
(i5)  4'(^;=-.^-/'(5), 

f(^z-^  étant  une  fonction  holomorphe  pour  1  ;  [  <<  i ,  on 

aura 

^0  =  0,  À(a7)=/(a?), 

ce  qui  donne,  d'une  manière  bien  élémentaire,  une  so- 


(^  ) 

lu  lion  du  problème  suivanl  : 

L'intégrale  l(x)  étant  prise  entre  les  limites  o 
et  2  7t,  déterminer  la  fonction  o{t)  correspondant  à 
une  fonction  \{oc)  donnée,  holomorphe  pour  \x\<C  i  • 

Cette  solution  consisterait  à    prendre   pour  o{t)   la 

partie  réelle  de  l'expression  —  —  ^a'(s)  pour  :;  =  e''. 

La  fonction  'f  (i),  correspondant  à  une  fonction   \J.{t) 

donnée,  serait  égale  à  la  partie  réelle  de  -  [J.(e^'). 

Remarquons  aussi  que  l'intégrale  \{x)  est  égale  au 
double  de  l'intégrale  de  la  même  forme,  mais  prise 
entre  les  limites  o  et  k. 


II.  _   Différence  entre  le  nombre  de  zéros   et  de  pôles 
d'une    fonction    méromorphe    dans    une    circonférence 

DONNÉE. 

Soit/(:;)  une  fonction  méromorphe  à  l'intérieur  et 
sur  la  circonférence  d'un  cercle  G  de  rayon  r,  ayant 
l'origine  comme  centre,  réelle  pour  z  réel  et  ne  s'an- 
nulant  pas  pour  s  =  o.  Soient  a,,  ag,  .  .  .,  a„  des  zéros 
et  [3,,  ^2,  ••  -,  ?/«  ses  pôles  à  l'intérieur  de  G,  en  sup- 
posant qu'aucun  d'eux  ne  se  trouve  sur  G  et  en  comp- 
tant chaque  zéro  et  chaque  pôle  autant  de  fois  qu'in- 
dique son  degré  de  multiplicité. 

Envisageons  l'intégrale  définie 


(i6)  H(r)=   f   ^{t)¥{r,  t)dt, 


zfiz) 


OÙ   F(/-,  t)    désigne   la    partie    réelle    de     ■     " -  pou 


z  =  re' 


(6  ) 
Comme  Toa  peut  écrire 

n  m 

1  1 

y  (s)  étant  liolomorphe  dans  C  et  sur  G,   les  identités 

(i8)      partie  réelle  de/(re")  =|  [/(/-e")  ^ /(>'«""'], 

a 
I cos^ 

,      ,       .  -  .  r 

('9)     - 


2  V  re"  —  a        re^'^'  —  a/  2a 

I QO%t 

r 


conduisent  à 

(20)         ' 


—  cos/ 


—          2  a/,  /a/, 

1     I  — cos  /  -+-     — 


où   4'('"'  0   désigne   la  partie    réelle    de   zy(z)  pour 
;  =  /-e".  Par  suite,  on  aura 

n  »i 

(.,)        H(,.)  =  2B(y)-2B(y)-^"<'-»- 


où  B(^)  représente  l'intégrale  définie 

.  r.  /  r       ,  1  —  :r  cos< 

(22)  3(3-)=  /     o(n dt, 

^         '  J  '  1  —  237  cos/  -4-372  ' 

et  où 

(23)  U(/-)=  Ç   o{t)'b(i\t)dt. 

Or,  l'idenlité 

1  ^ —  X  cos  t                     .r    d 
:,  =  I -3-  logd  —  IX  coit  —  x'^) 

\ — IX  COi^t  -r-  X-  2     dx 


(  7  ) 
ffiit  voir  qu'en  mettant  à  parties  valeurs  |  a;  ]  =  i ,  on 
aura  pour  toute  valeur  de  x 

Il  s'ensuit,  d'après  les  propriétés  de  l'intégrale  I(a'), 
que  pour  toute  valeur  de  ^  à  l'intérieur  dune  certaine 
circonférence  0)  on  aura  [formules  (5)  et  ('^)] 

et,  pour  toute  valeur  de  ,r  à  l'extérieur  d'une  certaine 
circonférence  C2,  on  aura 


B(x,=-^(^). 


|jL(a;)  étant  donnée  par  (6);  les  rayons  R,  et  Ro  de  C, 
et  Co  ont  pour  valeurs 

R,  =  plus   petite  des  valeurs   i   et  R, 

R2  =  plus  grande  des  valeurs   i   et  —y 

R 

R  étant  le  rayon  de  convergence  de  la  série  (6). 

Choisissons  maintenant  pour  'J>(i)  une  fonction  quel- 
conque satisfaisant  à  la  condition  [c5,  <2,  6,  o];  on  aura 

[0.  (a*)  =  o,         R  =  00, 

et,  comme  les  deux  circonférences  C,  et  C2  coïncident 
alors  avec  C,  on  aura 


par  suite, 


(•^4) 


^{x)  =  gQ     pour     |a'l<i, 
B{x)  =  o       pour     I  :r  I  >  I  ; 


2 


'M  ^  )  =  "^0' 


2n^)="''' 


(  8  ) 
D'autre  part,  la  fonclion  '/(-)  étant  pour  |::|^/(Jô- 
vcloppable  en  série 

y(z)  =  bo  -\-  biZ  -\-  b'iz''-  -\- .  .  .  . 
on  aura 

xlir.  t  )  =  ïShn.  z-"-^'  cos  (  rt  -t-  I  j  f , 

et,  par  suite, 

(25)  U(/-)  =  -2  2]6n^„-M^"  +  '=0, 

1 

de   sorte    que   l'intégrale    H(/')    se    réduit  à   la  valeur 
{n  —  m)gçs. 

D'où  le  résultat  suivant  : 

La  différence  entre  le  nombre  des  zéros  et  celui 
des  pôles  de  f{z-)  est  égale  à  la  valeur  de  l'inté- 
grale 

—  /     'S)(  t)F(  r,  t)  df, 

OÙ  F(/-,  i)  désigne  la  partie  réelle  de  "'  pour 

j\^  ) 
z.  =  re^'  et  où  z>(t)  est  une  fonction  quelconque  satis- 
faisant à  la  condition  [cp,  a,  b,  o]. 

Ainsi,  par  exemple,  celle  différeuce  sera  représentée 
par  l'intégrale 

—  /      -T-Fi/-,  t)dt. 
dans  quel  cas  on  aura 

ft'o  =  -  > 

ou  bien   par  une  intégrale  quelconque  de  la  forme 

—  /       Oit)  F{/\  t)dt. 


(  9  ) 
'■o{l)  ('•lanl  une  foiiclioii  conlimic,  adiiicLlant  2—  comme 
période,  ne  .s'anniilant  pas  pour  ^  =  o  et  donl  le  déve- 
loppement en  série  de  Fouriei"  ne  contient  pas  de  co- 
sinus; dans  ce  cas  on  aura 

En   prenant  dans  la  dernière  intégrale  'f{l)  =  i    on 
retrouve  la  formule 


—    /       F(r,t)dt=-    /      F(r,t)dt. 


ni.  —  Rapport  des  produits  des  modules  des  zéros 

ET    des    pôles. 

Considérons  la  fonction  précédenley(^)  et  partons 
de 

n  m 

1  1 

où  \{^z)  sera  holomorphe  à  l'intérieur  et  sur  la  circon- 
férence C  et  s'annule  pour  0  =  0. 
Formons  l'intégrale 

(27)  K(/-)=  Ç    9(0M(/-,  t)dt. 

OÙ 

(28)  M(r,  O  =  log  \fiz)  I         pour         ;;  =  re" . 
Les  identités 


(3o) 


.o,M-^:Uw^-^- 


!  ='^'^'['-^-^^+(ï)"^] 


(  ".  ) 

conduisenL  à 


(3i) 


ou 


1 

m 

+  log/(o)  +  ';/(r,  /), 


( 3-2 )  <\)(r,  t)  —2\ Cn r« cos nt, 

c,i  désignant  les  coefficients  du  développement 

oc 


n  ^    1 
1 


convergent  pour  z  ^  /•. 

Par  suite,  l'intégrale  K(/')  aura  la  valeur 

n  m 

1  1 

Choisissons  maintenant  pour'.p(0  une  fonction  quel- 
conque satisfaisant  à  la  condition  [cp,  a,  b,  o];  les  for- 
mules (())  montrent  que 

]  ^^     \«/./  a,  Xo  ..  .  a„ 

(34) 

1     "' 

I     ^"^       \  i-'A/  pl  ;-'2  •  •  •  ^iit 


(  ■■  ) 

et  comme,  en  vertu  de  (32),  on  a 

(35)  f   ^{t)']^{r,t)dt='^Cngnr"=^o, 

la  valeur  de  K.(/')  se  réduit  à 

(36;  K(/-)  =^„log  \f{o)rn-'"  Mil^l  . 

En  égalant  à  K(/-)  la  parlie  réelle  du  second  membre 
de  (36),  on  est  conduit  au  résultat  suivant  : 

Quelle  que  soit  la  fonction  '^{t)  satisfaisant  à  la 
condition  [cp,  «,  6,  o],  et  M(/',  t)  désignant  le  loga- 
rithme du  module  de  f{z)  le  long  du  cercle  de 
rayon  /•,  V intégrale  définie 

K(/-j-  f   9(0  M(/-,  t)dt 
aura  pour  valeur 


(37) 


Aos 


Tel  est,  par  exemple,  le  cas  de  l'intégrale 

OU  d'une  intégrale  quelconque  de  la  forme 

I       (p(OM(r,  t)dt, 

o{t)    étant    une    fonction    continue    à    |3ériode    i-    à 
laquelle  correspondrait  le  développement 

cp(/)=  Ao-i-Aisin^-f-Aosina^-f-.... 


(  'O 

En  prenant  dans  ce  dernier  cas 

Ao=r,         A,  =  A2=  A:j  =  . .  .=  o, 

on   retrouve   le    théorème  de   M.   Jensen   pour  le  cas 
o\i/(z)  est  réel  pour^  réel. 


IV.  —  Fonctions  symétriques  et  asymétriques  des  zéros. 

1.  Soity(^)  un  polynôme  en  :;  de  degré  n  et  envi- 
sageons l'intégrale  précédente 


Les  identités  (29),  (3o)  et 


dt. 


(3S)  •o.fl^Slo.V'        al- 

conduisent  directement  à 


(39)  K(,-)=^2j(^)-^§'olog/(o). 

1 

Or,  d'après  les  propriétés  de  l'intégrale  I(^),  si  a,, 
ao,  .  . .,  a„j  sont  les  zéros  de /(s)  compris  à  l'intérieur 
de  la  circonférence  c  de  rayon  /■,  eta,„^,,  a^^a?  •  •  •>  oc,, 
ses  zéros  à  l'extérieur  de  c,  on  aura  pour  A' =  i ,  2,  .  . .,  /?i 

(4o)     y  I  (J-)  =  .^.log  -^^^-  -i-y  x(^ 

.^     Va/,/           ^        -a,a-2-.-a„       A^     \r 
et  pour  k  =:  m  -\-  i n 


(  ï3) 
de  sorte  que 


If  \  I  '" 

(42) 


Jmà      \^kl  aia2...a„ 

(2) 

la  somme^  étant  rapportée  aux  zéros  intérieurs  et\ 


(1) 


aux  zéros  extérieurs.  On  a  ainsi  une  fonction  asymé- 
trique des  o-i  exprimée  à  V aide  de  V intégrale  K(r). 
En  prenant  pour  r  une  limite  inférieure  y  des  mo- 
dules   des   a/,  la  somme  ^  et  le    terme  logarithmique 

(2) 

disparaissent  dans  le  second  membre  de  (42)  et  cette 
formule  se  réduit  à 

(43)  K(Y)=2>^(^.)+i'"'«»/(o^' 

exprimant,  ainsi,  une  fonction  symétrique  des  a/  à 
l'aide  de  K(r). 

2.  Les  fonctions  symétriques  et  asymétriques  des  5:/ 
peuvent  aussi  s'exprimer  par  l'intégrale  précédente 

\\(r)  =   /    ^(t)¥(r,t)dt. 
En  partant  de  la  formule  (ai)  qui  se  réduit  ici  à 

n 

(44)  H(/-)=2B(y 

1 

et  en  remarquant  que  si  l'on  suppose  le  rayon  de  con- 
vergence Pt  de  la  série  correspondante 


(  i4  ) 

au  moins  égal  à  i  on  a 

B(x)  =go-^iJ-(^)         pour         |.r|<i, 
B(a;)  =  —  ijL  (  —  I  pour         j  ar  |  >  r, 

on  arrive  à  la  formule 

(45)  H(.)  =  «^0+2  !^  {t)  -2  ''  ii)  ' 

(1)  (ï) 

exprimant  une  fonction  cfsymél/ique  des  y.i  par  V  in- 
tégrale H(/-). 

En  prenant  r  =  v  on  aurait  /a  fonction  symétrique 


2K7) 


étendue  à  tous  les  a/,  exprimée  à  l'aide  de  H  (;'). 

En  choisissant  pour  '^{t)  une  fonction  quelconque 
satisfaisant  à  la  condition  [a,  a,  f^^p\i  où  p  est  un  en- 
tier positif,  la  fonction  [i-{x)  sera  un  polynôme  en  x, 

la  somme  ^,\^i~-  )  étendue  à  tous  les  a/  se  calculerait 

à  l'aide  des  coefficients  de  f{^),  et  l'on  aura  la  fonc- 
tion symétrique 

étendue  aux  a/  intérieurs  à  c,   exprimée  à  l'aide  de 
H  (/•)  et  des  coefficients  de  f{z). 

3.  On  peut  encore  exprimer  les  fonctions  symé- 
triques et  asjmétri(|ues  des  a,  par  l'intégrale 

(47)  L(/-)=  f  cp(/)*(/-,  t)dt, 

où  <!>(/■,  /)  désigne  la   partie  réelle  de  la  dérivée  loga- 
rithmique de  fi^z)  le  long  de  la  circonférence  C;  on 


(   -5  ) 
trouve  aisément 


'■t-k 
avec 


,(,.,  =  i2K- 


I 

r 


\    d\ 
ce  qui  conduit  à  la  formule 

(Il  (2) 

exprimant  une  fonction  asymétrique  des  a/  par  L(/")- 
On  en  lire  aussi  la  formule 

exprimant  une  fonction  symétrique  des  rt.i  par  !-■(/■). 
En  prenant  pour  o(^)  une  fonction  quelconque  satis- 
faisant à  la  condition  [cp,  a,  6,  o],  V intégrale 

(5o)  --1l(/-) 

aura  pour  valeur  la  somme  des  inverses  des  a/  exté- 
rieurs à  la  circonférence  C;  en  appli(|uant  la  propo- 
sition au  polynôme 

V expression  correspondante  (5o)  aura  pour  valeur 
la  somme  des  a/  intérieurs  à  c. 

Remarquons  aussi,  pour  terminer,  (|ue  la  pliq)art  de 
ces  résultais  s'appliquent  manifestement  encore  aux  cas 
oùy  (:;)  est  une  fonction  transcendante  entière  du  genre 
zéro  et  cundui  seul,  entre  au  très  conséquences,  à  diverses 
formules  soinmatoircs  connues  ou  nouvelles. 


(   ï6  ) 

[K8f] 

SIR  LES  OIIADIUXGLES  DE  DESBOYES  ; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


1.  Considérons  un  quadrangle  ABCD,  el  posons 

AB  =  rt,         BC  =  b,         CD  =  c, 
DA  =  d,         AC  =  e,         BD  =/. 

D'une  part,  les  quatre  triangles  que  l'on  obtient  en 
supprimant  l'un  ou  l'autre  des  quatre  points  A,  B, 
C,  D  ont  respectivement  pour  côtés 

fbc,     ecd,     fda,     eab. 

D'autre  part,  les  trois  couples  de  côtés  opposés  du 
quadrangle  sont 

a     et     c,  b     el     d^  e     et    f. 

2.  La  relation  qui  a  lieu  entre  les  longueurs  des  six 
côtés  d'un  quadrangle  a  été  établie  par  Carnol  au  moyen 
de  celle  qui  a  lieu  entre  les  cosinus  de  trois  angles 
liés  par  Tune  des  relations  À  ±  a  ±  v  ^  -i  k~.  On  peut 
lui  donner  la  (orme  très  symétrique 

a'2  c-  (  e-  -^  f-  -;-  b"-  -(-  d-  —  «'-  —  c-  ) 
-l-62o?2(e2_^/2-r-a2-h  c"- —  b^- —  d'- ) 
-\-  e'V-(«-+c2-t-  b^--^d-—  e-  — /-) 
—  (p  62  c2  -^  e-  e2  f/2  -+-/2  di  a'-  -h-  e'^a^  b'^  )  =  o, 

3.  On  peut  écrire 

( «2  -f-  c2  )  ( 62  6?2  ^  e^p  —  a2  C2  )  +  .  .  .  -r  .  .  . 
—  (/^b^c^-]-e^c^d'--^/-^d-^a^-r-  e^-a'^b^)  ^  o, 


(   ^7  ) 
d'où,  en  complélaiit  le  carré  dans  la  seconde  ligne, 

(«24- c2)  [(6f/f-f-e/)2— «'c'-J  +...  +  ... 

—  {fbc  -t-  ecd  ^  fda  +  eabf-  =  o, 
ou  enfin 

{ac  -k-  bd  -h  ef)  [(a2+  c^;  (6<i-i-  <?/—  ac)  -+-.  .  .n--.  .  .] 

—  ifbc  -h  ecd  -\-fda  4-  eab  )"-  =  o. 

La  relation  de  Carnot  ayant  lien  entre  les  carrés  des 
longueurs  des  six  côtés  du  quadrangle,  nous  pouvons 
changer  par  exemple  e  en  —  e,  ce  qui  donne  (en  mul- 
tipliant par  —  I  )  : 


r      {a"-  -f-  c2)  (  ac  —  èrf  -I-  ef)' 

{ac  -\-  bd  —  ef)  1  -j-  (b'^-h  d')  {bd  —  ac  -h  ef) 

\_- {e^+f-^){ef-hac  ^bd) 

-H  ifbc  —  ecd  ^  fda  —  eab  f  =  o. 


I] 


4.  Dès  lors,  si  les  côtés  d'un  quadrangle  satisfont  à 
la  relation 

(i)  fbc  —  ecd  -h  fda  —  eab  =  o, 

ils  satisfont  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux  relations 

(2)  ac -h- bd  —  ef  =  o, 

i( a^ -h  c^){ac  —  bd -h  ef  ) 
-^(b^+d^)(bd~ac  4-e/) 
—  (e^-h  P)(ef  -\-ac  ^  bd)  =  0, 

et  réciproquement. 

Sauf  la  forme  très  symétrique  que  nous  donnons  ici 
à  la  relation  (3),  le  résultat  précédent  appartient  à 
Desboves,  qui  l'a  énoncé  sans  démonstration  {/Vou- 
V elles  Annales,  1877,  p.  227);  Desboves  écrit  l'hypo- 
thèse sous  la  forme 

,  ,,  e        da  -r-  bc 

('  ) 


f       de  -+-  ab 
Anii.  de  Mathemat  ,  \'     sot-ip,  t.  \III.  '.linivior  i(|nS.) 


(  IB  ) 

et  la  conclusion  sous  la  forme 

(  2'  )  ef  =  ac-\-  bd, 

ou  bien 

(  a^ -h  c- -^  b- -^  d^  —  e-  — p)iac  -^  bd  ^  ef) 


(3') 

I  —  ^{da  -T-  bc)  { de  -\-  ab )  =^  o. 

M.  Morel-Blanc  (A^.  A.,  1878,  p.  268)  a  justifié  l'é- 
noncé de  Desboves  en  vérifiant  que  la  relation  de 
Carnot,  prise  sous  forme  non  symétrique,  peut  s'écrire 

(«c  ->r  bd  —  ef)  X  çfa,  6,  .  .  .  ) 

-h  {e{dc  -+-  ab)—f(da-^  bc)Y  =  o, 

co  étant  le  premier  nombre  de  la  relation  (3');  j'ai  con- 
servé le  principe  de  cette  démonstration. 

o.    L'hypothèse    étant  prise   sous   la   forme   (1'),   le 

calcul  suivant  n'est  pas  sans  intérêt.  Désignons  par  A"  la 

^ .    ,  da  -\-  bc     f  ,.         j/-'  ..  f 

quantité-^ y  La  relation  de  Larnot,    transiormee 

par  l'hypothèse  e  =  kf,  devient 

—  (a'^c^—bid^)(a^-^c'—b^—  d^)  =  o, 

et  cette  relation  est  certainement  satisfaite  si  l'on  a 
(cas  du  quadrangle  inscriptible) 

/.f.f=ac-+-bd; 

le  premier  membre  de  celle  relation  est  donc  divisible 
par  kf- — [ac  -{-  bd)^  et  le  quotient,  calculé  avec  les 
seuls  termes  que  l'on  a  écrits,  est 

—  A-2  (  A-2  4-  I  \/"i  +  kp  (  «2  -(-  C2  -f-  6'-  +  rf2)  -  (  A-2  4-  I  )/2  (  aC  -r-  bd) 

-+-  {ac  —  bd){a^-+-  c*—  b^—di)\ 


(    '9  ) 
en  remplaçanl  Af  par  e,  et  en  égalant  à  zcro,  on  Iroiive 
la  relation  (3)  sous  la  forme 

e/(a2-+-c-^+  b'- -1-  d^  —  e'-  —f^)  —  ( oc ^  bd )( e'- -^ p) 

-+■  (ac  —  hd)  ( rt-  -^  c-  —  6-  —  r/2 )  =  o ; 

il   suffit  de  grouper    les  termes   en  «-+c'-,    6- +  r/-, 
c--\-f'-^  pour  obtenir  la  forme  (3). 

6.    Un  quadrangle  étant  supposé  inscriptible  à  un 
cercle,  et  l'ordre  des  sommets  surla  circonférence  étant 
A,  B,  C,  D,   de   sorte  que   les  côtés  croisés  sont  AC 
Fig.  ,. 
''A  /B 


et  BD,  si  Ton  appli<jiie  à  cliaciin  des  quatre  tpiangles 
de  la  figure  la  relation  classique  rt/>c  =  4  BS,  on  oh- 
tienl  la  relation  (i)  sous  cette  (orme  même. 

Fis.  i. 


La  réciproque  n'est  exacte  qu'à  la  condition  de  con- 
sidérer seulement  des  quadrangles  pour  lesquels  le 
contour  ABCD  est  convexe;  l'hjpotlièse  (i)  entraîne 
alors  la  conséquence  (2). 

En  dehors  de  ce  cas,  l'Iiypotlièse  (1)  entraine  la  con- 
séquence (3),  et  Ton  a  ce  que  je  propose  d'appeler  un 
quadrangle  de  Desboves. 
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Voici  des  exemples  Je  tels  quadrangles.  Si  Ton  sup- 
pose e  =  /dans  la  relation  (i'),  on  a  (r/—  b){c  —  a)  ^o, 
et  nous  prendrons  par  exemple  b^=d.  Avec  la  rela- 
tion (2'),  on  a  un  trapèze  isoscèle  avec  ses  diagonales, 
les  diagonales  étant  e  et/.  Avec  la  relation  (3),  on 
peut  avoir  un  trapèze  isoscèle  avec  ses  diagonales,  les 
diagonales  étant  b  et  <r/,  ou  un  parallélogramme  avec 
ses  diagonales  a,  c. 


[M-lb] 

\OTE  SIR  ll\  ARTICLE  PRÉCÉDENT  ; 

Par  m.  g.  FÛ>.TENÉ. 


Voici  quelques  niodilications  à  l'article  que  j'ai 
donné  récemment  sur  les  fornuiles  de  Salmon  analogues 
aux  formules  de  Pliicker. 

A  la  page  44^,  on  doit  écrire  simplement 

i{b'  —  0)  =  (  n—  a){n'-T-  a  —9) 

sans  transformer  le  second  membre. 

A  la  page  447i  on  doit  calculer  b'  au  moyen  de  la 
formule  précédente;  comme  on  connaît  n'  par  la  for- 
mule (8),  on  a  immédiatement 

1!)'  =  10  -i-  [al  n  —  2  )  —  p  —  3  -  J  [ «n  —  9  —  0  —  3  a ]  =  .  .  . . 

A  la  page  44^?  j'ai  déduit  0  de  la  première  relation  (B), 
et  c'est  bien  ainsi  qu'il  convient  de  faire,  en  vue  du 
second  membre  de  la  formule  ci-dessus  qui  doit  prendre 
la  forme 

2  6'  =  a  X  (  /i  —  -j.  )  (  n^  —  n'--^  n  —  1  2  1  —  ...  ; 


( .,  ) 

mais  alors,  au  bas  de  la  page  41^5  j'aurais  dû  dire  (|ue 
j'em|)loierais  la  première  relation  (B)  et  non  la  |)re- 
mière  relation  (B,  ). 


[LUOa] 

SLR  U^'E  PROIMIIKTÉ  DES  0UADRI()I1ES  IIOMOFOCALES  ('); 

Par  m.  R.  BRICARD. 


I.  Je  démontrerai  tout  d'abord  le  théorème  suivant  : 

Soient  (P),  (Q)  deux  quadviques,  D  e^  E  deux 
droites  fixes,  tangentes  communes  à  ces  deux  qua- 
driques.  Les  quadriques  du  faisceau  tangentiel 
déterminé  par  (l*)  et  (Q)  déterminent  sur  D  et  E 
des  divisions  homo graphiques. 

Soil  en  efTet 

P+yQ  =  o 

l'équation  de  l'une  des  quadriques  (R)  du  faisceau 
considéré.  (R)  coupe  D  en  deux  points  ni  et  /z,  dont 
les  dislances  à  une  origine  fixe,  choisie  sur  D,  sont  les 
racines  d'une  équation  du  second  degré 

(l)  A  (Jl2  H-  2  B  [JH-  C  =  o, 

où  A,  B,  C  sont  fonctions  de  \.  Ces  fonctions  sont 
linéaires.  En  effet,  si  l'on  se  donne  jj.,  c'est-à-dire  le 
point  m  par  exemple,  il  existe  dans  le  faisceau  une 
quadrique  unique  contenant  ce  point. 

De   même   la    ([iiadrique  (R)   coupe   la    droite  E  en 

(')  Loiiginal  de  cet  article  a  paru  en  langue  Espéranto,  dans  la 
revue  Internocia  Scienca  Bei'uo  (j;iiivioi'  1907). 
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deux  points  m'  et  n'  dont  les  dislances  à  une  origine 
fixe  choisie  sur  E  sont  les  racines  d'une  équation  du 
second  degré 

{'i.)  A' jx'-— 26' ij.'-)- G' =  o, 

où  A',  B',  C  sont  des  fonctions  linéaires  de  \. 

L'équation  (i)  a    une  racine  double   si   A    vérifie  la 
condition 

(3)  B2— AC  =  o. 

Les  racines  de  celte  équation  sont  les  valeurs  de  A 
telles  que  la  quadrique  (R)  touche  la  droite  D.  Mais 
par  hypothèse  (P)  et  (Q)  touchent  celte  droite.  Les 
racines  de  (3)  sont  donc  o  etoo.  On  a,  par  suite,  l'identité 

B^— AC  =  KX, 

où  K  est  une  constante.  Ou  peut  évidemment  supposer 
cette  constante  égale  à  l'unité  (sinon  l'on  multiplierait 
les  coefficients  A,  B,  C  par  un  facteur  convenable). 
Ecrivons  donc 

B2— AG  =  À. 

Par  le  même  raisonnement  on  trouve 

B'2_  A'G'=X. 

On  a  ensuite,  en  résolvant  les  équations  (1)  el  (2^ 

—  B-^-v/X              ,       _B'-{-/X 
,-=  ^ '  !-  =  x^ ' 

en  choisissant  par  exemple  le  signe  -\-  devant  chacun 
des  radicaux  qui  figurent  dans  les  expressions  de  u.  et 
de  u.'.  L'élimination  de  y/A  entre  les  deux  relations  pré- 
cédentes donne 

A;jL-f-  B  =  A'[jl'+  B', 


(  ^3  ) 

on 

A  a  -i-  B  —  B' 

'^■^— T 

[Ji'  est  donc  fonction  rationnelle  de  pi  et  de  A.  Mais  a 
lui-même  est  fonction  rationnelle  de  a;  pt.'  est  donc 
fonction  rationnelle  de  pt..  De  même  jj.  est  fonction 
rationnelle  de  p.'.  Il  existe  donc  entre  jj.  et  jj.'  une  rela- 
tion homographique.  c.  q.  f.  d. 

II.  Le  théorème  corrélatif  du  théorème  précédent 
est  le  suivant  : 

Soient  (P)  et  (Q)  deux  qiiadriques,  D  e<  E  deux 
droites  fixes,  tangentes  communes  à  ces  deux  qua- 
driques.  Les  plans  tangents  menés  par  D  ef  E  aux 
quadriques  du  faisceau  tangenliel  déterminé  par  (P) 
et  (Q)  engendrent  deux  faisceaux  homographiques. 

Supposons  en  particulier  que  le  faisceau  tangentiel 
considéré  contienne  l'ombilicale.  Le  faisceau  devient 
alors  un  système  de  quadriques  homofocales.  Dans  les 
deux  faisceaux  de  plans  tangents  menés  par  D  et  E 
aux  quadriques  du  système,  les  plans  isotropes  se 
correspondent.  Les  deux  faisceaux  sont  donc  égaux 
et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Soient  (P)  et  (Q)  deux  quadriques  homofocales, 
D  e^  E  deux  droites  fixes  tangentes  communes  à  ces 
deux  quadriques.  Les  plans  tangents  menés  par  T> 
et  E  aux  diverses  quadriques  homofocales  à  V  et  Q 
engendrent  deux  faisceaux  égaux. 

On  peut  dire  aussi  que,  si  une  droite  D  varie  en 
touchant  toujours  (P)  et  (Q),  les  plans  tangents 
menés  par  D  aux  diverses  quadriques  homofocales 
à  (P)  et  (())  forment  un  faisceau  de  grandeur 
constante. 


(  24) 

En  parliculier  les  plans  langenls  menés  par  D  à  (P) 
et  à  (Q)  forment  un  dièdre  de  grandeur  constante. 
Ce  dièdre  est  en  eflel  droit,  comme  il  est  bien  connu. 
Notre  proposition  fournil  ainsi  une  généralisation  de 
ce  théorème  classique. 

III.  Supposons  en  particulier  que  D  varie  en  touchant 
constamment  la  courbe  commune  à  (P)  et  à  (Q), 
c'est-à-dire  une  ligne  de  courbure  de  (P).  Nous  obte- 
nons ce  résultat  : 

Si  l'on  mène  par  une  tangente  variable  à  une 
ligne  de  courbure  d'une  quadrique  (P)  des  plans 
tangents  aux  diverses  quadriques  homofocales  à  (P), 
ces  plans  tangents  forment  un  faisceau  de  grandeur 
constante. 

Plus  particulièrement  encore,  les  deux  plans  tangents 
menés  à  une  même  quadrique  homofocale  à  (P)  forment 
un  dièdre  de  grandeur  constante.  Ce  dernier  théorème 
avait  été  obtenu  par  Mannheim,  au  cours  de  ses  impor- 
tantes recherches  sur  la  surface  de  l'onde,  et  par  des 
considérations  entièrement  différentes  de  celles  qui 
précèdent  ('). 

IV.  On  obtient  encore  une  conséquence  intéressante 
en  supposant  que  D  varie  en  engendrant  une  surface 
développable  dont  l'arête  de  rebroussemenl  appartient 
à  (P).  Celte  arête  de  rebroussemenl  est  une  ligne 
géodésique  de  (P),  comme  l'on  sait.  Une  lelle  ligne 
géodésique  jouit  donc  de  la  même  propriété  que  les 
lignes  de  courbure,  c'est-à-dire  que  : 

Si  Ion   mène  par  une  tangente  variable  à   une 

(  ')  Proceedings  of  Ihe  Boy  al  Society,  1881  ;  Principes  et  dé- 
veloppements de  Géométrie  cinématique,  p.  433. 
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ligne   géodésique   d'une   quadrique  (P)  des  plans 
tangents  aux  dive/ses  quadriques  homofocales  à  (P), 
ces  plans  forment  un  faisceau  de  grandeur  con- 
stante. 

Ce  lliéorème  fournit  une  nouvelle  interprétation  de 
l'intégrale  première  de  l'équation  différentielle  que 
vérifient  les  lignes  géodésiques.  Il  est  équivalent  au 
célèbre  théorème  de  Joachimslhal,  relatif  à  ces  lignes  (  '). 

Il  peut  sembler  étrange  que  les  résultats  établis  dans 
cette  Note  ne  soient  pas  connus.  Mais  je  ne  les  ai  ren- 
contrés nulle  part. 


AGRÉGATION!  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
(CO\COl]ftS  DE  1907). 


SOLUTION  DE  LA  QliESTIOlV  DE  CALCUL  DIFFÉRE\TIEL 
ET  hTÉGRAL  ('); 

Par  m.  C.  CLAPIER. 


1°  Soit  M(a7,  y,  z)  un  point  quelconque  de  la 
surface  S;  désignons  par  {p,  q^  — i)  les  coefficients 
directeurs  du  |)oint  tangent  en  ce  point.  Les  aires  du 
triangle  OMP  et  OMQ  ont  pour  valeurs  respectives 


pT-^f/y  —  z    ,— px  +  qy  —  z    p— 

\Jy--^z,^  et ^^ ■  V -' 

■ip  -^  iq 


(')  Voir,  par  exemple  :  Salmon,  Géométrie  à  trois  dimensions, 
Chap.  XII. 

(-)   V^oir  l'énoncé  page  Zi%. 
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si  donc,  on  laisse  de  côté  les  cônes  de  sommet  O',  qui 
satisfont  à  l'équation 

px  -V-  qy  —  3  =  o, 

il  reste,  pour  déterminer  les  surfaces  cherchées,  la  double 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

(    £  =   —  1  (  1^2  )• 

Les   caractéristiques  de  Tune  de  ces    surfaces  sont 
données  par  le  système 

dx  dy  dz 

(9.) _  ./  _  . 


V'.r^-T-5-        -z.\'y 


et  comme  £-=i,  les   équations  finies  de  ces  courbes 
pourront  s'écrire,  avec  les  constantes  a  et  6, 


(3)  "^^'" 


Les  familles  de  cette  congruence  nous  donnent  les 
équations  finies  des  surfaces  S,  que  l'on  peut  écrire 


yZ-r^^-s^        .  (  £  =  -+-1        (S,j, 

=  fond,  {z)  ' 


^ -(- £  y/jK^ -H  ^2  (;  =  _I  (Sj). 

Dans  le  cas  où  ces  surfaces  sont  algébriques,  à  coef- 
ficients réels,  l'équation  précédente  rendue  entière  ne 
contiendra  plus  s  et  nous  n'aurons  qu'une  seule  forme 
enx.j',  r  avec  des  coefficients  rationnels;  il  sera  donc 
possible  de  passer  d'une  surface  S,  à  une  surface  So 
par  une  variation  continue  des  coefficients  qui  entrent 
dans  la  première. 

Rendons  entière  l'équation  (3),  homogèue  en  vr,_r.  z; 
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nous  avons,  à  laide  de  calculs  faciles, 

.r-t-\         K-HsY  (a2— 1)32 


■ia{x  —  ay  )  ' 


et  formant 

il  vient 

(5)  a;^  +  _^2____..^^^(^__j  ^.. 

Cette  équation  du  deuxirrne  degré  représente  soil 
une  surface  Si,  soit  une  surface  So,  lorsqu'on  prend 
pour  a  une  fonction  arbitraire  de  ^  ;  la  trace  sur  le 
plan  xOy  de  l'une  de  ces  surfaces  ne  peut  donc  être 
que  le  système  des  deux  droites 

(  C  )  a--  -t-  y-  —  i.  À  xy  =  0,  ^^  =  -  (  a  -\ 

2°   Prenons  pour  fixer  les  idées  une  caractéristique  y 

de   l'équation  (E,),  déterminée  par  les  paramètres  a 

et  6  ;  de  sorte  que 

x-\-\/x'^  -+-  b- 

a  = 

y  -T-  sjy"-  -t-  b-^ 

est  un  nombre  donné  positif.  Par  suite  ).,  d'après  sa 
valeur  (6),  est  un  nombre  plus  grand  que  l'unité  ; 
l'équation  (5)  s'écrit  à  l'aide  de  cette  nouvelle  con- 
stante 

(  7  )  ir'  +  y'^  —  ■?,  \  xy  —  (  X-  —  n  c;'-  =  o. 

Elle  représente  le  cône  ayant  pour  sommet  l'origine 
et  pour  base  la  caractéristique.  Les  directions  de  plans 
des  sections  circulaires  de  ce  cône  T  s'obtiendront  à 
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l'aide  des  racines  de  léqualion  en  S.  qui  sont  : 

(8)  5i  =  I  —  X2,  So=l-l,  S3=\-^\. 

La  racine  moyenne  5o  nous  donne  les  plans  réels 


i  x—r-\-zs/l-i        (-), 

Soit  M(xo,  y^f,  Zo)  un  point  de  l'espace;  le  cône  T 
qui  passe  par  ce  point  correspond  à  la  valeur 


^"-"^^"-^"»  ou  X^^lt. 


les  droites  D  et  D'  qui  passent  par  ce  point  sont  les 
normales  aux  plans  tt  et  tt'  du  système  (9). 

La  valeur  minimum  que  puisse  prendre  le  paramètre 
réel  X  est  i  ;  elle  a  lieu  pour  «  =  i ,  auquel  cas  Xq  =yo- 
Ainsi,  lorsque  le  point  M  se  trouve  dans  le  plan  bissec- 
teur du  premier  Irièdre  des  coordonnées  d'arête  Oz, 
),  =  I  et  les  droites  D  et  D'  coïncident  avec  la  normale 
à  ce  pian  bissecteur. 

On  aurait  pu  obtenir  plus  simplement  ce  résultat  en 
cherchant  la  condition  pour  que  le  cône  (-)  soit  de  révo- 
lution; il  ne  peut  le  devenir  qu'en  se  réduisant  à  un 
plan  double  (B). 

Prenons  un  contour  plan  fermé  G  ne  se  coupant  pas 
et  ne  rencontrant  aucun  des  axes  Ox  et  Oy;  lorsque  M 
décrira  ce  contour,  a,  et  par  suite  A,  ne  pourra  deve- 
nir ni  nul  ni  infini.  Si  le  contour  C  ne  rencontre  pas 
le  plan  bissecteur  (B),  A  —  i  variera  d'une  manière 
continue  sans  jamais  s'annuler,  et  les  droites  D  et  D' 
dont  la  direction  est  déterminée  par  le  système  (9)  se 
déplaceront  d'une  manière  continue,  sans  pouvoir 
s'échanger    l'une    dans   l'autre;    la    position    finale    de 
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l'une  d'elles  coïncideia  avec  sa  position  initiale;  leurs 
traces  P  et  P'sur  un  plan  parallèle  à  celui  du  contour  C 
décriront,  en  général,  deux  courbes  fermées  distinctes. 
L'une  de  ces  traces  pourra  cependant  aller  à  l'infini. 

Si  l'on  suppose  que  le  contour  G  rencontre  le 
plan  (B),  il  le  rencontrera  un  nombre  pair  de  fois; 
de  sorte  que,  bien  que  chaque  fois  il  j  ait  échange  des 
droites  D  et  D'  l'une  dans  l'autre,  nous  reviendrons  au 
point  de  départ  avec  la  inême  situation;  mais  les  traces  P 
et  P'  auront  été  confondues  a/i  fois  et  les  deux  courbes 
fermées  qu'elles  décriront  ne  seront  plus  distinctes; 
elles  se  traverseront  2  n  fois  et  formeront  2n-\-i  boucles. 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé  que  nous  pre- 
nions un  cône  F  correspondant  à  une  caractéristique 
de  l'équation  (E().  Si  nous  avions  pris  le  cône  ('j)  qui 
correspond  à  l'équation  (E^),  il  aurait  fallu  supposer  )> 
négatif  et  <;  —  i  ;  la  racine  moyenne  de  l'équation  en  S 
serait  alors  .^3  et  les  deux  droites  D  et  D'  coïncide- 
raient lorsque  M  traverse  le  deuxième  plan  bissecteur 
du  dièdre  O^. 

3°  Sur  une  surface  S,  les  caractéristiques  y  sont 
dans  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy  et  vérifient 
l'équation 

p  dx  -+-  q  dy  =  o  ; 

les    lignes  conjuguées    L  de  ces  caractéristiques    sont 
données  par  l'équation 

8p  dx  -H  oq  dy  =  o  ; 

on  a  donc  sur  chacune  d'elles 
hp  _  èq 

d'où 

7  =/).3!, 
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et  utilisant  l'équation  (i),  il  vient,  sous  forme  finie, 

(lo)  x^  ^  z^— 'x''-{y -^  z'^)         (aconst.  ). 

Cette  équation  représente  les  cônes  du  second  degré 
qui  joignent  l'origine  aux  lignes  L;  le  lieu  de  ces 
courbes  assujetties  à  passer  par  un  point  INl  est  le 
cône  (lo)  qui  passe  par  ce  point. 

Prenons  une  surface  Sj  et  une  surface  S2  d'équation 
respective 
,     ,  X  +  \         .  .r  -T-  X 

felfi  fonctions  de  ;,  la  première  étant  positive  et  la 
seconde  négative.  Pour  que  ces  deux  surfaces  se  cou- 
pent suivant  une  ligne  L,  il  faut  et  il  suffit  que  leur 
courbe  d'intersection  soit  située  sur  le  cône  (10);  nous 
avons  donc  à  éliminer  a:,  r,  ^,  X,  \  entre  les  équations 
homogènes  (4),  (10)  et  (11).  L'élimination  peut  se  faire 
de  la  manière  suivante  :  calculer  X  et  Y  à  l'aide  de  (1  i) 

et  remarquons  que  l'équation  (10)  s'écrit 

X  =  xY; 

nous  déduisons 

^(/-./■.)=[^//i-^^(/-/.)]r- 
D'autre  part, 

Y2=^   >/2_L.52 

nous  permet  de  calculer  z-, 
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et  si  l'on  porte  dans  l'équalion  (lo),  nous  trouverons  la 
condition 

Si  l'on  se  donne  une  famille  de  surfaces  S,,  déter- 
minée par  une  forme  positive  _/,  ce  qui  revient  à  sup- 
poser que  l'on  puisse  résoudre  l'équation  générale 

o  =  's>{  a.  z) 
par  rapport  au  terme 


■^■ 


nous  pouvons  trouver  une  famille  de  surfaces  So,  telle 
que  toute  surface  de  la  première  coupe  toute  surface 
de  la  seconde  suivant  une  ligne  L;  il  suffira  de  prendre 

f  -    ^  —  ^f 

Le  problème  est  possible  d'une  infinité  de  manières, 
puisque  a  est  une  constante  arbitraire. 

Fixant  arbitrairement  une  surface  de  la  famille  F,  ce 
qui  revient  à  se  donner  y,  nous  obtenons  une  infinité 
de  surfaces  de  la  famille  F,  qui  coupent  la  première 
suivant  les  lignes  conjuguées  de  ces  caractéristiques. 

4"  Nous  avons 

A  =  \/y^-h  5-,        B  =  </z^-^x^,_ 
dy  dz  =  d<i  cos  a,         dz  dx  =  d(s  cos  p, 

et  l'intégrale  1  peut  s'écrire 

dz  dx 


/^ 


Prenons  pour  trajectoire  venant  percer  S,  la  carac- 
téristique Y  appartenant  à   l'équation   (F,);  nous  au- 
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roiis 


avec  le  choix  du  signe. 

Découpons  S  à  l'aide  de  plans  parallèles  au  plan 
des  xy;  nous  avons,  en  supposant  z  constant, 

Or,  en  deux  points  correspondants  pris  sur  une 
même  caractéristique,  l'élément  différentiel  de  cette 
intégrale  reste  le  même;  donc  1  ne  dépend  pas  de  la 
fonction  S  qui  sert  de  support  aux  caractéristiques;  il 
faudra  cependant  que  A  et  B  ne  soient  ni  nuls  ni 
infinis,  ce  qui  exige  que  la  tangente  à  la  caractéristique, 

A        .  .  ,         I  •■ 

tangcp  =:  ^,  soit  comprise  entre  deux  limites  positives  e 


B 
et  L;  cela  étant 


H''<j^y 


ou  bien 

(i3)  I  =  f  {u—v)dz 


arcsh  — > 


\   V  =  arcsh  — 

'  z 

et,  intégrant  par  parties, 

I  =  [-3M  -I-  :pmi  —  {^zv  ^ yv^  )]'  , 

Soit  une  surface  S,  dont  réléinent  placé  au   point 
M(.r,  y,  z-^  /?,  ^)  a  pour  valeur 


d<:  =  \/  \  -\-  p^  -\-  cf-dx  dy. 

Faisons  la  perspective  de  ces  éléments  en  prenant  le 
point  O  comme  pôle  et  pour  plan  du  tableau  le  plan 
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parallèle  au  plan  xOy  mené  par  le  point  M;  la  section 
droite  du  petit  cône  de  sommet  O  et  de  base  d^  a  pour 
valeur 

par-hqy  — 


OM.v/l+jl92-H^2 


de; 


il  en  résulte  que  l'aire  de  la  perspective  a  pour  expres- 
sion 

Soit  maintenant  une  surface  fixe  S^,  telle  qu'en 
chacun  de  ses  points  |)asse  une  caractéristique,  de 
sorte  qu'on  peut  la  supposer  définie  à  l'aide  des  para- 
mètres qui  définissent  la  caractéristique  y. 

Soit  Mo  le  point  correspondant  au  point  M;  si  nous 
écrivons  que  les  aires  des  deux  perspectives  de  dy 
et  r/o-Q  sont  sur  un  plan  parallèle  au  plan  Oxy,  mené 
par  MMo,  nous  obtenons  l'équation 

px  -h  qy  =  pi^Xo-^  ^/o.yo  =  fonct.  (a,  b). 

De  sorte  que  les  surfaces  S  satisfont  à  l'équation  aux 
dérivées  partielles 

(l4)  px^qy='^(a,z), 

a  fonction  homogène  en  x^y^  z  de  degré  zéro. 

Les  caractéristiques  de  cette  nouvelle  équation  sont 
données  par  un  sjstème  différentiel  intégrable  par  qua- 
dratures. 


Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  VIII.  (Janvier  1908.) 
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Récréations  MATHÉMATIQUES  etproblèmes  des  temps 
ANCIENS  ET  MODERNES,  par  JV.  Rouse  Bail.  1^  édi- 
tion française,  traduite  d'après  la  quatrième  édition 
anglaise  et  enrichie  de  nombreuses  additions,  par  J. 
Fitz-Patrick.  Première  Pai'tie  :  Arithmétique,  Al- 
gèbre ET  Théorie  des  nombres,  i  vol.  in-8  (23-i6). 
356  pages.  Paris,  A.  Hermann,    iQOy-  Pï'ix  •  5'"^- 

Les  Récréations  mathématiques  de  M.  Rouse  Bail  sont 
connues  depuis  d'assez  longues  années  déjà  et  ont  obtenu  le 
plus  légitime  succès.  Mais  c'est  presque  un  Ouvrage  nouveau 
dont  nous  avons  à  parler  aujourd'hui.  Lors  de  la  première 
publication,  elles  parurent  en  un  seul  volume,  qui  fut  bientôt 
traduit  en  français.  Les  développements  qui  sont  venus 
s'ajouter  depuis  lors  ont  conduit  à  scinder  l'œuvre  en  deux 
Parties;  et,  coinme  on  vient  de  le  voir,  c'est  la  première  Partie 
seule  dont  la  traduction  française  nouvelle  est  livrée  au  public. 

Elle  se  compose  de  quatre  Chapitres.  Le  premier,  intitulé 
Histoire  des  nombres,  nous  fait  connaître  sur  les  quatorze 
premiers  nombres  des  particulariiés  historiques  ou  légendaires, 
des  remarques  superstitieuses  et  souvent  des  propriétés  cu- 
rieuses démontiées  en  passant.  Il  se  termine  par  quelques 
mots  sur  le  nombre  géométrique  de  Platon  et  par  d'utiles 
remarques  sur  certaines  simplifications  possibles  dans  les  opé- 
rations arithmétiques. 

Les  Chapitres  II  et  III  traitent  de  Quelques  questions 
d'Arithmétique  et  d'Algèbre.  Beaucoup  d'emprunts  (l'auteur 
l'annonce)  ont  été  faits  aux  Problèmes  plaisants  et  délec- 
tables de  Bachet  et  aux  Récréations  mathématiques  et 
physiques  d  Ozanam.  On  y  trouve  de  nombreux  exemples 
relatifs  à  la  divination  d'un  nombre  pensé,  dun  résultat 
d'opérations  faites  sur  un  nombre  inconnu,  à  des  questions 
comprenant    deux    nombres,   ou    plusieurs,   à    dos   problèmes 
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eiïectués  avec  des  séries  d'objet?  numérotés  (jeux  de  caries 
notamment),  à  des  problèmes  datant  du  moyen  âge,  tirt's  de 
l'Anthologie  grecque,  ou  empruntés  à  d'anciens  auteurs,  voire 
arabes  ou  chinois.  Il  faut  y  ajouter  des  questions  diverses 
nombreuses  et  des  indications  intéressantes  sur  certaines  pro- 
positions d'Arithmétique  supérieure,  en  particulier  sur  quelques 
théorèmes  empiriques  célèbres. 

Tout  cela  ne  se  prête  guère  à  une  énumération  détaillée.  Il 
y  a  parmi  les  questions  traitées  des  problèmes  bien  connus,  il 
y  en  a  d'autres  que  nous  croyons  inédits.  Une  bonne  place  a 
été  faite  aux  paradoxes,  avec  raison  à  notre  avis.  L'auteur  n'a 
pas  craint  non  plus  de  toucher  à  certaines  questions  qui  pour- 
raient paraître  ne  tenir  que  par  un  fil  à  la  Science  mathéma- 
tique, si  celle-ci  ne  comprenait  tout  ce  qui  concerne  les 
nombres  et  les  combinaisons  delà  façon  la  plus  générale.  Par 
exemple  :  il  y  a  deux  hommes  au  moins  sur  la  terre  (et  même 
dans  Londres  ou  dans  Paris)  qui  ont  le  même  nonii)re  de 
cheveux;  deux  hommes  peuvent  être  à  la  fois  oncle  et  neveu 
l'un  de  l'autre;  deux  hommes,  qui  ne  sont  pas  parents,  peu- 
vent avoir  une  même  sœur  (Eugène  Sue  et  Ernest  Lcgouvé 
étaient  dans  ce  cas).  Beaucoup,  parmi  les  problèmes  traités, 
peuvent  fournir  aux  professeurs  d'intéressants  exercices 
d'Arithmétique  et  d'Algèbre. 

Le  Chapitre  IV  a  pour  objet  Les  nombres  de  Merseiiiie 
(nombres  premiers  de  la  forme  il' — i).  On  y  trouvera  quan- 
tité de  renseignements  historiques  et  scientifiques  sur  ce  point 
spécial  de  l'Arithmétique  supérieure,  où  bien  des  énigmes 
restent  encore  à  déchiflrer. 

Le  volume  se  termine  par  une  \<)te  de  M.  A.  Hermann  : 
Coniptabilité  d'une  personne  qui  dépense  plus  que  son 
revetiu;  méthode  pour  se  constituer  à  soi-même  une  rente 
viagère.'  Très  étudié,  complété  pai-  des  Tableaux  piitiem- 
ment  calculés,  ce  travail  a  pour  but  de  prémunir  contre  la 
faute  que  l'on  commet  en  plaçant  piématurément  sa  fortune 
en  viager. 

Ajoutons  que  l'Ouvrage  de  M.  Rouse  Bail  fourmille  d'in- 
dications bibliographiques;  dans  les  citations  faites,  les  .\ou~ 
velles  Annales  tiennent  une  place  importante,  qui  s'explique 
par  le  fait  que,  depuis  sa  fondation,  c'est-à-dire  depuis  Ofi  ans. 
ce  journal  n'a  cessé  de  suivre  le  mouvement  mathémutiqiie. 
C'est  un    motif  de   plus   pour  que   nous  souhaitions  à  la  nou- 
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velle  édition  àe?,  Récréations  mathématiques  le  même  succès 
qu'à  ses  devancières  et  pour  que  nous  attendions  avec  impa- 
tience la  publication  de  la  deuxième  Partie. 

C.-A.  Laisant. 


CEUTIFICATS  DE  MÉCA^IQIE  APPLIQUÉE. 


Besançon. 

Épreuve  écrite.  —  1.  Détermination  de  la  température 
absolue  par  les  propriétés  des  Jluides  gazeux.  Cas  où  le 
gaz  suit  la  loi  de  Joule  ou  la  loi  de  Mariotte. 

II.  Poutre  doublement  encastrée  ;  cas  d'une  charge  fixe 
uniformément  répartie  ;  dimensions  de  sécurité  de  la 
poutre.  (Juin  1906.) 

Epreuve  écrite.  —  I.  Indiquer  d'une  manière  sommaire 
la  formation  des  équations  de  l'équilibre  des  corps  élas- 
tiques homogènes  et  isotropes. 

II.  Equilibre  élastique  d'un  parallélépipède  droit  ho- 
mogène et  isotrope  dont  deux  bases  opposées  sont  soumises 
à  une  traction  normale  uniformément  répartie. 

Equilibre  élastique  d'une  sphère  pleine  dont  la  su/face 
est  soumise  à  une  traction  uniformément  répartie. 

En  supposant  la  sphère  et  le  parallélépidède  formés 
d'une  même  matière,  on  a  déterminé  le  coefficient  d'élas- 
ticité longitudinale  E  du  prisme  et  le  coefficient  d'élas- 
ticité radiale  t  de  la  sphère.  En  déduire  les  coefficients  À 
et  ;jL  de  Lamé  relatifs  à  la  matière  considérée. 

(  .Novembre  1907.) 

C  L'épreuve  |)ratique  a  été  la  même  que  pour  le  certificat  de 
Mécanique  rationnelle.) 

Epreuve  théorique.  —  I.  On  considère  un  mouvement 
pendulaire  troublé  par  un  frottement  constant  et  res- 
tauré par  un  choc  au  point  mort. 

On  envisage  tour  à  tour  les  deux  hypothèses  suivantes  : 
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1°  Le  choc  comniuniqae  une  quantité  de  mouvement 
constante  ; 

•i"  Le  choc  communique  une  quantité  constante  de  force 
vive. 

Dans  chacune  de  ces  hypothèses  on  discutera  l'établis- 
sement d'un  régime  limité  périodique  stable. 

II.  I^oi  de  Poiseuille  relative  au  frottement  intérieur 
des  liquides.  Application  au  mouvement  de  Veau  dans  un 
tuyau  horizontal  cylindrique. 

Epreuve  pratiqui:.  —  Une  roue  de  fio  dents  conduisant 
un  pignon  à  6  ailes  doit  commencer  la  conduite  avant  la 
ligne  des  centres  ;  l'angle  a  que  fait  alors  le  flanc  utile 
du  pignon  avec  la  ligne  des  centres  est  I7"44'i3". 

Le  moment  moteur  sur  la  roue  étant  de 

i  gramme-millimélre, 

calculer  le  moment  résistant  sur  le  pignon  :  coefficient  de 
frottement  o,i5.  (Juin  1907.) 

Lille. 

Epreuve  théorique.  —  I.  Transmission  par  bielle  et  ma- 
nivelle.  On  admettra   tout  ce    qui  est  relatif  aux  accélé 
rations,  et  Von  étudiera  seulement  les  questions-  suivantes  : 

i"  Réduction  des  forces  d'inertie  de  la  bielle  ; 

2"  Réactions  d'une  machine  horizontale  à  un  cylindre 
sur  son  bâti. 

II.  Rôle  du  volant,  dans  le  cas  des  moteurs  d'automo- 
biles, pour  la  régularisation  des  tensions  et  des  réactions 
dans  les  mécanismes  de  transmission,  depuis  Varbre  mo- 
teur jusqu'aux  roues.  {On  considérera  seulement  le  cas 
de  la  marche  en  régime  normal  à  vitesse  moyenne  con- 
stante, et  on  laissera  de  côté  la  question  de  la  régulari- 
sation cyclique  de  la  vitesse. 

Epreuve  pratiqui:.  —  Avant-projet  d'une  boite  de  vitesse. 

Cet  avant-projet  se  réduira  au  choix  des  diverses  mul- 
tiplications eu  égard  aux  manœuvres  sur  route.  On 
mettra  aussi  en  évidence    les  conditions   que  doivent  rem- 
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plii-  le  régulateur  et   au  besoin   ses   organes    auxiliaires 
{accélérateur  et  modérateur). 
Données  : 

Poids  (le  la  voiture  en  charge P  =  i5oo''^ 

Surface  de  front S  =  2™' 

Rayon  des  roues  motrices R  =  o'",  45 

Coefficient  normal  de  traction /=  o,025 

La  plus  petite  démultiplication  est  choisie  de  façon  que 
Von  fasse  40*^"'  à  l'heure  quand  le  moteur  tourne  à  sa  vitesse 
de  régime  de  800  tours  à  la  minute.  Le  couple  moteur 
maximum  est  déterminé  de  façon  que  l'on  puisse  faire 
40""'"  à  l'heure  à  la  montée  d'une  pente  de  ib""" par  mètre. 

On  admettra  que  le  couple  moteur  maximum  reste  sen- 
siblement constant  quand  le  moteur  fait  de  4oo  à  800 
tours,  et  qu'il  décroit  progressivement  de  \  quand  on 
passe  de  800  à  1200  tours.  Le  rendement  du  mécanisme 
est  0  =  0,70. 

On  étudiera  seulement  les  cas  suivants  : 

I.  Marche  en  palier  à  Go*"",  40*"",  ^o"*"',  lo""". 

II.  Montée  d'une  pente  de  60'"'"  par  mètre  :  1°  vitesse 
maxima  réalisable  ;  1"  marche  à  25'""'  et  à  iS""". 

III.  Montée  d'une  pente  de  roo"""  par  mètre;  indiquer 
les  différentes  vitesses  réalisables.  (Juin  1907.) 

EiMiKLVK  THÉORIQUK.  —  I.  Fonctionnement  dynamique  du 
régulateur. 

II.  Equilibrage  des  masses  à  mouvement  circulaire. 

Epreuve  pratique.  —  Étudier  par  le  calcul,  et  à  l'aide 
d'un  graphique,  les  variations  de  la  pression  exercée  par 
le  piston  d'un  moteur  à  explosion  sur  les  parois  latérales 
du  cylindre. 

Données  : 

A  lésage 1 3o""" 

Course 140""" 

Volume  de  la  chambre  de  compression..  632*^™' 

Rapport  de  bielle  à  manivelle 4,5 

Pression  produite  ])ar  l'explosion -ii^^  par  cm^ 

Pression  d'admission \^"  par  cm- 


(  ^9  ) 
On  fera  cette  étude  d'après  le  diagramme  théorique, 
en  considérant  seulement  les  périodes  de  compression  et 
de  détente,  et  l'on  prendra  pour  le  rapport  des  deux  cha- 
leurs spécifiques  la  valeur  K  ^=  { ^\;  l'explosion  est  sup- 
posée instantanée  et  se  fait  sous  le  volume  de  la  chambre 
de  compression. 

Nancy. 

Épreuve  écrite.  —  I.  En  un  point  d'un  solide,  les  fonc- 
tions caractéristiques  des  ej/'orts  se  réduisent  à  une  tension 
ou  une  compression  N^  et  à  un  cisaillement  Tj-y  rapportés 
à  l'unité  de  surface.  Déterminer  l'effort  s'exerçant  au 
point  donné  sur  un  élément  de  surface  quelconque  ;  trouver 
les  directions  principales,  les  maxima  et  les  minima  des 
composantes  normales  ainsi  que  des  composantes  tangen- 
tielles  des  efforts. 

II.  Deux  poulies  S.  et  Y^  de  même  rayon  R  sont  clavetées 
sur  deux  arbres  parallèles  et  situés  dans  un  même  plan 
horizontal;  une  troisième  poulie  G  de  rayon  R',  servant 
de  frein  dynamométrique,  est  folle  sur  un  arbre  parallèle 
aux  premiers;  les  centres  des  trois  poulies  sont  situés  dans 
un  même  plan  perpendiculaire  aux  arbres,  et  forment  un 
triangle  isoscèle,  le  centre  de  G  étant  à  égale  distance  des 
deux  autres. 

La  poulie  A  reçoit  d'un  moteur  une  puissance  de  \  che- 
vaux et  tourne  à  la  t'itesse  de  n  tours  par  minute;  une 
courroie  transmet  cette  puissance  aux  deux  autres  pou- 
lies; le  brin  menant  passe  d'abord  sur  la  ]>oulie  G  puis 
sur  la  poulie  B;  les  arcs  embrassés  par  la  courroie  sur  A 
et  B  ont  pour  mesure  a,  et  l'arc  embrassé  sur  G  a  pour 
mesure  V.  On  empêche  la  poulie  G  de  tourne/-  en  appli- 
quant un  poids  P  à  l'extrémité  d'un  levier  horizontal  de 
longueur  l  fixé  au  moyeu  de  cette  poulie;  on  suppose  que 
la  courroie,  qui  glisse  sur  G,  est  sur  le  point  de  glisser 
sur  A,  et  que  son  coefficient  de  frottement  su/-  les  poulies 
est  égal  à  f. 

On  de/nande  :  i"  les  te/isio/is  dans  les  b/ins  de  la  cour- 
roie; 2°  la  relation  qui  existe  entre  le  poids  P  et  la  puis- 
sance rV  ;  3°  la  puissa/ice    tra/is/nise    à   la  poulie   B   et   le 
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rendement  de   la   transmission;  4°  la  puissance  absorbée 
par  la  poulie  G. 

Epreuve  pratique.  —  Un  arbre  horizontal  AB  porte  en 
bout  une  manivelle  AG  avec  son  maneton  CDE;  à  l'extré- 
mité de  celui-ci  se  trouve  fixée  une  contre-manivelle  EF 
dont  le  maneton  est  FGH. 


CDE 


FGH 


En  D  agit  une  6.2^  lie  DK  recevant  son  mouvement  d'un 
piston  se  mouvant  horizontalement  suivant  KK'.  En  G  est 
articulée  la  bielle  GI  actionnant  le  piston  d'une  pompe 
auxiliaire,  le  point  I  se  mouvant  suivant  la  verticale  II'. 

L'arbre,  regardé  dans  le  sens  AB,  tourne  dans  le  sens 
des  aiguilles  d'une  montre,  à  la  vitesse  de  90  tours  par 
minute;  la  direction  de  EF  par  rapport  à  GA  est  telle  que 
le  rayon  GG'  du  cercle  décrit  par  G  soit  décalé  de  43"  ^f^ 
arrière  de  la  direction  de  la  manivelle  GA  et  soit  égal  au 
tiers  de  GA;   on  donne  GA  =  45o'"™,  DK  =  5  GA,  GI  =  566'. 

En  K  agit  suivant  KK'  une  force  motrice  de  loooo*'^, 
en  I  suivant  \V  une  force  résistante  de  •2000''». 

On  demande  :  i"  d'indiquer  et  de  calculer  les  efforts 
divers  auxquels  sont  soumis  les  tourillons  HGF  et  EDG, 
ainsi  que  le  bras  FE,  en  particulier  lorsque  GA  est  ver- 
tical; 1°  de  calculer  les  dimensions  à  donner  à  ces  pièces 
que  l'on  suppose  en  acier,  dans  les  conditions  habituelles 
de  résistance.  (Juin  1907.) 
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AVIS. 


Nous  prions  les  auteurs  de  solutions  de  questions  proposées 
de  vouloir  bien  se  conformer  aux  indications  suivantes  : 

1°  Reproduire  en  tète  de  chaque  solution,  conformément 
à  la  disposition  adoptée  dans  les  Nouvelles  Annales, 
l'énoncé  de  la  question  proposée,  précédé  lui-même  du 
renvoi  au  volume  {millésime)  et  à  la  page  où  se  trouve 
cette  question; 

1°  N'écrire  qu'au  recto  de  chaque  feuillet; 

3°  Dans  le  cas  où  la  solution  est  accompagnée  d'une 
figure,  dessiner  cette  dernière  avec  le  plus  de  soin  possible 
et  sur  une  feuille  séparée. 

SOLUTIONS  DE  QIESTIONS  PROPOSÉES. 


2074. 

(  1907,  p.  102.) 

On  donne  un  quadrilatère  complet;  les  couples  de  som- 
mets sont  A  et  A',  B  et  B',  G  et  C,  les  sommets  A',  B',  G'  ap- 
partenant à  un  même  côté.  Des  points  A,  B,  G  comme 
centres,  on  décrit  trois  circonférences  (A),  (B),  (G),  qui  se 
conpent  deux  à  deux  aux  points  Ai  et  A2,  Bi  et  B,,  Ci  et  d  ; 
on  trace  alors  la  circonférence  (A')  qui  a  pour  centre^  le 
point  A'  et  qui  passe  aux  points  k^  et  Aj;  on  trace  de  même 
les  circonférences  analogues  (B')  et  (G'). 

1°  Les  trois  circonférences  (A'),  (B'),  (C)  ont  deux 
points  communs  D,  et  D2  de  sorte  que  les  trois  couples  de 
circonférences  forment  un  système  symétrique. 

1°  Si  les  circonférences  (A)  et  (A')  sont  orthogonales, 
ainsi  que  les  circonférences  (B)  et  (B'),  il  en  est  de  même 
des  circonférences  (G)  et  (C).  Le  système  des  circonfé- 
rences dépend  alors  d'un  paramètre,  et  le  lieu  des  points 
Al  et  A2,  par  exemple,  est  une  circonférence  ayant  son 
centre  sur  la  droite  A'BG  et  passant  par  les  points  com- 
muns aux  trois  circonférences  qui  ont  pour  diamètres  les 
diagonales  du  quadrilatère  complet.       (G.   Fontené.) 


(     42     ) 


SOLUTION 
Par  M.  Letierce. 

i"  D'après  la  construction  même  des  cercles,  le  centre  ra- 
dical I  des  trois  circonféiences  (A),  (B),  (G)  est  d'égale 
puissance  rn  par  rapport  aux  six  ciiconférences  (A),  (B),  (G), 
(A'),  (B'),  (G'). 

Gomme  les  trois  dernières  ont  leurs  centres  en  ligne  droite, 
elles  ont  pour  axe  radical  commun  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  I  sur  A'B'C'. 

■2°  Soient  E,  F,  G  les  milieux  de  AA',  BB',  GG'  et  (E),  (F), 
(G)  les  circonférences  décrites  sur  ces  droites  comme  dia- 
mètres. (A)  et  (A)  étant  supposées  orthogonales  se  coupent 
sur  (E),  (B)  et  (B')  étant  aussi  orthogonale»  se  coupent 
sur  (F)  et,  par  suite,  le  point  I  est  sur  l'axe  radical  commun 
de  (E),  (F),  (G).  Ge  point  I  est  donc  de  puissance  cj  par 
rapport  à  (G),  (G'),  (G;  ;  _ces  trois  circonférences  ont,  par 
conséquent,  pour  axe  radical  commun  la  perpendiculaire 
•abaissée  de  I  sur  GG'.  On  en  conclut  que  (G)  et  (G')  sont  or- 
thogonales. 

Gomme  on  le  voit,  le  système  des  circonférences  ne  dépend, 
avec  les  hypothèses  faites,  que  d'un  seul  paramètre,  la  posi- 
tion du  point  I  sur  l'axe  radical  de  (E),  (F),  (G). 

Soient  P  le  point  de  rencontre  de  EFG  et  de  A' B  G  et  (P)  la 
circonférence  de  centre  P  et  passant  par  les  points  communs 
à  (E),  (F),  (G).  Le  point  I  est  de  puissance  w  par  rapport 
à  (P);  (A'),  (B),  (G),  (P)  ont  donc  pour  axe  radical  com- 
mun la  perpendiculaire  abaissée  de  1  sur  A'BG  et  par  suite 
les  points  Aj  et  A2  sont  sur  (P)  qui  est  le  lieu  cherché. 

G.    Q.     F.    D. 

2076. 

(1907,  p.  288.) 


Si  l'on  pose 


,^,r'"e"<'"'t'anE..Y/.p 


jptn  grtarclang  j^^ 


(  l-h  X^-)^ 
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on  peut   calculer  Ko  et  K..  Le  calcul  de  toutes   les  autres 

intégrales,    m   étant  un   entier  quelconque,  se  ramené  a 

,    .   ,    ,  (R.  Lk  Vavasselu.; 

celui  de  Jo- 


SOLUTION 
Par  M.  TÊTU. 


Je  vais  calculer  Ko.  Pour  cela  j'intègre  deux  fois  par  par- 


lies, 


(i)    Ko  = 


Ko  = 


D'où 


,2  \ 

1    a^e-'a".!'"'- ' 


/  .re"" 


r/ arc  tans  i  Jp 


asj\-^x-'         "■'      V^i-^ 


Ko  = 


gnarclan-.r(Q[  _f-  37) 


Pour  avoir  Ki  reporlons-nous  à  l'égalité  (1) 


,    ^(larclariK'"            [ 
K    _-    _    - H Kl, 


d'où 


K,= 


ofiiTClang.r(^(li: |  ) 


Je   vais   maintenant  essayer  de  trouver  une  formule  de  ré- 
currence  donnant  K,„. 

Considérons  K,„_i  et  intégrons  par  partie, 


K,n-i 


j     .7'"!  — I  grtarctang.T 


«       v/'  +  -^" 

,         /^    ^r/arc  lanj;  r 

I). 

1    ^/«-Igrtarc  tang.r           /,j  —  ] 

K 

d'où,  enfin, 


—  >,  I  K,„  =  a  K„,-i  -+-{m  —  i) K„,  -2  — 


r-ni     I  g'iarc  lanK x 


^/TT^ 
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formule  qui  permettra  de  calculer  K2,  car  on  connaît  Kq,  Kj, 
puis  K3,  etc. 

Arrivons  maintenant  au  calcul  fie  i,„.  J„j  sera  donnée  sim- 
plement en  fonction  des  K.  En  effet,  on  a 

■»^/;(  gi7  arc  langx^^  /^.7'"' (  I  -'—  .r-  )  e"^'^'^^^"°^  dx 


x^y  J  (I  H-  .r2)2 

Gomme  les  K  sont  tous  connus,  les  J  le  seront  également. 
Donc  le  problème  est  résolu. 


2079. 

(1907,   p.  33fi. ) 

Si"  l'on  pose 

I — î  r'     d^ 

J.       i-+-ac( 


on  a  aussi 

dy 


r.—xJ\~a'^    I 

.L      I  -h  a 


cosjK 


(G.  F.) 


SOMTION 
Par  M.  E.-N.  Barisien. 

Calculons  d'abord  l'intégrale 

J^      1  -r-  acosa" 
Posons 


tang—  =  t, 

d  où 

idt                               i  —  t^ 
ax  = 5  cosa-  =  • 

Il  en  résulte 


1=  f' i^f ,. 

J      i  H-  a  -^  (i  —  «  j  f  - 


Posons  encore 
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{/ 1  =  u. 

y   I  +  a 


Alors 


)      v/1 


arc  tang«. 


Donc 


/  s  T        f'^        dx                    1                       /     /i  —  a  x\ 

(i)  1=  /     =  arc  tangl  4/ tang  -  )• 

Or,  d'après  l'énoncé,  on  doit  poser 

-        y 

=  arc  tar 

■2         1 

011 

c 
Il  en  ré-ulle  donc 


[      li  —  a 

y              /  I  —  (I  :r 

ul—  =  4  / laim  -  . 

■2       y   \  ^  (i      ■  2 


v            /  \   -  a  y 

ol  -  =  4  /  • lan"  ^  • 


ï=V 


Par  conséquent, 


=  arc  l 


s!  \  —  a-  Ç   cly 


ce  qui  donne  l>ien 


;cos^ 


J,,         H-rtCOSJ' 


En  résumé,  la  question  énoncée  est  une  conséquence  de  la 

relation 

X           Y           /i-i-  a 
(2^  tang-tang-  =  4/ 

Remarques.  —  i"  Si  l'on   pose 


4/1^  =  X, 

y     1  —  a 
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on  voit  que  si 

(3)  tang^tang^  =). 


en  résulte 


(4) 


^  0 


dv 


V 

Y 

sin- 

•>. 

dx 

'cos- 

2 

X 

X 

sin"- 

1 

-r-  />■ 

'cos^ 

2 

2"  Une  application  intéressante  de  la  remarque  précédente 
est  la  suivante  : 

Soient  F  et  F'  les  foyers,  et  M  un  point  d'une  ellipse  dont 
l'excentricilé  est  e.  Si  x  et  y  désignent  les  angles  MFF'  et 
M  F' F,  on  a 

tang  -  tang—  = 

2         "  2         I  —  e 

On  en  déduit  les  formules  (4)  avec  X 


I  -f-  e 
Autres  solutions  par  xM.M.  Gakdeckk  et  Parrod. 

2080.  ' 

il907,   p.   3.1fi.  ) 

On  coupe  le  triangle  \BC  pa/-  ici  droite  AfXav). 

I.  Les  points  I,  H,  K  symétriques  des  sommets  A,  B,  G 
par  rapport  aux  milieux  des  segments  ijlv,  Xv,X[jl,  sont  situés 
sur  une  droite  Aj. 

II.  Si  A  enveloppe  une  conique  inscrite  à  ABC,  A)  tourne 
autour  d'un  point  fixe. 

III.  Si  A  est  une  droite  de  Simson,  A|  est  perpendiculaire 
à  A.  (P.    SOXDAT.) 

SOLLTIOX 

Par  M.  Parrod. 

I.   Construisons  le  parallélogramme  A  B  A'C  et  prenons  sur  ■ 

BA'  une  lonfrueur  B  a' =  Au.  la  dioite  À  a'  rencontre  CA'  au 


(    4;    ) 
point  v'   tel  que    Cv'=Av.    On   le   démontre   simplement    à 
l'aide  du  théorème  de  Ménélaiis  appliqué  aux  deux  transver- 
sales X(Jiv  et  X  [jl'v'. 


Par  la  translation  A'|j.'=  C[Jt,  v' vient  en  H  et  X  en  1;  par  la 
translation  [jl'H  =  Bv,  jjl'  vient  en  H  et  X  en  K;  donc  les  trois 
points  I,  H  et  K  sont  en  ligne  droite. 

IF.  La  droite  Aj  rencontre  A' B  en  M  et  A'C  en  N,  on  a 

A'M  =  2G[ji,         A'N  =  2Bv. 

[JL  et  V  décrivant  deux  divisions  homograpliiques,  il  en  est  de 
même  de  M  et  I\  ;  quand  A  est  confondu  avec  BG,  les  deux 
points  M  et  N  sont  tous  deux  en  A;  donc  A|  passe  par  un 
point  fixe. 

III.  Considérons  la  fii^urc  (udinaire  de  la  droite  de 
Simson  X|Jiv,  relative  au  point  P;  la  direction  de  Aj  s'obtient 
en  menant  CD  parallèle,  égal  à  Bv  et  de  même  sens,  et  en 
joignant  [jiD.  Les  deux  triangles  Pjjivet  C;i.D  sont  semblables, 
donc 

A[jlP  =  DjjiG; 
''angle  P[ji.C  étant  droit,  XjjiD  est  aussi  droit. 
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QUESTIONS. 


2087.  Intégrer  l'équation  différentielle 

k{x)y^-—  \.'{x)yy'^  G(a")jK-=  Hfa-) 

A'2 

avec  la  condition  H  =  GA • 

'1 

A  et  G  sont  des  fonctions  arbitraires  de  x.  A'  est  la  dérivée 

de  A.  Pierre  Favre. 

2088.  La  tangente  et  la  normale  en  un  point  M  quelconque 
d'une  ellipse  décentre  O  rencontrent  le  grand  axe  en  T  et  N. 
1°  La  perpendiculaire  abaissée  de  T  sur  OAI  enveloppe  une 
ellipse;  2"  la  parallèle  menée  par  N  à  OiVl  est  normale  à  une 
ellipse  fixe.  E.-N.  Barisien. 
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[I23a] 

COXTIiMAXTS  :  APPLICVTIOXS  A  LA  THÉORIE  DES  \OMBUES; 

Par  m.  a.  DELTOUR. 


INTRODUCTION. 

1.   Les  dclerminants  de  la  forme 

ai     bi     o      o 
Cl      «2     ^2     o 

o  C2        «3        i>3 

o       o       C3     ai 


CA-\         ftic 

sont  connus  sous  le  nom  de  continuants  qui  leur  a  été 
donné  par  M.  Muir  et  ont  été  étudiés  par  plusieurs 
mathématiciens,  notamment  par  Sylvester. 

2.  Cette  dénomination  se  trouve  jusiifîée  par  ce  fait 
(pie,  si  Ton  pose 

61=62=63  =  ...=      1, 

f,   =  C,  =  C:i  =...=  —  I  , 

«1 ,  «2)  <^^i  •  •  •  sont  les  quotients  incomplets  du  déve- 
loppement en  fraction  coiilinue  dune  fraction  dont  le 
numérateur  est  le  déleiininaut  lui-même  et  dont  le 
dénominateur  est  le  déterminant  mineur  commençant 
par  «o. 

On  verra  plus  lard  (_n"  26)  comment  la  forme  du  n"  I 
se  ramène  à  ce  cas. 
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(  5o  ) 
Le  continuant  peut  alors  être  représenté  plus  sim- 
plement, suivant  la  notation  d'Euler,  par 

(ai,     «2,     «3,      .    -,     «/j- 

Les  développements  correspondant  aux  premières 
valeurs  de  A"  sont 

ai,     aiaa-Hi,     ciia^as^  ai-h  a^,      .... 

3.  Ces  continuants  particuliers,  dont  il  sera  princi- 
palement question  dans  ce  travail,  jouissent  de  pro- 
priétés nombreuses,  dont  plusieurs  sont  susceptibles 
d'applications  intéressantes  à  la  Théorie  des  nombres. 

Quelques-unes  d'entre  elles  sont  bien  connues.  Je 
n'ai  pas  moins  cru  devoir  en  donner  la  démonstration, 
pour  laisser  à  mon  exposition  un  caractère  plus  systé- 
matique. 

DÉFINITIONS  ET  NOTATION. 

4.  1°  Les  quantités  «,,  «a,  .  .  .,  «a  du  n°  2  seront 
appelées  éléments  du  continuant. 

2"  Une  suite  d'éléments  sera  désignée  par  une 
lettre  grecque. 

Le  continuant  jormé  au  moyen  d' éléments  d^ine 
suite  donnée  sera  désigné  par  la  lettre  grecque  repré- 
sentant cette  suite,  enfermée  entre  parenthèses. 

La  même  suite,  privée  de  jn  ternies  à  gauche  et  de 
n  termes  à  droite,  sera  désignée  par  la  même  lettre 
adectée  des  indices  m  et  /i. 

Ainsi  l'on  posera 

(ai,  «2,  ■    -,  «a)  =(a), 

(6i,  62,   ...,  bt)  =(^), 

(a,,  a.,,  . . .,  a/.,  61,  ....  bi)  =  (a,  S), 

(a,,  ...,  aAj  =  ( 2^(1,0)), 

(«/«-t-lî      •••,«/t-«)  =(«(/«, 7J/)- 


(  5i  ) 
On  a  d'ailleurs 

(^(0,0))   =   (^)- 

On  peut  même  supprimer  les  parenthèses  lorsqu'il 
n'y  a  pas  d'ambiguïté  à  craindre  et  écrire  simplement 

au  lieu  de 

(«j,        (^(1,0)),        (a(,„,„)). 

(a,  [3,  y,  ...)  désignera  un  continuant  formé  au 
moyen  des  éléments  de  l' ensemble  des  suites  a,  Ti, 

T'  •  •  - 

3"  Le  nombre  des  éléments  d'une  suite  a  sera  dé- 
signé par  n^- 

4"  Valeur  des  symboles  {y-m,n)  lorsque  m  -+-  n^  Ua, 
ni  et  n  prenant  les  valeurs  o  ou  \.  —  Ces  symboles, 
qui  n'ont  pas  de  sens  par  eux-mêmes,  se  présentent 
cependant  dans  les  formules  établies  plus  loin. 

Pour  trouver  la  signification  qu'il  convient  de  leur 
donner  en  vue  de  laisser  aux  formules  toute  leur  géné- 
ralité, il  faut  ren)arquer  que,  pour  un  continuant  (a) 
composé  d'un  nonihre  <nielconque  d'éléments  et  mis 
sous  forme  de  délenninanl,  on  a 

(o,  a)  =  (a,,o), 
(a,  o)  =  (au,i), 
(o,  a,  o)  =  (a,,,), 

comme  il  est  aisé  de  le  vérifier  à  l'aide  des  propriétés 
des  déterminants. 

Ces  égalités  définiront  les  symboles  des  seconds 
membres,  dans  les  cas  où  ces  symboles  n'ont  pas  de 
sens  par  eux-mêmes. 

Si  (a)  se  réduit  à  deux  éléments,  on  a 

t  ai,i)  =  (o,  a,  b,  o)  =  (o,  «)  =  I. 


(52) 

Si  (a)  se  réduit  à  un  seul  élément,  on  a 

(«1,0)  =  <^o,  «)=  I,        (ao,ij  =  (a,  oj=  I,        (ai,i  I  =  (0,  «,  o)  =  o. 

Les  démonstrations  des  formules  données  plus  loin 
restent  valables  pour  tous  les  cas  en  admettant  les  va- 
leurs ainsi  trouvées. 

On  verra  plus  loin  (n**  11,  Remarque)  comment  il 
est  possible  d'attribuer  un  sens  au  symbole  {cLm^n)i 
quels  que  soient  a,  m^o,  /i^o. 

5°  La  suite  obtenue  en  renversant  l'ordre  des  élé- 
ments d'une  suite  a  sera  désignée  par  a.  Ainsi  on  écrira 

(«1,  «2,   •  •  -,  ttk)       =  O)   OU   a, 
(«A-,  cik-i,  ..  .,  «1)  =  (a)  ou  a. 

6°  Une  suite  a,  dont  tous  les  éléments  sont  changés 
de  signe,  sera  représentée  par  —  a. 

'j°  La  somme  des  deux  continuants  (a)  et  (a,^,) 
sera  dite  Vadjoint  du  continuant  (a)  et  sera  repré- 
sentée par  ((a). 

On  posera  donc 

(a)-f-(a,,,)  =  ((3tj. 


PREMIERE  PARTIE. 

FORMULES     A  L  G  É  B  l{  I  Q  L  E  s  , 


FORMULE  FONDAMENTALE. 
DÉVELOPPEMENT  DES  CONTINUANTS. 

o.   La  formule  fondamentale    d'où  résultent   toutes 
les  propriétés  des  continuants  est  la  suivante  : 

(I)  (a,  li)  =  (a)(^)H-(ao,i)(?i,o). 


(  53  ) 
Pour  la  démontrer,  considérons  (a,  P)  sous  sa  forme 
de  déterminant  ;  soit 


On  a 


(«1,    «2, 
(6,,    h., 


. ,  «/,)  =  fa), 


i^,  P) 


«1 


I 


r 


I 

^2 
I 


Formons  avec  les  éléments  des  k  premières  colonnes 
un  déterminant  mineur  D^  d'ordre  k  et  avec  ceux  des 
/  dernières  le  déterminant  mineur  D^  d'ordre  /  n'ayant 
aucune  ligne  commune  avec  le  précédent.  Faisons  le 
produit  D^D^. 

On  sait  que  le  déterminant  d'ordre  (k -\- l)  est  la 
somme  algébrique  de  tous  les  produits  possibles  et 
distincts  ainsi  obtenus. 

Or,  dans  un  continuant  tel  que  (a,  j^),  ces  produits 
seront  nuls  à  moins  que 

Dfl  ne  contienne  les  (A  —  i)  premières  lignes, 
Db  »  (/ — ij  dernières. 

Da  et  J}/,  seront  complétés  par  l'une  ou  l'autre  des 
lignes  suivantes  : 


0  o 

1  o 


a/c 


o     o 
o     o 


(  54  ) 

Tous  les  produits  se  réduisent  donc  à  deux. 
Le  premier  est 

le  second 

Cao,i)(?i,o), 

tous  deux  affectés  du  signe  -h. 
On  a,  par  exemple, 

( a,  b.  c.  (I,  e)  =  ( a,  b  )  ( c,  d,  e  )  -^  (a)  (d,  e). 

Si  lune  des  suites  se  réduit  à  un  seul  élément,  on  re- 
Iroiixe  la  foiniule  de  récurrence  bien  connue  dans  ^a 
théorie  des  fractions  continues,   écrite   sous  la  forme 

(a,  a)  =  a(a)  -+-  (a,,o). 

6.  Un  continuant  (a,  |i,  . . .,  A,  |j.)  peut  être  déve- 
loppé par  la  formule  suivante  : 

Cil)         f  a,  ,S.  .  .  . ,  À,  u  I  =  S  ■xn.,,1  8/«.7î Y"./'  •  ■  •  "''>«.'' l-^^'.o. 

dans  laquelle  le  second  membre  est  la  somme  des 
produits  de  continuants  obtenus  en  donnant  à  m, 
/?,  p,  ...,  M,  V  les  valeurs  o  ou  i  de  toutes  les  ma- 
nières possibles. 

Pour  un  continuant  composé  seulement  de  deux 
suites,  les  relations  (I)  et  (II)  sont  identiques. 

Il  suffit,  par  conséquent,  de  démontrer  la  proposi- 
tion pour  un  continuant  de  N  suites  lorsqu'on  la  sup- 
pose établie  dans  le  cas  de  N  —  i  suites. 

Or,  on  a,  d'après  (I), 

(a,P,  ...,X,  a)  =  (a,  ^,  ...,X)!J.^-(a,  3,  .  .  . ,  Ào,)  )  .a,,«. 

Les  continuants  (a,  |j,  .  .  . ,  )>),  (a,  |îi.  ...,Ao,i)  étant 
développés,  tous  les  termes  du  second  membre  de  cette 
égalité  ont  la  forme  de  ceux  compris  sous  le  signe  S 
dans  (II),  avec  la  valeur  u  :^  o  pour  ceux  du  premier 
produit  et  c^  =  I  pour  ceux  du  second. 


(   5o  ) 

Les  indices  m,  /i,  .  .  .,  u^  v  prennent  les  valeurs  o 
on  I  (Je  tontes  les  manières  possibles,  puisqu'il  en  est 
ainsi  par  hypothèse  pour  m,  n,   .  .  .,  u. 

Ce  développement  est  donc  identique  à  celui  de  (II). 

Le  nombre  des  termes  est  2^~*,  car  la  série  des 
valeurs  o  on  i  données  aux  indices  dans  l'un  d'eux 
peut  être  considérée  comme  représentant  un  nombre 
écrit  dans  le  système  binaire,  et  tous  les  nombres  de  o 
à  2^~' —  I  se  trouvent  ainsi  représentés  une  seule  fois 
dans  le  développement. 

En  appliquant,  par  exemple,  la  relation  (II)  à  un 
continuant  composé  de  quatre  suites,  on  trouve 

(a,  P,  Y'ô)  =  a[iYO-i-ao,i  ,3i,oYOH-afl,i  3,,iYi,oO  -I-  ^0,1  ^i,,  71,1  ôi,o 

-+-3t  ^0,r;'l,0^  -+-^0,1  ?l,oYO,I  ^1,0 

+  a  ^Yo,i  3i,o-f-'^  %,i  Yi,i  ^1,0, 

puis,   chacune  de  ces  suites   étant  réduite    à  un   seul 

élément, 

(a,  b,  c,  d)  =  abcd -+-  cd 

H-  ad-\-  I 

+  ab. 

Piemarques.  —  1°  Dans  le  cas  où  chaque  suite  a  se 
réduit  à  un  seul  élément,  on  a  («1,1)  =  o  et  le  nombre 
des  termes  du  développement  est  alors  donné  par  la 
série  de  Lamé  : 

o,     1,     I,     2,     3,     5,     8,     ...,     Uk,     ..., 

telle  que  ma=  Uk-\  -f-  Uk-i- 

Ces  nombres  donnent  aussi  les  valeurs  des  conti- 
nuants, dans  lesquels  on  a 

a  I  =:  rt2  =  «3  =  .  .  .  =  rt/,-  =  I  . 

2"  Le  noml)rc  des  facteurs  dans  clia([uc  terme  est  de 
même  parit*'"  (pic  le  nombre  des  éléments. 


(  .^6  ) 

Si  ce  nombre  esl  pair,  le  continuant  ne  change  pas 
de  valeur  lorsqu'on  change  les  signes  de  tous  ses  élé- 
ments. Il  change  de  signe  dans  le  cas  contraire. 

7.  Autre  formide  de  développement  par  rapport 
à  certains  éléments.  —  Soit  un  continuant 

(ai,  è,,  a,.  64,  .  . .,  XA,  b/,,  ik+i) 

comprenant    les  k  éléments   6),    60,    •••    par   rapport 
auxquels  on  veut  le  développer. 
On  a  la  relation  suivante  : 

(III)  fx,,è,,  0(2,  69.  ••  •,3'/.,  bk,  %k->.i)  =  -B/,  Aa, 

dans  laquelle 

B^  est  le  produit  de  h  éléments  quelconques  de  la 
série  b^.b.,,  ...,  bk,  soit  ^h=b,„b^^.  .  .  b„^; 

A/i  le  produit  des  continuants  formés  chacun  d'une 
suite  des  autres  éléments  du  continuant  donné,  soit 
antérieure  à  è,„^,  soit  comprise  entre  deux  éléments 
successifs  appartenant  à  By^,  soit  postérieure  à  b,„^, 
et  où  l'on  remplace  par  o  les  autres  termes  de  la 
série  è,,  b^,  . .  .,  b^. 

Par  convention,  on  fait  Bo=  i. 

Le  signe  S  s'applique  à  toutes  les  valeurs  de  h  va- 
riant de  o  à  k  et,  pour  chacune  d'elles,  à  toutes  les 
combinaisons  distinctes  de  h  éléments  qu'on  peut 
former  avec  6, ,  62,  • . . ,  b/c 

Pour  le  démontrer,  faisons  d'abord  A"  =^  1 .  On  a, 
d'après  (II), 

(a,,  bi,  aa  I  =  a,6,ao-^  ^1 ,0,1  i«2-i- «i  ^2(i,o) 
= /^i  oci  ao-i- (  ai,  o,  a-i). 

Supposons  la  proposition  démontrée  pour  k  —  1  élé- 


(  5;  ) 
menls;  on  a,  en  appliquant  la  formule  précédente, 

-f-  (a,,  6,.  .  .  ..a^-,  o,  a/L+i). 

Le  développement  du  premier  terme  du  second 
membre  donne  tous  les  termes  de  (III)  contenus  sous 
le  signe  S  qui  se  composent  avec  bic,  et  celui  du  second 
donne  tous  les  termes  qui  en  sont  indépendants  :  ce 
qui  démontre  la  proposition. 

Par  exemple,  pour  A'  ^  4?  O"  ^ 

(a,,  6,,  «2,  62,  aj,  63,  a^,  64,  ajj  =       bibob-^b.^Xi'x^'x^'Xia-^ 

-+-  6,  62  ^3 ^12^2X3  (24,  o,  as) 
+  61  62  ^4  ^1  ^2  (  ^3,  o,  a^  )  as 
-*- 61  63  64a,(a2.  o,  ajja^aâ 

-H  6i62a,a2(a3,  o.  3^,  o,  aj  ) 


-+-(ai,  o,  a2,  o,  a3,o,  a4,  o,  7.^). 


FORMULES  DE  TRANSFORMATION. 

8.  Les  propositions  qui  vont  suivre  ont  pour  objet 
les  transformations  d'un  continuant  qui  n'altèrent  pas 
sa  valeur. 

Ces  transformations  sont,  d'une  manière  générale, 
de  deux  sortes  : 

1°  Introduction  de  suites  nouvelles  entre  deux  élé- 
ments quelconques  du  continuant; 

2"  Transformation  des  éléments  eux-mêmes  ou  de 
suites  d'éléments. 

9.  Définition  et  propriétés  des  suites  0,  8',  r,,  •^'.  — 
On  désignera  par  ^,  ()',  -i],  r^  des  suites  a  particulières 
pour  lesquelles  les  valeurs  de  (a),  (a,j),  {(^o,\))  (^'-i.o) 


(  58) 


sont  : 


(a). 


Pour  (6). 
Pour  (t,  ). 
Pour  (e'j 
Pour  (ri'). 


o      o 


o 


o 


o 


o 


En 


VOICI  des  exemples  : 


Type(O)...     (o,o),('2,-i,4, 


■î),  (i,  — 3,  I.  — 3,  I , 


•'3» 


Type  (t,)  . .     (i,  —I,  t;,  (o,  — i,  i,  — i,  o),  (— i,  3,  —  r,  a,  — a) 
Type  (6')  ..     (i,  —■?..  r,  —2),  (4,  —1,2, —a,  3, —2,  i,— 3) 
Type(r/)..     (—1.  1,  — I),  (o,  I,— I,  1,0),  (1,  —3,  I,  — ■>.,  2) 

10.  Une  suite  formée  par  la  réunion  de  deux 
suites  dont  chacune  appartient  à  l'un  des  types  8, 
0',  ■/)  ou  7/,  en  conservant  l'ordre  des  éléments, 
appartient  encore  à  l'un  de  ces  mêmes  types. 

Soient,  par  exemple,  A  et  a  deux  de  ces  suites;  on 
a,  d'après  1, 


(Ti) 


(>^,  .'^) 


(>>)(!^), 


(>-,  f^o.i)  =  o, 


^'^■1,0,   lJ-0,l)  =   (^>l,l)  ([^1,1),  (>M,0,   \i-)   =0\ 


ce  qui  démontre  la  proposition. 

En   particulier,   si   A  et   u.  appartiennent  au   même 
tjpe,  leur  réunion  forme  une  suite  8. 

11.    Le   développement   d'un    continuant    (a,  A,  [îl), 
où  A  est  une  suite  fi,  f)',  •/]  ou  •/)',  donne 


(T2) 


(a,  À,^)=Xa;3-r-).,,,ao,,p,,o 


De  cette  relation,  où  À  et  Ai,i   ont  les  valeurs 
résultent  plusieurs  conséquences  : 


1  '   La  valeur  d'un  continuant  tel  que  (a,  a,  fj)  ne 


(  59) 
change  pas  lorsqu'on  substitue  à  A  une  autre  suite 
appartenant  au  même 

2"  Le  continuant  change  de  signe  si  Von  y  rem- 
place un  8  ou  un  y|  respectivement  par  un  H'  ou  unr/, 
et  vice  versa. 

On  n'aura  plus  dès  lors  à  considérer,  en  général, 
que  les  types  8  elri,  et  dans  ceux-ci  les  suites  les  plus 
simples,  (o,  o)  et  (o,  —  i ,  i ,  — i,  o). 

3"  Un  continuant  ne  change  pas  de  valeur  lors- 
qu'on intioduil  un  h  entre  deux  quelconques  de  ses 
éléments. 

Sa  valeur  absolue  ne  change  pas  lorsqu'on  intro- 
duit un  r,  en  changeant  les  signes  de  tous  les  élé- 
ments qui  le  précèdent  ou  qui  le  suivent. 

Car  (To)  devient,  pour  6, 

(Tj)  (a,e,?)  =  (a,^) 

et,  pour  r, . 

(Ti)  (a,T,.  !î)  =  (— rr?(a,  — ?). 

Remarque.  —  La  formule  (T3)  permet  de  donner 
aux  symboles  {^m,n)i  lorsque  m  ->!-  n^n^^,  une  signifi- 
cation précise.  Car  on  peut  introduire  entre  les  élé- 
ments autant  de  fois  (0,0)  qu'il  est  nécessaire  pour 
que  «a  devienne  plus  grand  que  m  -t-  n. 

Le  résultat  sera  (o)  =  o  si  «a —  (m  H-  /?)  est  impair 
et  (o,  o)  =  I  s'il  est  pair. 

Ainsi  («2,3),  où  a  ne  contient  que  deux  éléments, 
devient  (a,  o,  o,  o,  o,  b)  privé  de  deux  éléments  à 
gauche  et  de  trois  à  droite,  c'est-à-dire  (o). 

12.    Généralisation  de  la  formule  (T.,").  —  On   a 


(6o) 
La  formule  sera  démontrée  si  elle  l'est  pour  h^i. 
On  a,  d'après  (T4), 

(ai,T^j,  —  SirO'S'a;  =  C  — i)"«î(2i.r,,— 3,,— 22), 
puis 

d'où 

Les  suites  |j  peuvent  d'ailleurs  se  réduire  à  un  seul 
élément,  d'où  celte  conséquence  : 

On  peut,  au  moyen  de  V introduction  de  suites  r,, 
modifier  à  volonté  les  signes  des  éléments  d' un  con- 
tinuant. 

Voici  quelques  applications  particulières  de  cette 
formule  : 

^  (a,rj)  =       (a), 

(Te)  ',  (a,Tjo,i)       =—  ('^0,1), 

(  (a,  r,,  o,  P  )  =—  (a.  o.  r,,  !i). 

13.  Les  transformations  de  la  deuxième  catégorie 
portent,  comme  je  l'ai  dit,  sur  les  éléments  eux- 
mêmes.  Je  vais  indiquer  successivement  plusieurs  de 
ces  transformations  qui  sont  particulièrement  impor- 
tantes : 

1"  On  peut,  sans  changer  la  valeur  d'un  conti- 
nuant, renverser  l'ordre  de  ses  éléments  et  écrire 

(Tt)  (=')  =  (î)- 

Cela  résulte  immédiatement  des  jiropriétés  des  dé- 
terminants. 

1-4.  1"  On  a  vu  (n"  11,  1°)  que,  dans  un  conti- 
nuant, certaines  suites  6  ou  t\  sont  équivalentes,  c'est- 
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à-dire  qu'elles  peuvent  se  substituer  l'une  à  l'autre  sans 
que  la  valeur  du  continuant  soit  modifiée. 

Pour  trouver  d'une  façon  générale  les  suites  équiva- 
lentes, désignons  par  ).  et  p.  deux  de  ces  suites;  on  a 

(a,X,  ^)  =  y.Vp  -Hao,iXi,oi3-hao,iX,_i;i!i,o 

+  a>^o,iPi,o. 
De  même, 

{=!'»  K)  ?)  =  ^I-i?  +  '^o,iFi,oP  -+-^o,i  !-ii, 1^1,0 
-I-  ^!-io,i  ?i,o- 

Les  conditions  à  remplir  sont  donc 

^1,1=P-1,1>  Xo_|=[ao,l. 

En  général,  on  peut  satisfaire  à  ces  conditions  avec 
deux  suites  distinctes  A  et  ]x  si  l'on  dispose  d'un 
nombre  sulllsanl  d'éléments.  Mais  on  se  bornera  ici  à 
considérer  une  solution  qui  sera  utile  dans  les  appli- 
cations et  qui  est  la  suivante  : 

X  =  (rt),  fX  =  (6,0,  c), 

avec  la  condition  a  =^  b  -\-  c. 

On  vérifie,  en  effet,  immédiatement  que  les  condi- 
tions écrites  plus  liant  sont  satisfaites. 

Ainsi, 

lo.  3"  Des  propriétés  des  déterminants  on  déduit 
encore  les  formules  suivantes,  qui  se  rajiportent  à  des 
continuants  dont  le  premier  élément  est  zh  i  : 

(  (—1,  rt2,a)  =  — (a2— i,a). 
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L'application  de  la  relation  (I)  donne  d'ailleurs 

(i,  a,,  %)  —  (i,  a2»x  —  a,^o 

=  { n-i-k-  I,  a), 

(— I,  «2,  aj  =  ( —  r,a2j2  —  a,,o 
=  — (aj—  1)1. —  a,,o 
=  —  { (i^—  1 .  a). 

Bemarque.  —  On  a  des  formules  analogues  dans  le 
cas  où  le  dernier  élément  du  continuant  est  zn  \ . 

16.  4"  Le  procédé  de  transformation  suisant  fait 
intervenir  un  facteur  étranger. 

Si  (a,  |j),  (a',  ,â')  sont  deux  continuants  satisfai- 
sant aux  conditions  suivantes  : 

(a)      =(a').  /      (^)       =(^'), 

C^IO)  (     I    ,  /     /        X  'I/O  o>        • 

-(3=0,0  =  «^^0,1  )>  J  7(P^M^  =  <  ■•^0,1  ^> 

(^1,. )  =  («'., i).  '       (3. ,.)-(?',,,), 

t  étant  un  certain  nombre,  on  a  aussi 

(a,  3)  =(a',  3'), 

(^1.0:  i^O,I  j  ^  (*t.ar  /O.l   '• 

On  vérifie  ces  relations  en  i-eniplaçant  le>  a  parleiiis 
valeurs  en  fo«ction  des  a'  dans  les  dévfl(jp|)ements 
des  (a,  ^).  Le  calcul  ne  présente  pas  de  difliculté. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  [)Our  deux  conti- 
nuants (a,  3,  y),   (a',  |j',y')  composés  chacun   de   trois 
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suites;  si  les  continuants  correspondants  (a)  et  (a'), 
{[i)  et  (^'),  (y)  et  (y')  satisfont  aux  conditions  (T,o), 
on  a  aussi 

(a,^,y)  =(a',  P',y')> 

(«1,0,  P,  To,i;  =  (2t'i,o>  P'.To,i)- 

En  effet,  désignons  par  o  l'ensemble  des  éléments  de 
(a,  ^)  et  de  même  par  p'  celui  des  éléments  de  (a',  i^'). 

Les  continuants  (p)  et  (p')  satisfont  à  (T,o)  comme 
on  vient  de  le  voir. 

(v)  et  (v')  y  satisfont  aussi  par  hypothèse.  Donc 
aussi  (p,y)et  (p',  y')- 

On  a,  par  conséquent, 

(?:'!)  =(p',  y'), 

«(pi,o,  T)     =(?\.or['), 

^(p)Yo,i)      =(p5Yo,i)) 
(?i,o,  Y«.i)  =  (?i,0)  Yo,i  )• 

En  remplaçant  o  par  a,  ^  et  p'  par  a',  ^'  dans  ces 
dernières  égalités,  on  retrouve  les  précédentes. 

La  proposition  peut  s'étendre  de  la  même  façon  à 
deux  continuants  com[)Osés  d'un  nombre  quelconque 
de  suites. 

Remarque.  —  Un  certain  nombre  de  suites  peuvent 
se  réduire  à  deux  éléments. 

Par  exemph;,  les  deux  conlinuanls 

(a,  /y,  c,  t/),     (  a',  b\  c  ,  rf), 
tels  (pie 

,  Il  1,1  ,  l'  Ht 

a  =      ■,  b  =  bt,  c  =  -  >  cl  =  al, 

I  '  t 
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peuvent  être  considérés  comme  étant  de  la  forme  (a,  jâ) 
et  (a',  ^')  en  posant 

i  (a;  =  {a,  b),  j  (a')  =(a',  6'), 

/  (Jij  =  (c,rf),  (   C^- )  =  {c\  d' }. 

Les  conditions  (T,o)  sont  satisfaites  par 

(a)     et     (a'),  (^)     et     (^'j, 

donc  aussi  par  les  deux  continuants 

(a,  ^)     et     (a',  ^'). 

On  a  ainsi,  eu  particulier, 

(«,  i,  c,  d)  =  (a',  6',  c',  d'). 

GÉNÉRALISATION  DE  LA  RELATION  (I). 

17.   Entre  quatre  suites  quelconques  a,   3,  v,  8, 
on  a  la  relation 

(  (^»  ^n  o,  ^)  (y,  ï),  o,  S)  -4-  (a,  r,,  o,  y)  (o,  r,,  o,  ^) 

j  H- (a,  Tj,  o,  o)(p,  71,  o,  y)  =  o. 

En  eliel,  si  l'on  divise  chacun  des  termes  du  trinôme 
qui  forme  le  premier  membre  par  le  produit 

(=to,i)(  ^o,i)(Yo,i)(Ôo,i) 

après  avoir  mis  chaque  continuanl  tel  que  (  a,  r, ,  o,  ^  ) 
sous  la  forme  (a)  (^o,i  )  —  (^o.i)  (i^)  el  si  Ton  pose 

a  a  Y  '^ 

X  =    )  y   =    ^^-^ y  ^    =  )  ^   =    ■:^ ) 

°'0,1  "  i^O,!  Y0>1  ^0,1 

cette  formule  se  ramène  à  Tidenlité 

C^— r)(2  —  t)-\-{x  —  z){t  -y)~-{x  —  t){y  —  z)  =  o. 
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18.  La  formule  (IV)  devient 

(V)      (a,  p,  Y)(^)-(a,  P)i^,  YJ  =  (-i)«?(ao,,,  Yi,o), 

lorsqu'on  y  remplace 

(o^)     par     r-riP  y'), 
(oy)        »       (-^P'), 

(0)  »       (■!]), 

puis 

^',  y'     par     %  Y> 

et  en  éliminant  Tj  par  application  des  propriétés  de  ces 
suites.. 

Remarque.  —  En  faisant  évanouir  ^  et  faisant 
n^=  G,  on  retrouve  la  relation  (I). 

19.  Si  a  et  Y  se  réduisent  chacun  à  un  seul  terme, 
a  et  c,  on  a 

(a,  p,  c)fP)-(a,  JiH^  c)  =  (-i)«P, 

qu'on    peut   écrire   sous   forme    de   relation    entre   les 
quatre  quantités  a,  ao,i,  ^i^o^  s'),<  • 

(VI)  (aj(>i,i)  — rao,i)(a,,,j;  =(_i)"a. 

Celte  imporlanle  l'elation,  qui  sert  dans  la  théorie 
des  nombres  à  résoudre  l'équation  indéterminée  du 
premier  degré  à  deux  inconnues,  peut  être  vérifiée 
directement  en  remarquant  que  le  premier  membre  est 
le  continuant  (a,  ■r\,  o,  a,  o),  dont  la  valeur  est 
(  —  i)"a(a,  o,  —  'J-1  o  )  et  se  réduit  à  (  —  i)"». 

Conséquence.  —  Si  a  est  une  suite  8  ou  8',  le  pre- 
mier membre  de  (VI)  devient  i  ;  donc  le  nombre  des 
éléments  de  H  ou  de  0'  doit  èlre  pair. 

Il  est  impair  dans  Tj  ou  r' . 

Ann.  de  Mathemat,,  li'  série,  t.  \'lll.  (F'évrier  1908.)  3 
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ADJOINT  DUN  CONTINUANT. 

20.  Un  adjoint  reste  invariable  pour  toute  per- 
mutation circulaire  de  ses  éléments,  c'est-à-dire 
qu'on  a 

(A,)  ((a,  a)  =  ((a,  a). 

En  effet, 

((a,  a)  =  (a,  a)  -+-  (ao,i)  =  «a  -f-  ai,o-H  «0,1, 
((a,  a)  =  (a,  a)  -1-  (ai.oj  =  «3t  -4-  ao,i  —  aj^o- 

21 .  On  peut  appliquer  aux  adjoints,  sans  changer 
leur  valeur,  les  procédés  de  transformation  qui  lais- 
sent invariables  les  valeurs  des  deux  parties  (a)  et 
(a,^,),  savoir  : 

1°  Introduction  de  suites  du  tjpe  0  entre  deux  élé- 
ments (n"  11)  ; 

2°  Renversement  de  l'ordre  des  éléments  (n°  13); 

3"  Equivalence  de  («)  et  de  (Z>,  o,  c)  lorsqu'on  a 
a=  6  +  c(n°  14); 

4"  Transformation  au  nio\en  d'un  facteur  t  (n"  16). 

22.  L/  introduction  de  r^  à  la  suite  des  éléments 
de  ((a)  donne  un  adjoint  ((a,  'f\)  ayant  pour  valeur 

(^)-(='.,0- 

En  effet,  on  a 

(a,  rj  =  (a), 

(2ti,o,  -^,0,1)  =  — l>ti,i). 

On  obtiendra  la  valeur  d'un  adjoint  tel  que  ((a,  r,,  |3), 
résultant  de  Tinlroduclion  de  r,  entre  deux  éléments 
quelconques  d'un  adjoint  ((a,  jâ),  en  le  mettant  sous  la 
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forme  (([i,  a,  r,  )  par  permulation  circulaire  de  ses  élé- 
ments. 
On  a 

(k,)  ((a,  r,,  P)-(13,  a)-(P,,o,  ao,,). 


APPLICATION  AUX  CONTINUANTS  FORMÉS  DE  SUITES 

6,  6',  -ri,  T,'. 

23.  Pai^  permutation  circulaire  des  éléments 
d'une  suite  appartenant  à  l'un  des  types  h,  h',  on 
obtient  encore  une  suite  de  même  type. 

Soit  en  eflet  \  une  suite  de  l'un  des  types  0  ou  0',  et 
posons 

(X)  =  (a,  a). 
Posons  aussi 

(a,  a)  =(.a). 

Puisqu'on  a  par  hypothèse 

(a)  =  (À,,o)  =  o, 
les  formules  du  n"  20  montrent  que 

(2^0,1)  =  (Ài.iJ  ={\^)' 

D'autre  part,  on  a 

(!-io,i)  =  (a)  =0, 

(1x1,0)  =  (ai,o,  a)  =  a(ai,o)-l-(3£,,,)  =  a(X) -1- (a,,,  ) 

et 

(Xo,i)  =  (a,  ao,i)  =  a(ao,i)-i-(a,,,)  =  a(X,_,)-f-(a,,,)  =0. 
Comparant  les  deux  dernières  égalités,  on  trouve 

(1^1,0)  =  a[(X)-(Xi,,)]. 
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Le  second  membre  devient  nul  si  X  est  une  suite  h 
ou  h';  [j.  appartient  donc  au  même  tvpe  que  "k. 

Dans  ce  cas,  la  valeur  de  l'adjoint  est  toujours  ±  2. 

24.  Les  suites  y,  ou  -^'jouissent  dune  propriété  ana- 
logue, lorsqu'en  faisant  la  permutation  circulaire  on 
donne  à  l'élément  a  des  signes  contraires  dans  A  et 
dans  [J.  ;  on  posera 

([^)  =  (a,  — «)• 

Les  formules  du  n"  23  sont  entièrement  applicables 
à  ce  cas  moyennant  le  changement  de  signe  de  a 
dans  (p.). 

On  trouve  ainsi  : 

(1^1,1)  =  (>0,  (  (1^0,1)  =  0, 

(fJL)         =(X,,i),  I    (}X,,o)=-   -  «[(>>)  +  '7^1.1)]. 

(u,,o)  devient  nul  si  ).  est  une  suite  r,  ou  r/. 

UL  appartient  donc  au  type  V  si  \  est  un  rj  et  inver- 
sement. 

La  valeur  des  adjoints  successifs  est  o. 

Si  l'on  a^^eWe  permutation  circulaire  altei  née  une 
permutation  circulaire  dans  laquelle  chaque  élément 
change  de  signe  en  changeant  de  côté,  on  peut  énoncer 
la  proposition  suivante  : 

Par  permutation  circulaire  alternée  des  éléments 
d'une  suite  appartenant  à  l'un  des  types  rj,  71',  on 
obtient  encore  une  suite  appartenant  respectivement 
à  lun  des  types  t/,  t]. 

Par  exemple, 

(  —  1,  3,  —I,  2.  —  2) 
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étanl  un  (ri),  les  continuants 

(      3,-1,       -i,  —-}.,        i), 

(—    I;  2,    —  2,  t,    —  3), 

(  2,-2,  I,    —3,  l), 

(—2,  1,-3,  1,-2) 

appartiennent  alternativement  aux  types  (r|),  (r/). 

{A  suivre.) 
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SLR  li\E  TRWSFORMATIOX  GÉOMÉTRIQIE 
DU  SIXIEME  ORRRE  ; 

Par  m.  Lucien  GODEAUX, 

à  Liège. 


M.  F.  Derujts  a  étudié  la  transformation  sui- 
vante (  '  )  : 

Soient  z)  un  faisceau  de  quadriques  Q,  et  P  un  point 
non  commun  à  toutes  les  quadricpies  de  ©.  A  un  point 
M  correspond  le  point  M'  où  la  droite  MP  rencontic 
une  seconde  fois  la  quadrique  du  faisceau  es  passant 
par  M. 

1,_  Dans  cette  Note,  nous  allons  considérer  une 
transformation  analogue.  Au  lieu  des  droites  passant 
par  un  point,  nous  considérons  les  droites  d'une  con- 
gruence  linéaire  G  de  directrices  a,  et  a,-  Nous  sup- 
posons que  les  droites  «,,  a^  n'ont  aucun  point  com- 
mun à  toutes  les  qu;idrif|iies  de  es. 

(  ■  )   l'iiANCnis   Dkruytz,  Sur  quelques  transformations  géomé- 
triques {Mémoires  de  Liège,  2'  série,  t.  XIV,  1887). 
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Cehi  posé,  recherchons  l'ordre  de  la  transformée 
d'un  plan  — . 

Soit  y  une  droite  quelconque.  Par  un  point  Y,  de 
cette  droite  passe  une  droite  g  appartenant  à  la  con- 
gruence  G.  Par  le  point  (7:,  g^  passe  une  quadrique 
de  es.  Cette  quadrique  marque  sur  la  droite  y  deux 
points  Y2.  Par  un  point  Yo  de  y  passe  une  quadrique  Q 
de  o.  Les  droites  qui  s'appuient  sur  les  droites  a,,  «j» 
y  et  sur  la  courbe  (Q,  —)  sont  au  nombre  de  quatre  et 
marquent  sur  j^  quatre  points  Y(.  Les  points  Y,  et  Y2 
sont  donc  liés  par  une  correspondance  (4>2).  Il  y  a 
six  coïncidences;  donc  : 

La  transformée  d'un  plan  est  une  surface  du 
sixième  ordre  S^. 

2.  A  un  point  commun  à  toutes  les  quadriques  de  es 
correspondent  les  points  de  la  droite  de  la  con- 
gruence  G,  passant  par  le  point  considéré,  la  sur- 
face Se  passe  donc  par  tous  les  points  communs  à  toutes 
les  quadriques  du  faisceau  es.  Dans  le  cas  le  plus  gé- 
néral, celui  que  nous  considérerons  ici,  ces  points 
appartiennent  à  une  courbe  gauche  du  quatrième 
ordre  c^  de  première  espèce. 

La  surface  fondamentale  des  points  communs  à 
toutes  les  surfaces  de  cp  est  formée  par  les  droites  s'ap- 
puyanL  sur  la  courbe  d,  et  appartenant  à  la  con- 
gruence  G.  On  sait  qu'une  telle  surface  est  du  huitième 
ordre. 

A  un  point  de  la  droite  a,  correspondent  les  points 
communs  à  la  quadrique  de  es  passant  par  le  point 
considéré  et  un  plan  passant  par  ce  point  et  «o- 

Les  droites  a^  et  a.^  sont  donc  doubles  sur  la  sur- 
face So- 
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La  surface  fondamentale  de  la  droite  a,  est  le  lieu 
des  coniques  qui  s'appuient  en  quatre  points  sur  une 
courbe  gauche  du  quatrième  ordre  et  de  première  es- 
pèce, en  deux  points  sur  une  droite  et  en  un  point  sur 
une  autre  droite.  Nous  avons  démontré  ailleurs  que 
cette  surface  est  du  quatrième  ordre  ('). 

En  résumé  : 

La  surface  Se  possède  deux  droites  doubles  a,,  «o 
et  une  biquaâralique  gauche  c-,  simple. 

La  surface  fondamentale  de  c-,  est  utie  surface 
du  huitième  ordre  Sg. 

La  surface  fondamentale  de  a^  [ou  de  a^)  est  une 
surface  du  quatrième  ordre  Sj. 

3.  La  droite  de  la  congruence  G  qui  est  située  dans 
le  plan  tz  appartient  évidemment  à  la  surface  S^,. 

Il  en  est  de  même  des  droites  qui  s'appuient  en  deu\ 
points  sur  la  courbe  c-,  et  qui  font  partie  de  la  con- 
gruence G. 

On  sait  que  les  bisécantes  d'une  quartique  gauche 
de  première  espèce  forment  une  congruence  d'ordre 
deux  et  de  classe  quatre.  D'après  le  théorème  de  Hal- 
phen, le  nomlire  de  droites  qui  font  encore  partie  de 
la  surface  Se  est  r  x  2  +  i  x  4  =  6. 

Donc,  la  surface  So  possède  sept  droites  simples. 

4.  A  une  droite  d  correspond  une  courbe  c.  Cette 
courbe  est  entièrement  tracée  sur  un  hyperboloïde 
réglé  H2  dont  trois  génératrices  d'un  mèiue  mode  sont 
d^  «,  et  a-,. 


(')  Sur  une  transformation  des  droites  de  t'espace  en  su/faces 
du  quatrième  ordre  {Bull,  de  t'Acad.  royale  de  Belgique,  jan- 
vier 1907). 
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Celle  courbe  est  l'intersection  de  Ho  et  dune  sur- 
face Se  correspondant  à  un  plan  passant  par  d.  Ces 
surfaces  ont  en  commun  deux  droites  doubles  «i,  «o 
et  une  droite  simple  appartenant  à  G  et  située  dans  le 
plan  choisi.  La  courbe  est  donc  de  l'ordre 

î  X  6  —  2X2  —  1  =  7- 

Désignons-la  par  c-,. 

Il  est  facile  de  voir  que  c^  passe  par  les  huit  points 
d'intersection  de  Ho  et  de  c-,  et  qu'elle  rencontre 
quatre  fois  chacune  des  droites  a,,  «2- 

Donc  :  la  transformée  d' une  droite  est  une  courbe 
C;  d'ordre  sept  rencontrant  quatre  fois  chacune  des 
droites  ai,  a^  et  en  huit  points  la  courbe  Ci,. 

On  a  ainsi  sur  une  surface  Sg  une  double  infinité  de 
courbes  c-  et  sur  une  quadrique  H2  une  simple  infinité 
de  courbes  C7. 

5.  Recherchons  le  lieu  des  points  doubles  de  la 
transformation,  c'est-à-dire  le  lieu  des  points  de  contact 
des  quadriques  du  faisceau  cp  et  des  droites  de  la  con- 
gruence  G. 

Nous  avons  vu  que  la  surface  Se  possédait  une  droite 
située  dans  le  plan  7:.  L'intersection  de  Se  avec  t:  se 
compose  donc  d'une  droite  et  d'une  quintique  s'ap- 
puyant  sur  «,,  «o,  et  C4,  en  quatre  points.  De  là  : 

Le  lieu  des  points  doubles  de  la  transformation 
est  une  surface  du  cinciuième  ordre  S 5  passant  par 
a,,  a-i  et  la  courbe  c^. 

On  peut  en  conclure  : 

La  courbe  c-,  s'appuie  en  cinq  points  sur  la 
droite  d. 
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[K8f] 

SlIR  LES  QUADRA^GLES  DE  DESBOVES  ; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


Les  côlés  d'un  cjuadrangle  plan  ABCD  étant  désignés 
comme  il  suit  : 

AB  =  a,         BG  =  6,         CD  =  c, 
DA  =  d,         AC  =  c\  BD=/, 

j'ai    proposé  d'appeler  quadrangles  de  Desboves  les 
quadrangles  non  inscriptibles  pour  lesquels  on  a 

e        da  -\-  hc  ,,  ,        /•  /  / 

—  =  -; r  >  ou         foc  —  ecd  -!-  fda  —  eau  =  o. 

f        de  -^  ab  ^  •' 

Si  l'on  fait  une  inversion  de  pôle  D,  la  relation  pré- 
cédente 

DB.DC  X  BG  — DG.DA  x  GA  +  DA.DB  x  AB 

—  BG.GA.AB  =  o 
donne 

DÂ'^x  B'G'— dF''x  G'A'+DG^x  A'B'=  B'G'.  G'A'.  A'B', 

sans  que  les  points  A',  B',  C  soient  en  ligne  droite. 
Or,  si  l'on  suppose  donnés  les  points  A',  B',  C  non 
en  ligne  droite,  le  lieu  des  points  D  qui  satisfont  à  la 
relation  précédente  est  une  circonférence  ayant  pour 
centre  le  barycenlre  des  points  A',  B',  C  afteclés  des 
coefficients  a',  —  b\  c',  en  désignant  par  a',  b\  c'  les 
côlés  du  triangle  A'IVC,  c'est-à-dire  une  circonférence 
avant  pour  centre  le  centre  du  cercle  exinscrit  situé 
dans  l'angle  B';  cette  circonférence  passe  par  les  deux 
points  en  lesquels  le  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C 


(  -4  ) 

estrenconlré  par  la  droite  ([ui  joint  les  pieds  des  bis- 
sectrices des  angles  A'  et  C  et  le  pied  de  la  bissec- 
trice de  l'angle  extérieur  en  B'.  (La  recherche  du  lieu 
précédent  faisait  partie  de  la  question  de  Mathéma- 
tiques élémentaires  posée  au  Concours  d'agrégation  en 
1906;  le  fait  que  cette  circonférence  passe  par  les  deux 
points  qui  ont  été  indiqués  est  emprunté  à  la  solution 
qiii  a  paru  dans  le  Bulletin  de  Mathématiques  élé- 
mentaires.) 

Ce  qui  précède  donne  le  moyen  de  construire  un 
quadrangle  de  Desboves  en  partant  d'un  triangle  A'B'C 
et  en  faisant  une  inversion  de  |)ôle  D,  le  point  D  étant 
pris  sur  la  circonférence  dont  on  vient  de  parler.  On 
reconnaît  ainsi  qu'un  tel  quadrangle  peut  affecter  l'une 
ou  l'autre  des  deux  formes  suivantes  : 


I 


Lorsque    le  contour  ABCD  est  convexe,    ^ hypo- 
thèse 

e        fia  -4-  bc 
f       de  -i-  ab 

correspond  nécessairement  à  un  quadrangle  inscrip- 
tible. 
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Note.  —  Je  ne  sais  si  ïon  a  remarqué  que  lliypo- 

thèse 

ef  =:  ac  -\-  hd, 

faite  sur  un  quadrangle  ABCD  qu^on  ne  suppose 
pas  être  a  priori  un  quadvangle  plan,  entraîne  pour 
ce  quadrangle  la  nécessité  d'être  plan  et  inscriptible  à 
un  cercle.  En  effet,  si  l'on  effectue  une  inversion  de 
pôle  D,  la  relation  précédente 

DB.CA  =  DG.AB  +  DA.BG 

donne  pour  les  points  inverses 

G'A'=  A'B'+B'C, 

ce  qui  exige  que  les  points  iV',  B',  C  soient  en  ligne 
droite;  dès  lors,  les  quatre  points  A,  B,  C,  D  sont  à 
un  cercle. 


[K14c] 

SYMETRIE  DES  POLYÈIIRES  RÉGULIERS  C); 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


1.  Les  polyèdres  réguliers,  à  V exception  du  té- 
traèdre que  nous  laisserons  de  côté  dans  tout  ce  qui 
suit,  ont  un  centre  de  symétrie. 

2.  Soient  P  uriplan,  X  une  perpendiculaire  à  ce 
plan  qui  le  perce  en  O;  5/  une  figure  admet  comme 


(')  Celte  Noie  a  été  inspirée  par  la  lecUiie  du  Traité  de  Géo- 
métrie à-cyX.  Borel  (premier  et  second  cycles),  où  sonl  éludiées  les 
symétries  du  cube  et  de  l'oclaèdre  réjïuliers. 
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éléments  de  syméliie  deux  des  trois  éléments  P,  X,  O, 
elle  admet  aussi  le  troisième.   En  ce  qui  concerue 
l'axe  X,    il   s'agit    bien   enlendu    dans   cet   énoncé  de 
symétrie  binaire. 

Il  suit  de  là  que  les  plans  de  symétrie  des  polyèdres 
réguliers  sont  les  plans  menés  par  le  centre  perpendi- 
culairement aux  axes  d'ordre  pair. 

3.  Un  polyèdre  régulier  étoile  admettant  les  mêmes 
symétries  que  le  polyèdre  convexe  qui  a  les  mêmes 
sommets  ou  les  mêmes  plans  de  faces,  on  peut  se 
borner  à  la  considération  des  polyèdres  réguliers 
convexes. 

4.  Soit  un  tel  polyèdre.  Le  nombre  des  faces  est  F, 
et  chaque  face  contient  x  arêtes  ;  le  nombre  des  som- 
mets est  S,  et  chaque  angle  polyèdre  a  y  arêtes;  le 
nombre  des  arêtes  est  A  ;  on  a 

Yx  =  Sj'  =  2A,        F-i-S  =  A-^2. 
Le  polyèdre  admet 

—  axes  d  ordre  x., 
1 

S 

2  -^  ' 

A 

—  »  2, 
2 

selon  qu'une  face,  un  angle  polvèdre  ou  une  arête  doit 
admettre  l'axe  considéré.  Ces  axes  sont  distincts, 
comme  on  s'en  assure  aisément. 

//  n^y  en  a  pas  d'autres.  En  elTel,  le  nombre  de 
façons  dont  le  polyèdre  peut  être  mis  en  coïncidence 
avec  lui-même  est  évidemment  ¥x,  ou  encore  Sjj^,  ou 
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encore  2A.  Or,  en  partant  d'une  position  fondamen- 
tale,   le  nombre   des   positions   nouvelles    qu'on    peut 
obtenir  par  rotation  autour  des  axes  considérés  est 

|[F(a--.)+S(jK-U-f-A] 
ou 

|[4A  — A  — 2  + A] 
ou 

2  A  —  I, 

et  ces  positions  sont  distinctes.  Les  axes  de  symétrie 
indiqués  sont  donc  les  seuls  qui  existent,  puisqu'un 
nouvel  axe  devrait,  à  partir  de  la  position  fondamen- 
tale, conduire  à  une  position  nouvelle. 

o.  Parmi  les  polyèdres  réguliers  étoiles,  le  dodé- 
caèdre à  faces  pentagonales  étoilées  et  à  sommets 
trièdres,  l'icosaèdie  à  faces  triangulaires  et  à  sommets 
pentaèdies  étoiles,  se  comj)ortent  absolument,  au  point 
de  vue  de  leurs  symétries,  comme  les  polyèdres  con- 
vexes qui  leur  correspondent. 

G.  Le  polyèdre  qui  a  12  laces  pentagonales  convexes 
et  12  angles  pentaèdres  étoiles,  et  celui  qui  a  12  faces 
pentagonales  étoilées  et  i  2  angles  pentaèdres  convexes, 
polyèdres  qui  ont  3o  arêtes,  satisfont  à  la  relation 


et  sont  de  genre  4-  iis  admettent  : 

6  axes  d'ordre  5,  qui  correspondent  à  la  fois  aux 
faces  et  aux  sommets  ; 

10  axes  ternaires,  qui  correspondent  aux  faces  de 
l'icosaèdre  de  mêmes  sommets,  ou  encore  aux  sommets 
du  dodécaèdre  qui  a  les  mêmes  plans  de  faces  \ 

i5  axes  binaires,  qui  correspondent  aux  arêtes. 
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[05ia] 

NOTE  SUR  LES  SIRFACES  DE  MME  ; 

Par  m.  J.  HAAG, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Douai. 


Les  surfaces  de  Monge  sont,  comme  on  sait,  les 
surfaces  dont  les  normales  sont  tangentes  à  une  déve- 
loppable,  ou  encore  qui  admellenl  une  famille  de 
géodésiques  planes  ou,  ce  qui  i^evient  au  même,  une 
famille  de  lignes  de  courbure  géodésiques.  On  retrouve 
ces  surfaces  comme  solutions  des  deux  problèmes  que 
nous  allons  exposer. 

Premier  problème.  —  Considéions  deux  surfaces 
S  e^  S,  gui  admettent  même  représentation  sphé- 
rique  de  leurs  lignes  de  courbure.  Soient  M  e^  M, 
deux  points  correspondants.  Proposons -nous  de 
chercher  si  lacongruence  des  droites  MM,  peut  être 
une  congruence  de  normales. 

A  cet  effet,  nous  allons  appliquer  la  méthode  du 
trièdre  mobile. 

Rapportons  la  surface  S  à  ses  lignes  de  courbure  et 
prenons,  comme  d'habitude,  l'axe  des  x  du  trièdre  (T) 
tangent  à  la  courbe  v  =  const. 

Nous  ferons  d'abord  la  remarque  suivante  :  les  plans 
focaux  de  la  congruence  MM,  passent  respectivement 
par  M.r  et  M  )-. 

Pour  qu'ils  soient  rectangulaires,  il  faut  et  suffît  que 
M,  se  trouve  dans  l'un  des  deux  plans  ;Mj:,  zMj^. 


I 
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Supposons-le,  par  exemple,  dans  le  plan  des  zx  et 
soient  (^,  o,  5)  les  coordonnées  de  M)  relativement  au 
trièdre  (T).  Ecrivons  que,  pour  dç  :=  o,  le  point  M,  a 
un  déplacement  élémentaire  parallèle  à  Mx.  Les  pro- 
jections de  ce  déplacement  sont,  avec  les  notations 
usuelles  (voir  Darboux,  Théorie  des  surfaces,  t.  Il, 
p.  385  et  386), 

Dx  =  dx  -+-  A  du  -r-  qz  du, 

Dy  =  rx  du, 

D-  ^  dz  —  gx  du. 

Il  faut,  en  particulier,  qu'on  ait  D,^=  o,  d'où 


en  excluant  le  cas  où  S(  serait  parallèle  à  S. 

On  déduit  de  là  — -  =  o,   et,   par  suite,   les  lignes 

ç  =  const.  sont  des  géodésiques.  Comme  elles  sont 
lignes  de  courbure,  la  su/face  S  est  une  surface  de 
Monge. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  surfaces  S)  correspon- 
dantes, ainsi  que  les  surfaces  admettant  pour  normales 
les  droites  MM,  sont  aussi  des  surfaces  de  Monge  dont 
la  nappe  développable  de  la  surface  des  centres  de 
courbure  est  la  métne  que  pour  S. 

Second  problème.  —  Déterminer  toutes  les  sur- 
faces qui  admettent  plusieurs  déformations  conser- 
vant les  lignes  de  courbure. 

Adoptons  encore  la  métbode  du  trièdre  mobile.  Il 
s'agit  de  trouver  des  fondions  A  et  C  de  u  et  v,  telles 
que  le  système  (A),  de  la  page  386  citée  plus  haut, 
admette  plusieurs   solutions    en  y>,    <^,  />,,  ry,.   Or,  ce 
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système  se  réduit  à 

dr       dfi 


/.\  j       "/'i 


rpi. 


àpi 

du 

dv 


Il  faut  déterminer  /•  et  /-,    pour  qu'il  admette   plu- 
sieurs solutions  eny^,  et  ^.  Posons  à  cet  effet 


On  a 
d'où 


ou        or 


M 

;>,  =  -, 


I    àM         yi    clq 

q  du         q-  fJu    '    -'    '  • 


££  _     M 
ôv  q 


OU,  en  posant  q-  =.  0, 


du  M   du         AJ       ' 

(•2) 

Exprimons  la  condition  d'intégrabilité  ;  il  vient,  tous 
calculs  faits, 


dv   V-M/  V    <}iidi'  J  du  ou 


Si  cette  condition  n'est  pas  satisfaite  identiquement, 
il  ne  pourra  pas  y  avoir  plusieurs  solutions  pour  le 
système  (2).  Nous  devons  donc  avoir 

r.        ^.  /•        ,,  d^  loçr.M 
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et,  alors,   il  y  aura  pour  le  sjslème  (2)  et,  par  suite, 
j)Our  le  système  (i),   une  infinité  de  solutions  dépen- 
dant d'une  constante  arbitraire. 

Étudions  maintenant  le  système  (3),  auquel  il  faut 
joindre  l'équation 

ûrt         àr        ., 

(4)  — ■ =  M. 

Si  l'on  pose  M  =  <?!^-,  on   déduit  de   (3)  et  (4)  les 
deux  équations  suivantes: 

(5)  u:;^-V^+U'-V'-i=o, 

au  dv 

(6)  i!ji  +4UVe2[.^o. 
ou  dv 

Différentions  (5)  par  rapport  à  r^  il  vient,  en  tenant 
compte  de  (6), 

Différentions  cette  équation  par  rapport  à  M,  en    te- 
nant compte  de  (6)  : 

ou 

+  4V /'uV'e2!J.-H2UVe2H-^')  =0 

ou,  en  divisant  par  8  e-H-, 

uvfu^-v^Vu'-v'Uo. 

\     Ou  ov  / 

En  tenant  compte  de  (5),  cette  é({uation  se  réduit  à 

UV  =  o. 

Supposons,    par  exemple,    U  =:  o.    On    en    déduit 
;•,  =  o  et,  comme  dans  le  problème  précédent,  ou  en 
Ann.  de  Mathémat.,  4"  série,  t.  VIII.  (Février  19^8.)  6 
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conclut  qu'on  a  affaire  à  une  surface  de  Monge.  Mai 
ici,  on  a  une  surface  de  Monge  parliculière. 
Nous  avons,  en  effet, 


1    dd          i    dM         2  Or 

0   au        M    du        r  du 

d'où 

^-^ 

c'est-à-dire 

V,. 


Comme  yo  =  o,  on  en  déduit  que  l'axe  instantané  du 
trièdre  (T)  est  fixe  par  rapport  à  ce  trièdre  quand 
(■=zconst.  Il  a  donc  une  direction  fixe  dans  l'espace. 
Comme  il  est  dans  le  plan  ^Oy.,  ce  plan  enveloppe  un 
cylindre  quand  u  seul  varie.  Mais  c'est  précisément  le 
plan  des  courbes  w^const.,  c'est-à-dire  des  géodé- 
siques  planes.  Comme  ce  plan  doit  envelopper  une 
développable,  quels  que  soient  u  et  p',  celte  dévelop- 
pable  est  le  cylindre  précédent.  Nous  avons  donc  une 
surface  moulure. 

On  pourrait  continuer  l'étude  du  problème  ;  mais 
c'est  inutile,  car  on  sait  (|ue  toute  surface  moulure 
admet  une  mtinité  de  déformations  conservant  les 
lignes  de  courbure.  M.  Darboux  a  indiqué  les  formules 
définissant  ces  déformations  (voir  Théorie  des  sur- 
faces, t.  I,  p.  io5).  Nous  venons  d'établir  que  ces 
déformations  sont  les  seules  conservant  les  lignes 
de  courbure. 
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[06K] 
DÉFORMATIONS  COXSERVWT  LA  DIRECTION  DES  PLANS 
TANGENTS  ; 

Par  m.  J.  H\AG. 


Dans  une  Noie  parue  en  octobre  dernier  dans  les 
IVouvelles  Annales,  j'ai  démontré  incidemment  qu'on 
ne  peut  pas  déformer  une  sphère  de  telle  façon  que  le 
pian  tangent  en  chaque  point  demeure  parallèle  à  lui- 
même.  Il  est  facile  de  voir  qu'il  n'y  a  que  les  surfaces 
minima  qui  jouissent  de  cette  propriété. 

Soient,  en  effet,  deux  surfaces  S  et  Si  applicables 
l'une  sur  l'autre,  avec  correspondance  des  plans  tan- 
gents parallèles.  Rapportons-les  au  réseau  conjugué 
commun,  en  négligeant  le  cas  où  ce  réseau  se  réduirait 
à  une  famille  de  lignes  asjmplotiques,  hypothèse  qui 
conduit  à  deux  surfaces  égales  ou  symétriques.  On  a 
alors 

dxi        ,  dx  ôx\  dx 

(l)  -—  =À— -,  —-=<x- — 

ou  ou  ov  Ov 

Écrivons  que  les  deux  surfaces  sont  applicables. 
On  obtient 

X2  E  =  E,         X;ji  F  =  F,         a2  G  =  G. 

Premier  cas  :  EF  ^  o.  —  On  a  nécessairement 

X2  =  X  ui  =  I ,         d'où        X  =  jjt  =  ±  I . 
Les  surfaces  S  et  S,  sont  alors  égales  ou  symétriques. 
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Deuxième  cas  :  F  =  o.  —  On  a  la  nouvelle  solution 

X  =    I  ,  UL  =  I  . 

Mais,  en  éliminant  x  entre  les  ('quations  (i),  il  vient 

d-x 

du  di- 

De  même  pour  >'  et  z.  D'où 

^i  =  u-v,      jK,  =  Ui— V,,      zi  =  v^  —  y^. 

La  surface  S,  par  exemple,  est  une  surface  de  trans- 
lation par  rapport  à  ses  lignes  de  courbure.  On  en  dé- 
duit aisément  que  c'est  un  cylindre  et  que  S,  est  un 
cylindre  égal  ou  symétrique. 

Troisième  cas:  E  =  o,  G=o.  —  On  a  l'unique 
condition 

Mais,  dans  ce  cas,  les  lignes  de  longueur  nulle  sont 
conjuguées.  On  a  donc  deux  surfaces  minima.  Elles 
sont  d'ailleurs  associées.  En  effet,  on  a 

=  o,  


du  dv  '  au  dv 


En  combinant  ces  deux   équations  avec    les   équa- 
tions (i),  on  obtient 


d\  dix 

D'où 


dv  au 


X  =  e^,         [JL  =  e-9,         e  =  const. 
Si  l'on  pose  alors 


(  85  ) 
on  en  déduit 

formules  qui  définissent  bien  une  des  surfaces  minima 
associées  à  la  surface  minima  S. 

Il  resterait  le  cas  de  E  =  o,  F  =  o,  qui  donnerait  des 
surfaces  imaginaires  peu  intéressantes. 

En  résumé,  il  n'y  a  que  les  surfaces  minima  asso- 
ciées qui  répondent  à  la  question  que  nous  nous 
étions  posée . 

Remarquons,  en  terminant,  que  ce  problème  est  un 
cas  particulier  du  problème  de  Chrisloffel,  qui  conduit, 
comme  on  sait,  aux  surfaces  minima  et  aux  surfaces 
isothermiques. 


[05ja] 

SIR  LWE  PROPRIÉTÉ  CARACTÉRISTIOLE  DES  SURFACES 
DE  RÉVOLUTION; 

Par  m.  Tr.  LALESCO. 


Dans  une  Note  récente  publiée  dans  le  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  (a*"  série,  t.  XXXÏ,  p.  269), 
M.  G.  ïzitzéica  a  démontré  une  intéressante  propriété 
comme  étant  caractéristique  des  surfaces  de  révolu- 
tion. Elle  peut  s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Sur  toutes  les  lignes  asymptotiques  d^ une  sur- 
face de  révolution,  on  a  la  relation 

s  =  ±fir)-^C, 
r  étant  la  distance  de  ses  points  à  un  point  fixe  et 
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s  /'arc  de  V asy  mptotique  compté  à  partir  cV une  ori- 
gine arbitraire. 

Je  veux  donner  ici  une  autre  démonstration  plus 
rapide  qui  nous  permettra  aussi  de  signaler  un  cas 
d'exception. 

Prenons  comme  origine  le  point  fixe  et  sur  la  sur- 
face comme  lignes  coordonnées  les  courbes  /*  =  const. 
et  leurs  trajectoires  orthogonales.  L'élément  linéaire 
de  la  surface  s'écrira 

( I )  ds-  =  A  -  dr-  —  G-  du'-. 

L'équation  différentielle  des  lignes  asjmploliques 
est  alors 

{1)      ds^-  —  f''-  (  /•  I  dr'-  =  [  A2  —fi  il-)]  dri  -r-  C^  du^  =  o, 

ce  qui  montre  que  les  lignes  de  coordonnées  sont  jus- 
tement les  lignes  de  courbure  de  la  surface. 
Les  relations 

'  Ou  dr  Ou  Or  ■>  j  ^      i 


nous  donnent 


^       ù^T  ()x  àx 

3 X =  aT>x ^  b^x  —-^ 

()u  Or  Ou  Or 

d'où,  puisque 

r,      àx  „       d-x  d  r.     àx        „  dx  dx 

sx—-=o         el  S.r- — —  =  —-Sx- S-—   — -=o. 

au  Ou  Or        Or         Ou  ou   or 


il  résulte 
On  a  donc 


1  —  - 
A   du 


A  —  ç(  /•). 

Des  relations  (i)  et  (2)  on  a  immédiatement 

(3)  R  -  9'(r) 

^   '  R'        [cp*r/-)— /'-^(/-ij' 
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R  et  R'  désignant  les  rayons  de  combiire  principaux, 
à  condition  toutefois  que  'f^(/")  — /''['')  7^  o. 

D'autre  part,  la  relation  bien  connue  et  fonda- 
mentale 

dû\R)  ^  R'  au 

montre  que  R  ne  dé[)end  que  de  7';  il  en  résulte,  à 
cause  de  (3),  que  R'  dépend  également  de  ;■  seul. 

Le  rayon  de  courbure  principal  le  long  des  courbes 
r  =  const.  étant  dès  lors  constant,  la  surface  est  l'en- 
veloppe d'une  sphère  dépendant  d'un  paramètre  va- 
riable; les  courbes  caractéristiques  sont  justement  les 
courbes  /*  =  c  qui  sont  ainsi  des  cercles.  La  tangente 
à  la  courbe  décrite  par  le  centre  de  cette  s|)hère  devant 
passer  dans  chacune  de  ses  positions  par  le  point  O 
(car  la  caractéristique  doit  être  située  aussi  sur  une 
sphère  de  centre  O),  cette  courbe  doit  se  réduire  à  une 
droite.  Donc  la  surlace  est  de  révolution. 

Les  conclusions  précédentes  ne  sont  plus  applicables 

si 

9ir)  =  ±/'(.r). 

Dans  ce  cas-ci,  on  aR=oo;  un  des  systèmes  de 
lignes  de  courbure  est  donc  formé  par  des  droites, 
qui  passent  nécessairement  par  l'origine,  comme  cela 
résulte  immédiatement  des  relations  (2').  La  surface 
est  donc,  dans  ce  cas  parliculier,  un  cône  quelconque 
et  elle  jouit  évidemment  de  la  propriété  établie  plus 
haut,  car  on  a,  le  long  des  génératrices,  qui  sont  ses 
lignes  asymptotiques. 
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CORRESPOMUXCE. 


M.  G,  Fontené.  —  Le  \'olume  des  Noin-elles  Annales 
pour  i854  conlient  une  Note  de  Sylvester  qui  appellerait  de 
nouvelles  recherches.  Etant  donné  un  tétraèdre  dont  les 
sommets  sont  a,  6,  c,  f/,  si  y/F,  y/G,  y/H,  y/K  désignent  les 
expressions  des  aires  des  faces  en  fonction  des  arêtes,  l'ex- 
pression 

N=      (      y/F -^y/G  +  y/H^-y/K)(y/F-f-y/G  —  v/H  —  y/K)(. ..)(...) 
X  (—  y/F  +  /G  -H  y/îï  +  y/K  )  (y/T  -  v^G  -^  y/H  4-  /K  )  ( .  .  .  )  ( .  . .  ) 

contient  en  facteur  l'expression  V"^  du  carré  du   volume,  et, 
si  l'on  pose 


on  a,  à  un  facteur  numérique  près, 
Q  =  ^  ab- .bc-.c 

-+-  1  ^^db- .  ca^  X  dc' .  ab^  (  da^  -^  bc-  )  ; 


da*  -H  db^  -+■  de'* 
—  {da^-^  db'^-hdc^  )(aù^-h  bc--^ca-) 
+  ab'-.  bc-  -T-  bc- .  ca-  -i-  ca- .  ab- 


on  peut  supprimer  le  second  sigma  en  introduisant  dans  le 
crochet  du  premier  les  termes  da-.db--\-  db-.dc--^-  dc^.da^. 

Lorsque  Q  est  nul,  l'une  des  sphères  exinscrites  situées 
dans  les  espaces  nommés  combles  a  un  ra^on  infini. 

Sylvester  conjecture  que  la  fonction  Q  est  un  déleiminant 
et   que,    en    désignant  par   Q'    la    fonction    analogue    pour   le 

tétraèdre  a' b' c'd',  le  produit  QQ',  et  peut-être  y/QQ',  est  une 
fonction  des  carrés  des  distances  des  sommets  des  tétraèdres, 
comme  pour  le  tlii'orème  de  Staudt. 
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SOLUTIONS  DE  OIESTIO\S  PROPOSEES. 


2081. 


Construire  une  hyperbole  hitangente  à  deux  cercles  et 
ayant  un  axe  transverse  de  longueur  donnée. 

m.  tktu.) 

SOLUTION 
Par  M.  Pierre  Favre. 

Si  l'eu  considère,  sans  le  construire,  un  hyperboloïde  de 
révolution  circonscrit  aux  deux,  sphères  admettant  les  cercles 
donnés  pour  grands  cercles,  et  dont  le  rayon  du  cercle  de 
gorge  est  la  moitié  de  la  longueur  donnée:  tout  plan  tangent 
en  un  point  du  cercle,  de  gorge  coupe  les  deux  sphères  ci- 
dessus  suivant  deux  cercles  dont  on  connaît  les  centres  et 
dont  il  est  facile  de  construire  les  rayon.*. 

Il  suffit  de  mener  les  tangentes  communes,  soit  intérieures, 
soit  extérieures,  à  ces  deux  cercles,  pour  avoir  les  asymptotes 
en  position  de  l'hyperbole  méridienne  cherchée. 

Ce  procédé  donne  donc  doux  solutions. 

Autre  solution  par  M.  V.  Hioux. 


2082. 

On  considère  sur  une  courbe  un  point  d'inflexion  O  et 
un  point  voisin  M.  Si  l'on  désigne  par  R|  le  rayon  du 
cercle  osculateur  en  AI.  par  R,  le  rayon  du  cercle  qui  est 
tangent  à  la  courbe  en  M  et  qui  passe  en  O,  par  R3  le  rayon 
du  cercle  qui  passe  en  M  et  qui  est  tangent  à  la  courbe 
en  (>:  les  rayons  R,,  R^.  I^:j  tendent  à  devenir  inversement 
proportionnels  aux  nombres  3,  x,  i,  lorsque  le  fioint  M 
tend  à  se  confondre  avec  le  point  O. 

(G.    Fo.NTF.NK.) 
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SOLUTION 
Par  M.  TÉTU. 

Je  rapporte  la  courbe  à  deux  axes  rectangulaires  tels 
que  Ox  soit  la  tangente  d'inflexion  et  O  >'  la  perpendiculaire 
à  celle-ci  en  O. 

L'équation  de  la  courbe  est 

y  =  A  .r^  -4-  .r''  x  ©  ( t). 
On  a,  dès  lors, 

3  3 

(  I -^  y'-)-        (  I -^- 9  A- j-*-^. . .  )- 


R.= 


()  A  T 


Je  n'écris  pas  les  termes  contenant  en  facteur  des  puissances 
supérieures  de  t.  Calculons  Rj.  Si  a  et  b  sont  les  coordonnées 
du  centre  du  cercle,  on  a 

.   x- ^-  y- —  i'  .r  —  7.bj'  =  o, 
.  ,  T  —  a 


d'où 


ce  qui  donne 


y  —  b 

\  -2  ax  -+-  1  by  =  x-  -i-  )-. 
(       a  -+-  by'   —  X  -^ yy\ 

{x- —  v^)  y' —  '>xy 

a  = — f - 

9.(  xy  — y  ) 

x-  — y-^~  9.r)'V'' 


b  = 


(  ./')•  —  ;   ) 


R2=v/r/2-h  6^  = 


(jr-l^yï^y/y^yi 


■îyxy  —y) 
(  .r2  -1-  A  -  .r"  -i- .  .  .  )  (  I  H-  0  A'  x*  — .  .  .)        i  ^  i  o  A-  .r* 


4  A J-*  -I- .  .  .  4  Ar 

Calculons  Rj.   R^  est  donné  par  l'équation 
x-  -^ y-  —  i  R:<^K  =  o, 

"3  —    —    i , 

ly  '^  A  .r  -(-  .  .  . 

Rj.   R^,   R:i  sont   donc  des  infiniment    grands   respectivement 
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équivalents  à 

I  I  I 

6  A  .r        4  A  X        ■).  A  x 

ce  qui  montre  que  ces  qnantités    sont    inversement   propor- 
tionnelles aux  nombres  3,  ?.,  i. 


2083. 

Soient  Si,  S2,  S3,  S4,  S3  cinq  semi-splières.  S'il  existe 
une  semi-sphère  tangente,  d'une  part,  aux  deux  semi- 
plans  qui  touchent  S],  S*,  S3,  et  inscrite,  d'autre  part,  au 
semi-cône  de  révolution  circonscrit  à  S^  et  85,  on  peut 
obtenir  neuf  semi-sphères  analogues  en  permutant  de 
toutes  les  manières  possibles  les  rôles  assignés  aux  semi- 
sphères  Sj,  S2,  S3,  S;,  S3.  (R.    B.) 

SOLUTION 

Par  l'AuTEUR. 

Pour  bien  faire  comprendre  le  principe  de  la  solution,  je 
commencerai  par  démontrer  la  proposition  analogue  de  géo- 
métrie plane  : 

Soient  Gi^  Gj,  C3,  C4  quatre  cycles  dans  le  même  plan. 
S'il  existe  un  cycle  touchant  les  tangentes  communes 
à  Ci  et  Gj  et  les  tangentes  communes  à  G3  et  G^,  on  peut 
obtenir  deux  cycles  analogues  en  permutant  de  toutes 
les  manières  possibles  les  rôles  assignés  aux  cycles  Ci,  G», 
G3,  G4. 

La  démonstrati(jn  est  immédiate  en  ayant  recours  à  la 
représentation  d'un  cycle  par  un  point  de  l'espace  :  prenons 
trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  O^,  Oy,  Oz  tels  que 
le  plan  Oxy  contienne  les  qualie  cycles  donnés.  Soient  Xj.  yi 
les  coordonnées  du  centre  du  cycle  G,,  et  R,-  son  rayon  (ce 
dernier  étant  affecté  d'un  signe,  puisqu'il  s'agit  d'un  cycle). 
On  représentera  le  cycle  Gj  par  le  point  de  l'espace  P,  de 
coordonnées  xi,  y,-,  R,.  On  voit  que  le  point  P,-  est  le 
sommet  d'un  cône  de  révolution  d'angle  droit  qui  passe  par 
le  cvcle  G,-. 
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Le  lieu  des  points  représentatifs  des  cycles  tangents  aux 
tangentes  communes  à  C,-  et  C2  est  une  droite.  En  effet,  tous 
ces  cycles  sont  homothétiques  par  rapport  au  centre  de 
similitude  des  cycles  Ci  et  Co,  et  il  en  est  de  même  des  cônes 
de  révolution  d'angle  droit  qui  les  contiennent. 

Si  donc  les  quatre  cycles  satisfont  à  la  condition  de  l'énoncé, 
la  droite  qui  joint  les  points  représentatifs  des  cycles  Ci  et  G2 
doit  rencontrer  la  droite  qui  joint  les  points  représentatifs 
des  cycles  G3  et  G4.  Gela  revient  à  dire  que  les  quatre  points 
représentatifs  sont  dans  un  même  plan.  Cette  propriété  étant 
symétrique  par  rapport  aux  quatre  cycles,  la  proposition 
énoncée  en  résulte. 

Démontrons  maintenant  l'énoncé  2083. 

Ayant  pris  trois  axes  rectangulaires  quelconques,  désignons 
par  Xi^  yi^  zi,  R/  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  de 
la  semi-sphère  S,.  On  représentera  cette  dernière  par  le 
point  de  l'espace  à  quatre  dimensions,  de  coordonnées  ^,,  yt, 

Zi;     Ri. 

Cela  posé,  quand  une  semi-sphère  varie  en  restant  tangente 
à  deux  semi-plans  fixes,  son  centre  décrit  un  plan  passant 
parla  droite  commune  aux  deux  semi-plans,  et  son  rayon  est 
proportionnel  à  la  dislance  de  son  centre  à  cette  même  droite. 
Il  existe  donc  deux  relations  linéaires  entre  les  coordonnées 
de  son  centre  et  son  rayon.  Cela  revient  à  dire  que  son  point 
représentatif  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  décrit  un 
plan. 

Quand  une  semi-sphère  varie  en  restant  inscrite  à  un  semi- 
cône  de  révolution,  son  centre  décrit  une  droite  passant  par 
le  sommet  de  ce  semi-cône,  et  son  rayon  est  proportionnel  à 
la  distance  de  son  centre  à  ce  même  sommet.  Il  existe  donc 
trois  relations  linéaires  entre  les  coordonnées  de  son  centre 
et  son  rayon.  Gela  revient  à  dire  que  son  point  représentatif 
dans  l'espace  à  quatre  dimensions  décrit  une  droite. 

Il  résulte  alors  de  l'énoncé  que  la  droite  joignant  les 
points  représentatifs  des  semi-spbères  S4,  S5  rencontre  le /?/an 
passant  parles  points  Représentatifs  des  semi-sphères  Sj,  S2,  S3. 
Par  conséquent,  les  cinq  points  représentatifs  sont  dans  un 
même  espace  linéaire,  et  la  droite  joignant  deux  quelconques 
d'entre  eux  rencontre  le  plan  qui  passe  par  les  trois  autres. 
On  en  conclut  immédiatement  la  proposition  énoncée. 
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2086. 

(  l'joT,  p.  :)2S.  ) 

Soit  0C,\  un  triangle  rectangle  en  G  et  tel  que 
CA  =  CO  ;  5a/'  OG,  à  partir  du  point  O,  et  du  côté  du  point  G, 
on  prend  OS  =  OA  et  Von  mène  par  0  une  parallèle  à  AS 
qui  rencontre  en  B  le  prolongement  de  AC. 

AS  est  le  côté  et  CB  l'apothème  du  pentagone  régulier 
inscrit  dans  le  cercle  de  rayon  GA. 

GS  est  la  hauteur  d'une  pyramide  régulière  àbase  pen- 
tagonale  et  telle  que  l'arête  SA  est  égale  au  côté  de  la  hase  ; 
OS  est  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite  à  cette  pyra- 
mide. 

AS  est  le  côté  de  l'icosaèdre  régulier  inscrit  dans  la 
sphère  de  rayon  OS;  SBO  est  la  moitié  de  l'angle  dièdre 
de  cet  icosaèdre.  (E.  L.vcolr.) 

SOLUTION 
Par  M.  Parrod. 

Gonsidérons  la  section  de  l'icosaèdre  et  de  la  sphère  cir- 
conscrite par  un  plan  passant  par  deux  arêtes  opposées  SA, 
S'A',  qui  sont  symétriques  par  rap|iort  au  centre  de  la  sphère  : 
elle  se  compose  d'un  hexagone  SA  B' S'A' B  dont  les  côtés  AB', 
B'S',  A'B  et  BS  sont  égaux  à  la  hauteur  du  triangle  équila- 
téral  de  côté  SA.  L'angle  SBA'  est  le  rectiligne  d'un  dièdre 
du  polyèdre,  SBO  en  est  la  moitié. 

Le  diamètre  SS'  est  perpendiculaire  sur  la  base  de  la 
pyramide  pentagonale  de  sommet  S,  il  rencontre  la  trace  AB 
de  cette  base  en  G;  donc,  CS  est  la  hauteur  do  cette  pyramide, 
AS  est  le  côté  et  GB  est  l'apothème  du  pentagone  inscrit  dans 
le  cercle  de  rayon  GA. 

Abaissons  la  perpendiculaire  Ol  sur  AS  et  joignons  AV  qui 
rencontre  OB  en  K;  OB  =  01  est  la  distance  du  centre  de  la 
sphère  aux  dilférentes  arêtes,  OK  est  la  moitié  du  côté  SA. 

Il  reste  à  montrer  que  G  A  =  j.  GO  :  on  a 

GA.OS  =  2  SI. 01  =  2OK.OB  =20G.0S, 
donc 

CA  =  20G. 
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On  retrouve  ainsi  une  construction  bien  connue  du  côté  du 
pentagone  et  da  décagone  inscrits  dans  un  cercle  de  rayon 
donné. 

es  est  le  côté  du  décagone  inscrit  dans  le  cercle  de 
rayon  A  G. 

On  peut  résumer  ces  dillérents  résultats  dans  un  triangle  OSB 
dans  lequel  SB  =  OK /J  et  03  =  SK. 


La  troisième   hauteur  OH   est    la   distance  du  centre  de   la 
sphère  aux  faces,  H  est  au  tiers  de  BS. 

Pour  construire  un  tel  triangle,   prenons  un  segment  OB, 

menons  une  parallèle  à  la  distance  — -—  et  décrivons  la  circon- 

férence   de   diamètre  OB  qui    rencontre    la    parallèle    en    H  ; 
prolongeons  BH  eu  S  tel  que  BS  =:  3BII  et  joignons  BS. 

Relations.  —  On  a  facilement,  en  posant  OS  r=  i, 
sinSBA'=J,  tangSOB  =  v/3  sin  SBO, 


AC  =  -2  00  = 


5 


SA 


OH 


es  = 

01 


/^ 


y/'"--^^\       OB  =  lyA^^ÏZ?, 


— 3^r— ' 


BC  = 


v/3 


Remarquons  que  aBC  -i-  CS  =  a,  donc  on  a  aussi 
GS'=  iCB. 
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Dodécaèdre.  —  Gonsidéron-*  de  ini;iiie  la  section  par  un  plan 
passant  par  deux  arêtes  parallèles  opposées  SA,  S'A'.  Dans 
ce  cas  le  point  H  serait  le  centre  d'une  face  pentagonale,  HB 
est  l'apothème  du  pentagone  inscrit  dans  un  cercle  de 
rayon  HS. 

Pour  construire  le  triangle  OSB  donnant  les  éléments  du 
dodécaèdre,  nous  mènerons  une  parallèle  à  OB  à  une  distance  d 

telle  que -rr-^ -7  soit  égal  au  rapport  de  l'apothème  au  rayon 

d'un    pentagone   régulier,    et   l'on   achèvera    la    construction 
comme  dans  le  cas  précédent. 

Les  angles  et  les  segments  se  calculent  sans  difficulté. 

Autre  solution  par  M.   Biios. 


OllESTIOXS. 


2089.  On  considère  dans  le  plan  d'une  courbe  (Mj  un 
pôle  0.  Si  n  et  /  sont  les  points  de  rencontre  respectifs  de  la 
normale  et  de  la  tangente  en  un  point  M  de  cette  courbe  avec 
la  perpendiculaire  élevée  en  O  au  rayon  vecteur  OM,  et  si  l'on 
connaît  la  direction  de  la  normale  en  t,  au  lieu  de  ce  point  t 
\adjointe  infinité  si  maie  (t)  de  M.  d'Ocagne],  on  a  une  con- 
struction du  centre  de  courbure  ;jl,  répondant  au  point  I\I, 
sous  les  deux  formes  suivantes  : 

i"  La  parallèle  menée,  à  la  normale  en  /,  par  le  point  de 
rencontre  a  du  rayon  vecteur  OM  avec  la  perpendiculaire 
élevée  en  n  à  la  normale  Mn,  coupe  cette  dernière  au  centre 
de  courbure  \i. 

1"  Si,  au  point  de  rencontre  N  de  la  normale  iM«  avec  la 
parallèle  menée  par  O  à  la  normale  en  (t),  on  élève  une  per- 
pendiculaire à  M/i  jusqu'à  sa  rencontre  en  un  point  V  de  OM, 
la  perpendiculaire  élevée  en  ce  point  V  à  OM  coupe  Mn  au 
centre  de  courbure  [x. 

Appliquer  celte  construction,  dans  le  cas  particulier  où  la 
courbe  (M)  est  une  conique   de   loyer  O. 

(Farid  BorLAD.) 
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2090.  Soient  oCa.  3,  y)  un  point  fixe  quelconque  situé  dans 
le  plan  du  triangle  ABC;  6  le  centre  de  la  conique  inscrite  en 
a,  p,  y;  A(X}xv)  la  polaire  de  B  dans  le  triangle  ABC,  et  Q  la 
conique  inscrite  en  A,  B,  C  au  triangle  des  droites  AÀ,  B  p., 
Gv.  Si  un  point  0(x,y,  z)  décrit  Q  : 

1°  La  polaire  p  de  O  tourne  autour  de  0: 

2°  Le  centre  6i  de  la  conique  inscrite  à  ABC  en  x,  y,  z 
décrit  la  polaire  pi  de  P  ; 

3°  Les  parallèles  à  PA,  PB,  PC  menées  par  0  coupent  BC, 
CA,  AB  en  X',  jji',  v',  et  l'on  a  la  droite  A'(  â';ji'v' ;; 

4°  Les  parallèles  à  OA,  OB,  OC  menées  par  P  coupent  BG, 
GA,  AB  en  Xj,  [jl,,  Vj,  et  l'on  a  la  droite  Ai(Xi  [jiiVi); 

5°  Le  point  w(A',  Ai)  est  le  milieu  de  OP  et  décrit  la  co- 
nique V  qui  passe  par  les  milieux  des  côtés  de  ABC  et  les 
points  a,  ^,  y; 

6°  Si  P  coïncide  avec  l'orthocentre  H  de  ABC,  ^  est  le  point 
de  Lemoine,  Q  le  cercle  ABC,  A'  la  droite  de  Simson  et  ^'  le 
cercle  d'Euler.  (P.  Sondât.) 

2091.  Le   nombre  n  étant  supposé  impair,  démontrer  que, 

•  1,        '1        ,  .    ,    sinnjr  .         .         ,  ,, 

SI  Ion  évalue  la  quantité    — ■. en  tonction  de  cosa:,  lex- 

iinx 

pression  obtenue  est  un  produit  de  deux  facteurs  rationnels. 

Que  représente  chacun  de  ces  facteurs?  (G.  F.) 


ERRATA. 


Page  19  :  supprimer  les  figures. 

Page  20,  lignes  2  et  4  :  supprimer  les  accents. 
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[Qla] 

ESSAI  DE  GÉOMÉTRIE  AWLYTIOIE  A  UNE  I\FIMTÉ 
DE  COOUBO.\\EES  ; 

Par  m.  Maurice  FRÉCHET. 


Dans  une  communication  au  Congrès  international 
des  Mathématiciens  de  1900  (')  M.  Padoa  a  fait 
connaître  qu'on  pourrait  définir  tous  les  symboles 
qu'on  rencontre  dans  la  géométrie  euclidienne  à  l'aide 
de  deux  seulement  d'entre  eux.  Ces  deux  derniers 
sont  les  suivants  :  i"  le  symbole  point;  2°  le  symbole 
{^a,  b)  =  (c,  û?),  où  «,  6,  c,  d  sont  des  points  et  qu'on 
doit  lire  :  le  couple  de  points  a,  b  est  superposable 
au  couple  de  points  c,  d.  D'après  M.  Padoa,  on  obtient 
l;i  géométrie  euclidienne  quand  on  donne  au  symbole 
point  la  significiition  géométrique  habituelle  et  au 
symbole  (a,  b)  =  (c,  d)  le  sens  suivant  :  le  couple  de 
points  géontétrù/ues  a,  b  est  superposable  au  couple 
de  \io\nls  géométriques  (c,  d).  Mais  il  est  bien  entendu 
qu'on  peut  donner  aux  deux  symboles  non  définis  une 
signification  quelconque  et  qu'alors  les  définitions  sui- 
vantes s'ap|)liqueront  toujours,  moyennant  certains 
postulats. 

Je  me  suis  proposé  de  montrer  qu'en  donnant  aux 
deux  symboles  non  définis  une  signification  que  je  vais 
préciser  tout  à  l'heure,  on  obtient  une  généralisation 
remarquable  de  la  géométrie  analytique  à  trois  dimen- 
sions.   Cette    étude    me   parait    présenter   un    intéièl  : 

(  '  )  Ufi  nouveau  système  de  déjinitions  pour  la  géométrie  eucli- 
dienne {Comptes  rendus  du  Congrès,  p.  353). 

Ann.  de    Matliémut.,  4"  série,  l.  VIII.  (Mars  1908.)  7 
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d'une  part,   en  ce  qui  concerne  les  fondements  de  la 
Géométrie;  d'autre  part;  dans  la  théorie  des  fonctions, 
comme  je  le  montrerai  plus  loin. 

Définition  d'un  point.  —  Nous  appellerons  point 
une  suite  infinie  de  nombres  réels  x^^x.2^  .  . .  ^Xn,  •  >  . 
qui  seront,  par  définition,  les  coordonnées  de  rangs 
1,  2,  ...,  n,  ...  du  point  et  tels  que  la  série 
x]  -{-  x\  +  XI -\- .  .  .  soit  convergente  (  *  ). 

Nous  considérerons  deux  points  comme  distincts  si 
leurs  coordonnées  de  même  rang  ne  sont  pas  toutes 
respectivement  égales.  Dans  le  cas  contraire,  les  deux 
points  coïncident  et  l'on  voit  que  :  i"  si  a  coïncide 
avec  b,  b  coïncide  avec  a;  2°  si  a  coïncide  avec  b  et  b 
avec  c,  a  coïncide  avec  c. 

Nous  aurons  à  utiliser,  pour  la  suite,  la  remarque 
suivante  : 

Si  les  séries  à  termes  réels 

xl  -i-  xl  -h  .  .  .  ^  X%  -h  .  .  .  , 

sont  convergentes,  il  en  est  de  même  de  la  série 
Cela  résulte  immédiatement  de  l'inégalité  évidente 

On    en    déduit    facilement    que,    si    Xt,   Xo^    •••  ; 

(')  Celle  définition  provient  d'une  définition  de  M.  Hilbert,  mo- 
difiée par  M.  Riesz  ;  elle  correspond  dans  la  théorie  des  fonctions  à 
l'inli-oduclion  de  la  convergence  en  moyenne  étudiée  par  M.  Fischer. 
J'avais  déjà  étudié  dans  ma  Thèse  une  autre  définition  de  l'espace 
à  une  infinité  de  dimensions, 
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j^(,  y.^i  •  •  •  ;     .  .,  M|,  Uo,  ■  -  ■    peuvent  êlie  considérés 
comme  les  coordonnées  de  certains  points  x^  y,  .  . . ,  u 
au  sens  indiqué   [>lus   haut,    il  en   sera  de  même  des 
nombres 

où  a,  p,  .  .  . ,  0  sont  des  constantes  réelles  quelconques. 
Nous  désignerons  alors  le  point  correspondant  par  la 
notation  :  cf.x  +  ^y  +.  .  .  +  o  w,  où  a,  '^,  .  .  . ,  o  sont 
des  nombres  et  :r,  y,  .  .  , ,  u  des  points. 

Définition  de  la  distance.  —  Il  est  facile  aussi  de 
déduire  de   la  remarque   précédente  que,  si  les  séries 

2.'^'ii    z^y'i    convergent,    il    en    est    de    même    de 

^{xi-yi)\ 

Nous  appellerons  alors  distance  des  deux  points 
X  :  (a:,,  x-ii  •  •  .  )  et  y  :  (jK«,  y-'-,  •  •  •  )  'a  quantité  bien 
délinie  positive  on  nulle 


{x,y)  =  v/lJ-i— Ji)2-H(j"2  — r2)^-H---  • 

On  voit  que  :  i"  (x,y)  =  (y,  ic)  ;  2"  la  condition 
nécessaire  et  sulfisanle  pour  que  deux  points  coïncident 
est  que  leur  dislance  soit  nulle;  3"  quels  que  soient 
les  points  x^y,  c,  on  a 

{x,y)%{x,z)-\-{y,z) 

et,  par  conséquent  (eu  permutant  a;,  jKi  ^)i 

{^x,y)^{x,z)-^y,z)\     (  '  ;. 

(')  Ceci  permet  de  considérer  {x,y)  comme  Vécart  de  x  el  v  au 
sens  défini  dans  ma  Tlièsc  {Sur  quelques  points  du  calcul  fonc- 
tionnel {Fiendiconti  del  Circolo  di  Palermo,  igoG)]  et,  par  con- 
séquent, d'appliquer  les  théorèmes  généraux  qui  y  sont  démontrés. 
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Alors  nous  adopterons  pour  le  deuxième  symbole 
non  défini  de  M.  Padoa  la  signification  suivante  : 

Le  couple  de  points  a,  b  sera  superposable  au 
couple  de  points  c,  d  si  les  distances  {a,  b),  (c,  d) 
sont  égales,  de  sorte  qu'on  représentera  ces  deux 
circonstances  identiques  par  le  même  symbole 

{a,b)  =  (c,d). 

Cette  définition  satisfait  à  la  condition  évidemment 
nécessaire  que,  si  a,  b  coïncident,  il  en  est  de  même 
de  c,  d,  et  réciproquement. 

Nous  allons  maintenant  suivre  pas  à  pas  les  défini- 
tions de  M.  Padoa  et  en  donner  la  traduction  analy- 
tique qu'on  obtient  immédiatement  pour  quelques- 
unes,  d'une  façon  moins  simple  pour  d'autres. 

Définition  I.  —  Si  a,  b  sont  des  points  distincts, 
«  droite  ab  »  signifie  :  figure  à  laquelle  appartient 
chaque  point  x  tel  quHl  n'existe  aucun  point  y 
distinct  de  x  qui  vérifie  simultanément  les  condi- 
tions 

{a,y)  =  (a,x),         {b,y)  =  {b,x). 

Soient  «,,  «25  '  '  •  ]  ^\i  ^25  •  •  •  les  coordonnées  des 
points  <2,  6.  Les  quantités  (6|  —  «(),  [b-^  —  «2),  •  •  •  ne 
serontpas  toutes  nulles  ;  soit,  parexemple,  bk  —  «a  ^  o. 
Appelons  F  la  figure  formée  par  tous  les  points  dont 
les  coordonnées  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 

(i)  «i-4-X(èi  —  a,)>     aa -t- X  (62— «î),      •••, 

OÙ  A  désigne  une  constante  réelle  quelconque.  Autre- 
ment dit,  appelons  F  l'ensemble  des  points  vérifiant 
les  équations 

or,  —  ai        x^ — orj 

61  —  ai         62 —  «2  ' 
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dans  lesquelles  on  prendra  par  convention  le  numéra- 
teur égal  à  zéro,  quand  le  dénominateur  sera  nul. 

Je  veux  démontrer  que  la  droite  ab  existe  et  coïn- 
cide avec  F. 

Pour  démontrer  que  la  droite  ab  existe,  il  suffit  de 
prouver  qu'il  j  a  des  points  satisfaisant  à  la  définition  I. 
Or,  il  suffit  de  remarquer  que,  si  y  est  distinct  de  a, 

on  a 

(a,^)>o,         (a,£i)  =  o; 

donc  on  n'a  pas 

Par  suite,  a  est  un  point  de  la  droite  ab  ;  de  même 
pour  b.  On  voit  d'ailleurs  immédiatement  que  a,  b 
font  aussi  partie  de  F. 

Je  dis  maintenant  que,  si  x  n'est  pas  sur  F,  il  existe 
au  moins    un  point  j^^^j:,    tel  qu'on    ait,   à   la  fois, 

Pour  cela,  prenons  pour^  un  point  dont  les  coor- 
données sont  de  la  forme 

yi=  2rt,  — a;,  +  2[x(Z;i  — rt,), 
y2=  2«2--  ^î-i-  ?. ;j.(6î —  «2), 


où  }x  est  une  constante  réelle.  Ce  point  esl  certainement 
distinct  de  x^  quel  que  soit  jj.,  sans  quoi  x  serait  de  la 

forme 

a  +  ij.  (  6  —  a) 

et,  par  suite,  serait  sur  F. 
Or,  on  a 
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et  l'on  peut,  puisque   ^(^/  —  «,)- ^  o,    choisir  u.  de 

façon  à  annuler  le  crochet,  ce  qui  démontre  la  propo- 
sition. Alors,  la  droite  (a^b)  ne  comprend  que  des 
points  de  F. 

Réciproquement,  tout  point  de  F  est  sur  la  droite  ab. 
Pour  le  prouver,  nous  allons  d'abord  démontrer  que, 
si  un  point  c  n'est  pas  sur  la  droite  ab,  on  a 

|(«,  cj  — (é,  c)|  <(a,  6)<  (■«,  c)-H(6,  cj. 

En  effet,  quelle  que  soit  la  position  de  c,  on  a 
toujours 

\(a,  c)  -  {b,  c)  \<(a,  b  )^(a,  c)  ^  (b,  c); 
il  suffit  donc  de  montrer  que  l'égalité 

(■i)  (à,b)  =  ±{a,c)±{b,c) 

n'est  possible  que  si  c  est  sur  F.  Or,  celle-ci  est  équi- 
valente à  la  suivante  : 

[(a,c)2+(6,  c)2-(a,6)îp=4('a,c)î(è,c)î. 

Si  C  a  pour  coordonnées  c,,  c-j,  •••,  cette  égalité 
peut  s'écrire 

^  - 1 2  ^ ""'  "  ^'  ^  1 1 2  '  ^'  ~  ^'  *  I  ~  1 2  ■  "'  ~  ^'^ ^ *'  ~  ^'  M  ' = ''• 

D'autre  part,  le  premier  membre  est  la  limite  de 

ï„=^  (ai—  Ciy-^{bi—  a)-—     ^(a/  —  Ci)(bi—c,) 

i=l  i=l  lt=l  J 

/  =  n  ;  y  =  ra 

=     2      [{^i—(^i)(bj  —  Cj)—(aj—Cj){bi—Ci)y-. 

i=l;J=l 

On  voit  qu'on  a  toujours 
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Donc,  pouf  que  K  soit  nul,  il  faut  que 

a,  =  72  =  !T3  =  .  .  .  =  T„  =  .  .  .  =  O, 

ce  qui  nécessite  qu'on  ait,   quels   que  soient  les  en- 
tiers /,  y , 

(3)  iai—Ci){bj—Cj)  —  {aj—cj){bi—Ci)  =  o 

OU 

{bi—ai)(cj—  aj)  —  ibj—  aj){ci—  ai)  =  o, 

et,  comme  6a  —  a^  ^  o,  on  a,  en  prenanty  =  k^ 

Ck  —  «/t 


Ci—ai  =  {bi—at) 


b/c  —  ak 

Ck—  (tk 


En  définitive,  on  voit,  en  posant  X  =  . '■ — >  que  si 

Ok  —  Clk 

l'égalité  (a)  est  vérifiée,  les  coordonnées  du  point  c 
peuvent  s'écrire 

c'est-à-dire  que  c  est  sur  F.  Réciproquement,  si  c 
est  sur  F,  les  égalités  (3)  sont  vérifiées;  par  suite, 
<Ti,  <T2,  ...  sont  nuls,  donc  aussi  K,  et  l'on  a  l'éga- 
lité (2). 

Démontrons  encore  un  autre  lemme.  Considérons 
deux  points  de  F  distincts  :  y,  c;  leurs  coordonnées 
seront  de  la  forme  (i)  et  ils  correspondront  à  deux 
valeurs  distinctes  :  X',  \.  Un  calcul  simple  montre  alors 
qu'on  a 

i  {y,c)^\V-\\{a,b),        (jK,a)  =  |X'|(a,6), 
(4)  (7,6)  =  lX'-i|(a,  6), 

(         (c,  a)  =  |X|(a,  6),         {c,  b)  =  \\- i\{a,  b). 

Il  résulte  de  oc  qui  précède  que,  si  c  est  sur  F,  il 
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n'existe  aucun  autre  point  j'  distinct  de  c.  tel  que 

(y,a)  =  (c,a),         (y,/j)  =  (c,b). 

En  effet,  puisque  c  est  sur  F,  on  aurait,  d  après  les 
égalités  (4), 

(a.b)  =±(a,y)±(b,y), 

ely  devrait  êti'e  aussi  sur  F. 

Mais  alors,  si  )/  est  la  valeur  de  A  qui  correspond 
à  y,  les  égalités  (4)  donneraient 

rA'i  =  iÀ|,    |>.'-,|=.ix_,|, 

d'où  A  =  a',  et  jk  ne  serait  plus  distinct  de  c. 

En  résumé,  nous  avons  démontré  : 

1°  Que  la  droite  ab  coïncide  avec  F,  c'est-à-dire  a 
pour  équation 

.ri  —  ai  T^ — a=> 

bi  —  «1         b-i  —  «2 

1°  Que,  si  c  est  un  point  de  la  droite  «6,  on  a 

(a, 6)  =dz(a,c)±(6,c); 
3"  Que,  SI  c  n'est  pas  sur  la  droite  ab^  on  a 

|(rt,c)  —  (6,c)|  <  (a,6)<  (a,c'^  -f-  (6,c). 

11  en  résulte  que,  si  a,  b^  c  sont  trois  points  distincts 
et  si  c  est  sur  «6,  a  est  sur  bc  et  b  est  sur  ac  ;  la  réci- 
proque est  vraie.  On  saura  donc  maintenant  distinguer 
si  trois  points  sont  ou  non  alignés. 

Passons  maintenant  aux  autres  définitions  de 
M.  Padoa.  qui  vont  nous  permettre  de  décider  de  la 
position  de  trois  points  en  ligne  droite. 

Défuvitiok  II.  —  Si  a  et  b  sont  deux  points 
distincts,  «  milieu  de  ab  »   signifie  :  point  c  de  la 
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droite  ab,  tel  que 

(a,c)  =  (b,c). 

Si  c  correspond    à   la   valeur  A   fJti    paramètre,    les 
formules   précédenimenl   démontrées    prouvent  qu'on 

devra  avoir 

|).|  (a,b)  —  !>.  — 1|  (a,  b), 
d'où 


et  alors 


2 


at-^bi 
Ci=  (t  =  I,  2,  . . .  )• 


Ainsi,    le    milieu    de  ab  existe,    est   unique   et   est 
représenté  par 


a^b 
c  — 


Définition  III.  —  «  Sphère  de  centre  a  et  passant 
par  b  »  signifie  :  figure  à  laquelle  appartient  tout 
point  a:,  tel  qu^on  ait 

(a,x):=(a,b). 
On  a  immédiatement  l'équation  de  cette  sphère, 

on  voit  qu'elle  existe  et  comprend  même  une  infinité 
de  points. 

Il  suffit  de  prendre,  par  exemple. 


^1  =  a,  -I-  cosX 


^^(ac-b^y, 
X2—  «2+  sinX  1/   N  (a,—  6/)-, 


^3  =  «3, 


oiJ  A  est  un  paramètre  arbitraire. 
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Définition  1\  .  —  «  Sphère  qui  a  pour  pôles  ael  b  » 
signifie  :  sphère  qui  a  pour  centre  le  milieu  de  ab  et 
qui  passe  par  b. 

Son  équation  sera  donc 

Pour  pouvoir  définir  plus  facilement  la  position  d'un 
point  sur  la  droite  ah,  nous  commencerons  par  appeler 
cosinus  directeurs  de  la  direction  positive  qui  va  de  a 
vers  b  les  quantités 

bi  —  ai  b% —  atj 

(a,  6)  (a,  6) 

qui,  en  valeur  absolue,  sont  au  plus  égales  à  i  et  telles 

que 

ïf  H-  a* -+-...=  I. 

Alors,  si  c-=^  a  -\-  X(6  —  a)  est  un  point  quelconque 
de  la  droite  ab,  on  pourra,  en  posant  o  =  \(a,  b), 
écrire  ses  coordonnées  sous  la  forme 

Ci=  ai-^  Qcti,         C2=a2-+-pa2,  •••, 

et  l'on  aura  évidemment 

(c,a)  =  I  pi, 

ce  qui  donne   la   signification   géométrique    du  para- 
mètre I  p  |. 

De  même,  posons  ,u.  =  — ^.  et  l'on  aura 

C2  = 


H-  fl  I  -H  [Jl 

La  signification  de  ||j.|   sera  donnée  par  la  formule 
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évidente 

Les  définitions  suivantes  fixeront  la  signification  géo- 
métrique des  signes  de  p  et  de  p.. 

Définition  V.  —  Si  c,  d  sont  des  points  distincts 
sur  la  droite  ab^  «  (c,  d')  n^ entrelace  pas  (a,  6)  »  si- 
gnifie :  la  sphère  de  pôles  a,  b  n'a  aucun  point 
commun  avec  la  sphère  de  pôles  c,  d. 

Ecrivons  les  points  c,  d  sous  la  forme 
a  -^  \xb  ,       a  ~  \j.'  b 

c    =    >  Cl    =     ; —  • 

I  -r-  [J.  l  -1-  |JL 

Il  faudra  que  les  équations  suivantes  n'aient  pas  de 
solutions  communes  : 


(5) 


ou 


et 


i:(-"-^)'= 


2,{^  —  a)(x  —  b)  =  o 


\  (a;  — «)*-+- ([JL-t-  [i.')\  (ar  —  a){x  —  b)-\-  ijL[x'\  (jT  —  b)^—  o. 
Il  faudra,  en  particulier,  que  l'équatien 

\    (a;  —  a)2  H-  jJljJL'  \    (.r  —  6)2=  o 

ne  soit  pas  vérifiée,  ce  qui  aura  évidemment  lieu   si 
a[ji.'>»  o. 

Cette  condition  suffisante  est  nécessaire.  Il  suffit  de 
démontrer  que,  si  }a|Ji.'^  o,  les  sphères  (5)  ontau  moins 
un  point  commun. 
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En  effet,  si  It-}*-'  ^^  o,  elles  ont  évidemment  en  commun 
le  point  a;  si  |jlix'  est  infini,  elles  ont  en  commun  le 
point  b. 

Reste  le  cas  où  {aijl'  est  fini  et  négatif.  Appelons 
(a,,  ao,  . . .)  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  de  a 
vers  b  et  montrons  d'abord  qu'il  existe  un  point  X  de 
la  droite  ab  tel  que 

X,-=  ai -h-  '{ot.i=  bi-^  Y'a,=  ci-h  oa,-  =  di+  6'aj 
(l=  I,  2,    ...), 

où  Y,  y',  8,  8'  sont  quatre  constantes  réelles  telles  que 
88'  =  yy'  <  o. 

Pour  cela  il  suffît  de  prendre  X  =  a  +  y^^  et  de  dé- 
terminer Y>  Y'  ^'  ^'  P^'^  ^^^  conditions 

b  —  a  ^  c  —  a  ^,  d  —  a 

Ï=T ^'  o  =  Y  — 


1 

oo'  =  pp', 


qui  deviennent 

,  /       »  X  -v  u(  a,  6)  ^,  a' (a,  b) 

Y=Y  — («,  o),         °  =  T  — -^-i— '  '^  =T  -     .',    ../ 


et 


D'où 

Y  =  — — 1 ' 

quantité  bien  déterminée,  puisque  <j.'^' —  i  <<  o. 
On  a  bien  alors 


,\{a^b)Y^ 
YY  =  l-^'^      — ■■ <  ^ 


D'autre  part,  on  peut  évidemment  choisir  d'une  infi- 
nité de  manières  des  nombres  réels  [3,,  '^2,  •  •  -  tels  que 


(   I09  ) 
Je    dis   maintenant   qu'on    peut   choisir  le   nombre 
réel  t  de  façon  que  le  point  de  coordonnées 

a:,  =  X,-f-;|3i,         ar2  =  X2-+-<!32, 

soit  sur  les  sphères  (5).  En  effet,  on  aura,  d'après  (6), 
pour  ces  valeurs  des  ;r/, 

^^{Xi—ai){Xi—hi)  =  t^^ '('('■> 

^{Xi—  Ci){xi—di)  =  <2-H  o5', 

et,  comme  yy'=Ô6'<Co,  on  pourra  toujours   prendre 

/2  -I-  yy'  =  /2  -)-  oô'  =  o. 

En  définitive, /?of^/'  que  les  points 

rt  -+-  u  6              ,       a  -^  u.'  b 
c  =  = —  >  a  =  — 

I  H-  [Jt.  '  ~+^  I^ 

forment  un  couple  (c,  d)  qui  n^ entrelace  pas  ab^  il 
faut  et  il  suffit  que  [xa'  soit  fini  et  positif. 

Défijvition  VI.  —  «  ^  est  un  point  placé  entre  a 
et  b  »  signifie  :  si  ni  est  le  milieu  de  ab,  x  coïncide 
avec  m  ou  est  un  point  de  la  droite  ab  tel  que  mx 
rC entrelace  pas  ab. 

On  a  vu  que 


m  = 


et  que  x  est  de  la  forme 


a  -+  iib 

i  -h  fj. 


Donc,  u.  doit  être  positif,  puisque  m  peut  s'écrire 
a  -1-  [jl'  6 


(    iio  ) 

avec  'jl'=  I  et  que  [jlu.'  doit  être  positif  d'après  ce  qu'on 
vient  de  prouver. 

En  définitive,  pour  que  le  points  soit  placé  entre  a 
et  6,  il  faut  et   il  suffit  qu'on  puisse  l'écrire  sous  la 

forme 

a  -^  \xh 

X   =    ■ 7 

I  -I-  ]X 

OÙ  [X  est  un  nombre  fini  et  positif. 

Ou  bien  encore,  en  posant  x^=a-\-  pa,  où  a,,  aj,  . . . 
désignent  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  positive 
qui  va  de  a  vers  6,  il  faut  qu'on  ait 

o  <  p  <  (a,  6), 
car  on  aura 

0 


ab  —  p 

Définition  VII.  —  «  Segment  ab  »  signifie  '.figure 
à  laquelle  a[)partiennent  a,  b  et  tout  point  placé 
entre  a  et  b. 

D'après  ce  qui  précède,  le  segment  ab  sera  la  figure 
formée  par  tous  les  points  j"  =  « -|- ox,  où  o  est  un 
nombre  réel  tel  qu'on  ait 

oipi(a,  b). 
Autrement  dit,  c'est  le  lieu  des  points  x  tels  que 

^  x^  —  ai         T.,  —  a  y 

O^T =    T- =...^\. 

0|  —  rt|         b-,  ~  a. 2 

Définition  V  lll.  —  «  Prolongt^ment  de  ab  ve/s  b  w 
signifie  :  figure  à  laquelle  appartiennent  tous  les 
points  X  tels  que  b  soit  placé  entre  a  et  x. 

Il  faut  que 

,        a  -\-  \i.x 
b  =  ' — 

I  -H  ,U 

avec  u  fini  et  positif. 


(    .r.    ) 
On  peut  donc  déterminer  p  de  façon  i\ue  x  =  a  -i-  oa, 

en  prenant 

,        a-f-  u.( a  -t-  pa  ) 
o  = — ■ —  . 


d'où 


p  =  (a,  b)- 


F  = 


(a,b) 


P  —{a,  b) 

Ainsi,  le   prolongement  de  ab   vers  b  est  formé  de 

tous  les  points 

a"  =  «  -+-  pa 
pour  lesquels 

P  >(«,*)• 

Autrement  dit,  c'est  le  lieu  des  points  x  tels  que 

or  \  — -  Cl  I         ce  2  " 


bo 


=  ...>!. 


Définition  IX.  —  «  Hayon  ab  »  signifie  '.figure  à 
laquelle  appartient  tout  point  du  segment  ab  et  du 
prolongement  de  ab  vers  b. 

(]e  sera  donc  l'ensemble  des  points  ,2:  =  a  4- oa 
pour  lesquels  p^o,  ou  bien  le  lieu  des  points  x  tels  que 

X\  —  «1         a",  —  «2 


bi  —  «1         b-i  —  a^ 

Définition  X.  —  Si  c  et  d  sont  des  points  distincts 
sur  la  droite  ab^  «  d  suit  c  comme  b  suit  a  »  signifie  : 
le  prolongement  de  ab  contient  le  prolongement  de 
cd  ou  celui-ci  contient  celui-là. 

Alors  il  fiuit  que  c,  d  soient  des  points  de  la  droite  ab 
tels  que  la  valeur  commune  des  rapports 

d\  —  Ci        dv —  c<2 
hi  —  cil        l'i  —  '^2 
soit  positive. 


(     l'2     ) 

Définition  XI.  —  a  Symétrique  de  a  par  rapport 
à  b  )>  signifie  :  point  x  tel  que  h  est  le  centre  de  ax. 

On  aura 


=  b. 


d'oîi 


X  ^=  ib  —  rt  ; 

le  point  X  existe  et  est  unique. 

Définition  XÏI.  —  «  ab  est  perpendiculaire  à  èc  » 
signifie  :  b  est  un  point  de  la  sphère  qui  a  pour 
pôles  a  et  c. 

C'esi-à  dire  qu'on  a 

N  (è,—  ai){bi—  c,)  =  o, 

OU  encore,  en  appelant  (a, ,  ao,  . .  .),  (  ji, ,  [^27  •  •  •)  les  co- 
sinus du'ecteurs  de  la  diieclion  qui  va  de  a  .vers  b  ou 
de  b  vers  a  et  de  la  direction  qui  va  de  b  vers  c  ou  de 
c  vers  6, 


Définition  XIII.  —  Si  dest  un  point  distinct  de  c, 
«  (c,  d)  est  parallèle  à  (a,  b)  «  signifie  :  le  symétrique 
de  a  par  rapport  au  centre  de  bc  est  un  point  de  la 
droite  cd. 


Autrement  dit, 
(  9.  X  — 


-i-l{cl~c), 


d'après  la  définition  XI,  ou 

h,  —  Cl,         A.,  —  «o 


^1 


(/.>- 


(ii3) 
Définitioiv  XIV.  —  «  >r  est  un  point  intérieur  au 
triangle  abc  »  signifie  :  x  est  un  point  distinct  de  a 
et  il  y  a  un  point  y  du  prolongement  de  ax  qui  est 
placé  entre  b  et  c. 

D'après  ce  qui  précède,  on  aura 

6-1- ac                      a-l-Xv  ^ 

Y  = = — >  .r  =  r^  avec  k~>o.  |Ji  >  o. 

•^  H-  |Ji  I  -H  X  ^11^ 

D'où 

a  X  .  Xu 


I-t-A         (l -+- A)  (I -H  JJ.)  (i-l-  A)(l -(-  |i.) 

OU 

X  ^=  ra  -+-  sb  -\-  te, 

OÙ  r,  5,  t  sont  trois  nombres  réels  tous  positifs  et  tels 

que 

r  -^  s  ^  t  —  \. 

Définition  XV.  —  «  j?  est  un  point  intérieur  à 
l'angle  bac  «  signifie  :  x  est  un  point  distinct  de  a 
et  il  y  a  un  point  y  du  rayon  ax  qui  est  placé  entre 
b  et  c. 

Alors 

a"  =  r«  -+-  56  -f-  te         avec         /•  -i-  s  -t-  /  =  i  ; 

mais  on  suppose  seulement  que  5  et  <  sont  de  même 
signe. 

Définition  XVI.  —  «  Plan  abc  »  signifie  :  figure 
à  laquelle  appartient  tout  point  x  tel  qu'il  n'existe 
aucun  point  y  distinct  de  x  vérifiant  simultanément 
les  conditions 

(a,^)  =  («,^),         {b,y)  =  {b,x),         {c,y)^{c,3r), 

les  points  a,  b,  c  étant  supposés  non  en  ligne  droite. 
Ann.  de   Mathémat.,  4*  série,  t.  VIII.  (Mars  1908.)  8 


(  ii4  ) 

Soit  P  la  figure  formée   par   tous   les  points  x  tels 

que 

X  ^=  ra  -\-  sb  -r-  te, 

où  r,  5,  t  sont  trois  varial)les  réelles  quelconques  assu- 
jetties seulement  à  la  relation  r  +  5  +  <  =:  i .  Je  dis  que 
le  plan  abc  existe  et  coïncide  avec  P. 

Le  plan  abc  existe,  car,  si  )'  est  distinct  de  r/,  on  a 

(a,j')>o         et         (a,a)  =  o, 
duiic 

{a,  y)  9^  {a,  a); 

par  suite,  le  plan  abc  comprend  bien  au  moins  le 
point  a  et  de  même  les  points  b  et  c. 

Soit  maintenant  x  un  point  de  P;  je  dis  qu  il  est 
dans  abc. 

En  effet,  on  voit  facilement  qu'on  a,  quel  que  soit  >', 

'•[(«,  yy-(a,  ^y-]  -+-  s[{b,  yy--ib,  xf] 

-^  t[ic,yf-  —  {c,  xf]  =  {x,yf. 

Si  y  est  distinct  de  x,  on  n'a  donc  pas  simultané- 
ment 

(«,  JK)  =  («,^),         {b,y)  =  {b,x),         {c,y)  =  {c,xy, 

X  est  dans  le  pian  abc. 

Réciproquement,  je  dis  que,  si  x  est  dans  le  plan  abc, 
il  est  dans  P. 

Il  suffit  de  i^rouver  que,  si  x  n'est  pas  dans  P,  on 
pourrait  trouver  un  point  y  distinct  de  x  tel  qu'on  ait 

simullanément 

•  (a,  y  y-  '  (a,xy  =  o, 

(6)  (b,yy~(b,xy=^o, 

\  (c,  yy  —  {c,  xy=o. 

Pour  cela,  prenons 
y  —  2{ra -i- sb -h  (c)  —  x        avec         r4-f  +  ?=:i, 


(  ii5  ) 
les  nombres  r,  s  étant  à  déterminer  par  (6).  Le  pointy 
est  sûrement  distinct  de  x,   sans  quoi   celui-ci  serait 
dans  P.  D'autre  part,  les  premiers  membres  des  équa- 
tions (6)  peuvent  s'écrire,  en  posant  ra  +  56  -f-  /r  =  w, 

V  (  ;/,- ~  ai){ui—Ti)  =  0, 

^  (  M/  —  bi)  (  «,—  Xi)  =  o, 

V(m,—  Ci){Ui—Xi)  =  o; 

en  multipliant  par  r,  s,  t  et  ajoutant,  on  aura  une  iden- 
tité. Si  donc  on  prend  par  exemple  i^o,  il  suffit  de 
satisfaire  aux  deux  premières.  Celles-ci  peuvent  s'écrire, 
en  développant, 

(r  — i)(/-|32-4-*I  — H)  +  s(/-I    -i-5a2— R)^o, 
(5  — i)(;-I   +sa2— R)  + /-(/-pî  +  il  -H)  =  o, 

et  posant 

H  =^(c/— a;,)(c,— a,-),         R  —  ^(f,-— a-,-)(c/— 6/1. 

On  satisfera  donc  à  ces  deux  équations  en  prenant 

/•p2_^sl  — H  =  o,         /■!  4-jya2_R  =  0. 

Il  y  a  une  solution  unique  en  /'  et  5,  car  le  détermi- 
nant des  coefficients, 

—  r^(c/— a,)(c/— 6,)      , 
est  positif,  d'après  la  démonstration  donnée  à  projjos 


(   ii6) 
(Je  la  défiailiori  I,  puisque   les  trois  points  a,  6,  c  ne 
sont  pas  alignés. 

Le  théorème  est  ainsi  démontré. 

{A  suivre.) 


[K12ba] 

SUR  LE  PROBLÈME  D'APOLLOXIUS  ; 

Par  m.  Maurice  FOUCHÉ, 

Répétiteur  à  l'École  Polytechoique. 


I.  La  méthode  si  remarquable  que  M.  Bricard  vient 
de  faire  connaître  pour  construire  les  cercles  tangents 
à  trois  cercles  donnés  peut  se  déduire  assez  facilement 
de  celle  qui  avait  été  indiquée  autrefois  par  Poncelet 
et  que  j'ai  publiée  dans  ce  Recueil  en  1892,  la  crovant 
alors  nouvelle. 

Soient  (Jig.  i)  '• 

O,  O',  O"  les  trois  cercles  donnés; 

A  l'un  des  centres  de  similitude  de  O  et  O'; 

B  l'un  des  centres  de  similitude  de  O  et  O"; 

AG,  AE  les  tangentes  communes  des  cercles  O  et  O' 

passant  par  A  ; 
BD,  BF  les  tangentes  communes  de   O  et  O"   passant 

par  B;  C,  D,  E,  F  étant  les  points  de  contact  de  ces 

tangentes  avec  O. 

La  méthode  de  M.  Bricard  consiste  à  joindre  CF  et 
DE  qui  se  coupent  en  P,  ou  CD  et  EF  qui  se  coupent 
en  Q.  Ensuite,  on  mène  au  cercle  O  une  tangente  pa- 
lallèle  à  l'une  des  tangentes  communes  aux  cercles  O' 
et  O"  qui  passent  par  celui  des  deux  centres  de  simili- 
tude de  O'  et  O"  qui  se  trouve  sur  l'axe  de  similitude  AB, 


(  "7  ) 
en  ayant  soin  de  choisir,  parmi  les  deux  tangentes 
parallèles  an  cercle  O,  celle  qui  est  homologue  de  la 
tangente  commune  qu'on  a  choisie  aux  cercles  O' 
et  O".  Si  G  est  le  point  de  contact  de  celte  tangente 
avec  O,  on  joint  GP  et  GQ  qui  rencontrent  le  cercle  O 

Fig.  I. 


en  deux  autres  points  M  et  N.  M  et  N  sont  les  points 
de  contact  avec  O  des  deux  cercles  tangents  aux  trois 
cercles  donnés  qui  correspondent  à  Taxe  de  simili- 
tude AB. 

Si  l'on  avait  choisi  la  seconde  tangente  commune  à 
O'  et  O",  on  aurait  retrouvé  les  deux  mêmes  points  M 
etN. 

Une  remarque  1res  simple  permet  d'abord  de  modi- 
fier celte  conslrnclion  en  diminuant  d'une  unité  le 
nombre  des  lignes  droites  à  tracer.  Désignons  par  R, 
S,  T,  U  les  sommets  du  quadrilatère  formé  par  les 
langenles  communes  issues  de  A  et  de  B.  Il  résulte 
d'abord  du  théorème  de  Pascal  relatif  à  l'hexagone 
inscrit  que  les  quatre  points  A,  B,  P,  Q  sont  en  ligue 
droite,  c'csl-à-dire  (jue  les  points  P  et  Q  sont  sur  Taxe 


(  1,8) 
de  simili Lude.  De  plus,  les  droites  CF  el  DE  doivent 
se  couper  sur  la  polaire  du  point  Q  par  rapport  au 
cercle  O,  laquelle  n'est  autre  que  la  diagonale  SU  du 
quadrilatère  circonscrit  au  cercle  O.  De  même,  la 
droite  RT  passe  au  point  Q.  Ainsi,  les  points  P  el  Q, 
qui  jouent  un  rôle  si  important  dans  la  construction, 
sont  les  intersections  de  Taxe  de  similitude  AB  avec 
les  diagonales  du  quadrilatère  des  tangentes  communes 
issues  de  A  et  B, 

Ajoutons  que  les  points  P  et  Q  sont  conjugués  par 
rapport  au  cercle  O,  puisque  SU  est  la  polaire  de  Q 
et  qu'ils  sont  aussi  conjugués  par  rapport  à  AB,  à 
cause  de  la  jiropriété  bien  connue  du  quadrilatère 
complet.  De  là  résulte  une  nouvelle  définition  de  ces 
points  :  ce  sont  les  points  conjugués  communs  dans 
deux  involutions  définies  sur  la  droite  AB,  l'une  par  les 
points  doubles  A  et  B,  l'autre  par  le  cercle  O.  Ces 
deux  involutions  sont  bien  distinctes,  puisque  les 
points  A  et  B,  n'étant  pas  sur  le  cercle  O,  ne  sont  pas 
les  points  doubles  de  Tinvoluliou  des  points  conjugués 
par  rapport  au  cercle. 

Considérons  maintenant  la  construction  de  Pon- 
celet.  Il  faut  mener  un  cercle  isogonal  aux  trois  cercles 
donnés,  c'est-à-dire  un  cercle  coupant  les  trois  cercles 
donnés  en  trois  points  antihomologues,  prendre  l'in- 
tersection H  avec  AB  de  la  (;orde  commune  à  ce  cercle 
isogonal  et  au  cercle  O,  et  mener  de  H  deux  tangentes 
au  cercle  O.  Les  points  de  contact  sont  les  points 
cherches  M  et  N. 

Or,  G  est  l'homologue  des  points  de  contact  G' et  G" 
de  la  tangente  commune  aux  cercles  O'  et  O".  Si  donc 
on  joint  GA  et  GB,  on  obtiendra  sur  le  cercle  O  deux 
nouveaux  points  d'intersection  I  et  J  qui  seront  res- 
pectivement anlihoMiologues  de  G'  et  G",  lesquels  sont 


(  i'9  ) 
eux-mêmes  antihomologues   sur  les  cercles  O'  et  O". 
Donc  celui  des  cercles  isogonaux  qui  passe  par  G',  G", 
I  passera  aussi  par  J,  et  IJ  {fig-  '^)  sera  la  corde  com- 


Plg.    2. 


mune.  Si  H  est  l'intersection  de  IJ  avec  AB,  c'est  de  H 
qu'il  faudra  mener  les  tangentes  au  cercle  O.  Soient 
HM  et  HN  ces  deux  tangerites.  Pour  justifier  la  con- 
struction de  M.  Bricard  en  partant  de  celle  de  Pon- 
celet,  il  suffira  de  démontrer  que  la  droite  GM  passe 
au  point  P  et  la  droite  Gl\  au  point  Q,  les  points  P 
et  Q  étant  définis  comme  précédemment. 

Soient  P'  l'intersection  de  AB  et  GM,  Q'  l'intersec- 
tion de  GN  et  AB.  Il  suffira  de  prouver  que  P'  et  Q' 
sont  conjugués  par  rap|>ort  à  AB  et  conjugués  aussi 
par  rapport  au  cercle  O. 

En  premier  lieu,  les  quatre  points  I,  J,  M,  N,  situés 
sur  des  droites  issues  de  H,  forment  sur  le  cercle  une 
involution  dont  M  el  N  sont  les  points  doubles.  Donc 
le  faisceau  des  quatre  droites  issues  de  G  est  harmo- 
nique, et  il  en  est  de  même  de  la  division  que  ce  fais- 
ceau détermine  sur  AB. 


(     120    ) 

La  seconde  propriété  est  une  conséquence  du  théo- 
rème suivant  : 

Par  un  point  G  cV une  conique,  menons  deux  sé- 
cantes GM,  GN,  puis  les  tangentes  e/i  M  ef  N  {fig'  3), 

Fig.  3. 


lesquelles  se  coupent  en  H.  Si  une  droite  pivote 
autour  du  point  H,  elle  déterminera  sur  GM  et  GN 
des  points  P'  et  Q'  qui  seront  conjugués  par  rapport 
à  la  conique. 

En  effet,  les  points  P'  et  Q'  forment  deux  divisions 
homographiques  dont  on  connaît  trois  couples,  savoir  : 
1°  G,  point  commun;  2°  M  et  l'intersection  de  HM 
avec  GN;  3°  N  et  l'intersection  de  HN  avec  GM. 
D'autre  part,  les  points  conjugués  par  rapport  à  la 
conique  et  situés  respectivement  sur  les  deux  droites 
GM  et  GN  forment  aussi  deux  divisions  homogra- 
phiques qui  admettent  les  mêmes  couples.  Donc  la 
correspondance  homographique  est  identique  dans  les 
deux  cas,  et  les  points  P'  et  Q'  sont  bien  conjugués  par 
rapport  à  la  conique.  c.   q.  f.   d. 

II.  Dans  le  même  article,  M.  Bricard  a  signalé  deux 
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théorèmes  relatifs  à  quatre  cercles  tangents  à  un  même 
cercle.  Ces  deux  théorèmes  peuvent  se  démontrer  par 
l'application  de  la  construction  précédente. 

Soient  {fig.  4)   deux  triangles  ABC,  A'B'C  ayant 


leurs  côtés  respectivement  parallèles.  Considérons  sur 
ces  côtés  les  semi-droites  BC,  CA,  AB  et  les  semi- 
droites  de  même  sens  C'B',  A'C,  B'A',  semi-droites 
que  nous  désignerons  respectivement  par  a,  6,  c, 
a',  6',  c'.  Le  premier  théorème  consiste  en  ce  qu'il 
existe  un  cycle  tangent  aux  quatre  cycles  respective- 
ment tangents  aux  systèmes  de  semi-droites  :  abc^ 
ah' d ^  a'bc'^  a'b'c. 

Proposons-nous  de  chercher  le  cycle  tangent  aux 
trois  cycles  abc,  a'bc\  a'b'c,  dont  le  premier  sera 
désigné  par  O.  Il  faut  d'abord  chercher  l'axe  de  simi- 
litude. Or,  la  droite  AC  est  une  tangente  commime 
aux  cycles  O  et  a' bc' ,  et  les  points  B  et  B'  d'où  partent 
deux  couples  de  tangentes  respectivement  parallèles 
sont  homologues  dans  l'Iiomolhétie  des  deux  cycles. 
Donc,  le  centre  de  similitude  de  ces  deux  cycles  est  le 
point  d'intersection  Q  de  AC  et  de  BB'.  Soient  de 
même  P  et  K  les  intersections  lespectives  de  BC  et  AC 
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avec  AxV  et  CC  L'axe  de  similitude  cherché  est  la 
droite  QR,  et  les  droites  PR  et  PQ  sont  les  axes  de 
similitude  des  deux  autres  systèmes  de  trois  cycles 
comprenant  le  cycle  O. 

On  peut  remarquer  que  les  trois  droites  AP,  RQ, 
CR  passent  par  le  centre  d'homothétie  des  triangles 
ARC,  A'R'C,  ce  qui  nous  dispensera  à  l'avenir  de  tra- 
cer le  triangle  A'R'C.  Tl  suffira,  pour  figurer  les 
points  P,  Q,  R,  de  joindre  A,  R  et  C  à  un  point  quel- 
conque I  du  plan  et  de  prendre  les  intersections  des 
trois  droites  ainsi  obtenues  avec  les  côtés  du  triangle 
ARC  {fig.  5). 

Fig.  5. 


Pour  continuer  la  constriiclion,  il  faut  mener  tie  Q 
et  de  R  des  tangentes  au  cercle  O.  Nous  prendrons  les 
côtés  mêmes  du  triangle  qui  touchent  le  cercle  en  E 
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et  F;  puis  nous  joindrons  EF  qui  icnconlre  QR  en  G. 
Enfin,  il  faut  joindre  le  point  G  au  point  de  contact  de 
la  semi-droite  tangente  à  O  et  parallèle  à  l'une  des 
tangentes  communes  aux  deux  autres  cycles.  Or,  B'C' 
est  l'une  de  ces  tangentes  communes  et  BC,  qui  touche 
le  cycle  O  en  D,  est  bien  la  semi-droite  tangente  à  O 
et  parallèle  à  B'C.  Donc,  nous  joindrons  GD,  qui 
coupe  le  cycle  O  en  un  second  point  M;  M  sera  le  point 
de  contact  d'un  cycle  tangent  aux  trois  cycles  considé- 
rés. Le  théorème  sera  donc  démontré  si  l'on  fait  voir 
qu'on  retrouve  le  même  point  M  quand  on  répète  la 
construction  précédente  en  partant  d'une  autre  combi- 
naison du  cycle  O  avec  deux  des  trois  autres  cycles. 

Si  G,  H,  R  sont  les  points  d'intersection  respectifs 
de  EF  et  RQ,  FD  et  PR,  DE  et  PQ,  il  suffira  de  mon- 
trer que  les  droites  GD,  HE,  FK.  passent  par  un  même 
point  situé  sur  le  cercle  O.  Je  dis  que  cela  revient  à 
prouver  que  le  triangle  GHR  est  autopolaire  par  rap- 
port à  ce  cercle.  Supposons,  en  effet,  que  G  et  K. 
soient  deux  points  conjugués  par  rapport  à  ce  cercle, 
et  soit  M,  l'intersection  de  GD  avec  FK.  La  polaire 
de  G,  par  rapport  à  l'angle  EKF,  doit  couper  EF  au 
point  conjugué  de  G,  et,  comme  elle  passe  au  point  K, 
elle  se  confond  avec  la  polaire  de  G  par  rapport  au 
cercle.  Donc,  elle  coupe  GD  en  un  point  qui  est 
conjugué  de  G  à  la  fois  par  rapport  à  M|  D  et  à  MD, 
ce  qui  exige  que  les  points  M  et  Mj  se  confondent, 
c'est-à-dire  que  M|  soit  sur  le  cercle  O.  On  prouverait 
de  même  que  EH  passe  aussi  au  même  point  M. 

On  peut  ajouter  que  la  polaire  de  G  devant  passer 
par  H  et  par  A,  les  trois  côtés  du  triangle  GHlv 
passent  respectivement  par  les  trois  sommets  du 
triangle  ABC. 

Il  reste  à  démontrer  que  le  triangle  GHK.  est  auto- 
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polaire,  ou,  plus  simplement,  que  G  et  K  sont  conju- 
gués par  rapport  au  cercle  O. 

A  cet  efl'et,  considérons  {^fig'  6)  un  triangle  ABC  et 


Fig.  6. 


un  point  fixe  G  autour  duquel  nous  ferons  pivoter  une 
droite  qui  rencontre  AB  en  R  et  AC  en  Q.  Joignons 
RC  et  QB  qui  se  coupent  en  I,  puis  AT  qui  détermine 
sur  BC  un  point  P.  Je  dis  que  la  droite  PQ  coupe  BG 
en  un  point  qui  reste  fixe  quand  RQ  pivote  autour 
de  G.  Soit,  en  effet,  K  ce  point  d'intersection,  et  soient 
aussi  S  et  ï  les  intersections  respectives  de  PQ  avec 
AB  et  GA.  A  cause  du  quadrilatère  QIPC,  la  division 
ABRS  est  harmonique  ;  il  en  est  donc  de  même  du 
faisceau  G. ABRS,  de  la  division  TKQS  et  enfin  du 
faisceau  A. TK.QS  ou  A.GKCB.  Donc  AK  est  la  po- 
laire de  G  par  rapport  à  l'angle  BAC  et  le  point  K.  est 
fixe  à  l'interseclion  de  GB  avec  cette  polaire. 

Cela  posé,  considérons  {^fig-  7)  une  conique  DEF, 
inscrite  dans  le  triangle  ABC;  D,  E,  F  étant  les  points 
de  contact.  Prenons  le  point  fixe  G  sur  EF.  Le  point  D 
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peut  être  considéré  comme  une  des  positions  du 
point  P,  puisque,  d'après  le  théorème  de  Brianchon, 
les  trois  droites  AD,  BE,  CF  sont  concourantes.  Donc 
le  point  fixe  fC  est  à  l'intersection  de  GB  et  ED. 
Gomme  le  point  K  est  sur  la  polaire  de  G  par  rapport 


à  l'angle  A,  laquelle  est  aussi  la  polaire  de  G  par  rap- 
port à  la  conique,  les  points  G  et  K  sont  conjugués 
par  rapport  à  la  conique  (').  Si  maintenant  nons 
construisons  le  triangle  PQR  comme  j)récédeniment, 
en  faisant  passer  RQ  par  G,  la  droite  PQ  ira  passer  au 
point  K.  Inversement,  si  l'on  construit  d'abord  le 
triangle  PQR  en  se  donnant  le  point  I,  on  prendra 
pour  G  l'intersection  de  EF  et  de  RQ,  et  la  droite  PQ 
coupera  la  droite  BG  au  point  R  conjugué  de  G  par 
rapport  à  la  conique.  Or,  c'est  précisément  la  construc- 
tion qni  a  été  faite.  Donc,  le  triangle  GHIv  est  bien 
autopolaire.  c.  q.  f.  d. 


(')  Cela  résulte  aussi  du  théorème  démontré  dans  la  première 
Partie  de  ce  travail,  puisque  la  droite  GK  passe  par  le  point  B  d'où 
partent  les  tangentes  BD  et  BF. 
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Remarque.  —  Le  point  M  ne  clé[)end  que  du 
triangle  ABC  et  du  point  I. 

De  plus,  si  l'on  fait  pivoter  la  droite  RQ  autour  du 
point  G,  le  lieu  du  point  I,  intersection  des  droites 
homographiques  BQ  et  CR,  est  une  conique  qui  passe, 
comme  on  le  reconnaît  facilement,  par  les  trois  points 
A,  B,  G  et  le  point  de  concours  w  des  trois  droites  AD, 
BE,  GF.  Si  le  point  G  reste  fixe,  il  en  est  de  même  des 
points  H  et  K  et,  par  conséquent,  du  point  M.  On  peut 
donc  ajouter  au  premier  théorème  de  M.  Bricard  la 
remarque  suivante  : 

Le  cycle  tangent  aux  quatre  cycles  considérés 
touche  le  cycle  inscrit  au  triangle  ABG  en  un  point 
qui  reste  fixe  quand  on  remplace  le  triangle  A'B'G' 
par  un  autre  en  conservant  le  centre  d homolhétie 
des  deux  triangles  ou  même  en  déplaçant  ce  centre 
d' homothétie  sur  une  conique  circonscrite  au  triangle 
ABG  et  passant  par  le  point  de  concours  des  trois 
droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  aux 
points  de  contact  du  cycle  inscrit. 

On  peut  remarquer  aussi  que  les  côtés  du  triangle 
GHK  sont  tangents  à  cette  conique. 

Si  l'on  fait  une  perspective  pour  remplacer  le  cercle  O 
par  une  conique,  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

Considérons  une  conique  inscrite  dans  un  triangle 
ABG  et  le  faisceau  des  coniques  circonscrites  à  ce 
triangle  et  passant  par  le  point  de  concours  des 
droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  aux 
points  de  contact  D,  E,  F  de  la  conique  inscrite.  Le 
triangle  formé  par  les  tangentes  en  A,  B,  G  à  l'une 
quelconque  des  coniques  du  faisceau  est  homolo- 
gique  au  triangle  DEF,  et  le  lieu  du  centre  d'homo- 
logie  est  la  conique  inscrite  considérée. 
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Enfin,  je  signalerai  les  propriétés  suivantes  : 

Nous  savons  déjà  que  les  deux  Irianji^les  GHK  et 
DEF  sont  homologiques,  avec  M  pour  centre  d'homo- 
logie.  Je  dis  que  l'axe  d'honiologie  de  ces  deux  trian- 
gles passe  au  point  to.  En  efifet,  soit  {^Jig-  5)  G'H'K' 
cet  axe.  G'  est  conjugué  de  G  par  rapport  à  EF  et 
K'  de  R  par  rapport  à  ED.  Donc,  les  trois  droites  GK, 
G'K',  FD  passent  par  un  même  point  et  lorment  un 
faisceau  harmonique  avec  la  droite  qui  joint  ce  point 
au  point  E.  Alors  la  division  déterminée  par  ce  faisceau 
sur  la  droite  BE  doit  être  harmonique.  Or  précisément, 
à  cause  du  quadrilatère  BFtoD;  le  point  to  est  conjugué 
du  point  B  par  rapport  au  segment  compris  entre  E  et 
FD.  Donc,  la  droite  G'H'  passe  bien  au  point  to. 

Le  triangle  DEF  est  autopolaire  par  rapport  à  la 
conique  des  quatre  points.  En  effet,  la  droite  EF  qui 
passe  par  G  pôle  de  BC,  puisque  GB  et  GC  sont  deux 
tangentes,  et  qui  coupe  Ato  au  point  conjugué  de  D 
par  rapport  à  Ato  à  cause  du  quadrdatère  AFtoE,  est 
bien  la  polaire  du  point  D, 

La  tangente  en  oj  à  la  conique  des  quatre  points  est 
l'axe  d'homologie  G'H'K.',  car  le  pôle  de  oj,  devant  être 
sur  AH  tangente  en  A  et  sur  EF  polaire  de  D,  est 
en  G'. 

Enfin,  le  point  M  est  le  pôle  de  l'axe  d'homologie 
des  deux  triangles  ABC,  DEF.  En  effet,  le  pôle  de  GD 
se  trouve  à  l'intersection  D'  de  BC,  polaire  de  G,  et 
EF,  polaire  de  D.  De  même,  les  deux  autres  droites 
HE  et  KF,  qui  passent  aussi  en  M,  ont  leurs  pôles  aux 
points  E'et  F',  où  se  coupent  CA  et  DF,  puis  AB  et  ED. 
La  polaire  du  point  M  est  donc  bien  la  droite  D'E'F'. 
Ainsi  la  conique  DEF  est  le  lieu  des  pôles  de  la 
droite  fixe  D'E'F'  par  rapport  aux  coniques  du 
faisceau,  {A  suivre,) 
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COXSTRLCTIOX  DES  CEXTRES  DE  COLRBLRE  DES  LIGVES 
DÉCRITES  PE\DAXT  LE  DÉPLACEMENT  D  LXE  FIGIRE 
PLA\E  SIR  S0\  PLAX ; 

Par  m.  FARID  BOULAD, 

Ingénieur  au  Service  des  ponts  des  chemins  de  fer 
de  l'État  égyptien. 


Nous  nous  proposons  de  donner  ici  deux  nouvelles 
constrtictions  géométriques,  très  simples,  des  centres 
de  courbure  des  courbes  décrites  pendant  le  mouve- 
ment plan  d'une  figure  plane  invariable  de  grandeur 
dont  deux  points  décrivent  deux  courbes  connues  dans 
le  plan  de  cette  figure. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  courbes  connues 
sont  des  droites,  nous  avons  été  conduit  à  une  con- 
struction géométrique  très  simple,  comme  celle  donnée 
par  M.  Mannheim,  pour  le  centre  de  courbure  des 
coniques. 

Nous  justifierons  ces  constructions  par  une  démon- 
stration purement  géométrique  indépendante  de  la 
considération  de  ce  mouvement  comme  étant  un  mou- 
vement épicycloïdal. 

Nos  constructions  consistent  dans  les  deux  solu- 
tions ci-après  i"  et  2"  de  l'important  problème  de 
Cinématique  (*  ). 

Une  figure  plane  invariable  de  forme  se  déplace 

(')  Qu'il  nous  soit  permis  de  remercier  ici  le  D'  Grindly,  direc- 
teur de  l'Ecole  polytechnique  du  Caire,  pour  avoir  bien  voulu 
nous  renseigner  sur  les  recherches  déjà  faites  sur  cette  question. 
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sur   un  plan    de    façon    (/ne    deux  points   A   e^    B 
{Jig.  i)  de  celte  figure   restent  respectivement  sur 

Fig.   I. 


deux  courbes  (  Aj  et  (B)  :  on  demande  de  construire 
le  centre  de  courbure  y  de  la  courbe  (C)  décrite  par 
un  point  (quelconque  C  de  cette  figure,  connais- 
sant, pour  une  position  quelconque  AB,  les  centres 
de  courbure  %  et  "^  respectivement  relatifs  aux 
courbes  (A)  e^  (B). 

1°  Si  a  et  b  sont  les  points  de  rencontre  respectifs 
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des  deux  normales  AI  et  Bl  en  A  et  B  avec  une  per- 
pendiculaire quelconque  à  la  droite  \s  qui  joint  le 
centre  instantané  de  rotation  I  au  point  de  con- 
cours s  des  droites  AB  et  a|i,  le  cercle  circonscrit  aux 
trois  points  a,l,b  coupe  orthogonale  ment,  enl,le  lieu 
de  ce  centre.  Pour  avoir  le  centre  de  courbure  v 
répondant  à  un  point  C,  il  suffit,  si  la  normale  IC 
rencontre  en  c  le  cercle  {a\b)^  de  joindre  le  centre 
de  courbure  a  au  point  de  concours  t  de  la  droite  AC 
avec  la  perpendiculaire  \t  à  la  corde  ac,  par  une 
droite  t'j.  cpii  coupe,  en  v,  la  normale  IC. 

1"  Si,  par  le  point  de  rencontre  v  de  la  droite  AB 
avec  la  parallèle  \v  menée  par  \  à  la  droite  a|i,  on 
mène  à  la  droite  \s  une  parallèle  qui  coupe  respec- 
tivement en  a'  et  b'  les  deux  normales  Al  et  BI,  le 
cercle  circonscrit  aux  trois  points  cilb'  est  le  cercle 
des  injlexions  de  M.  Bresse.  Si  V on  appelle  c'  le 
point  de  rencontre  de  ce  cercle  avec  la  normale  IC 
et  u  le  point  de  concours  de  la  droite  AC  et  de  la 
corde  a! d .,  la  parallèle  menée  par  a  à  la  droite  \u 
coupe  AC  au  centre  de  courbure  v. 


DitMOXSTRATION. 

i"  Appelons  6  el  to  les  angles  que  font  respective- 
ment les  normales  AI  et  BI  avec  un  axe  quelconque  du 
plan  do  la  figure.  Désignons  par  f/(A),  fl^(B)  et  d[\) 
Ifs  difrérenlielles  des  arcs  des  courbes  (A),  (B)  et  (I) 
aux  |)oinls  correspondants  A,  B,  I.  Soient  m  et  n  les 
poiiits  de  rencontre  de  la  normale  \n  au  lieu  (I)  avec 
les  perpendiculaires  élevées  en  a  et  'j  aux  normales  AI 
et  BI.  D'après  la  formide  (III)  indiquée  dans  le  Cours 
de.  Géométrie  infinitésimale  de   noire  ancien  profcs- 
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seur  M.  d'Ocaghe,  p.  aSg,  on  a 

rf(  A  )  =  A  a  r/0,         rf(  B  )  =  B  ^  rfw 


et 
d'où 


d{l)  =  [m  d^i  =  l  n  c/to, 
d(X)        Aa.r« 


d(k) 

rf(B) 

lA 

~  IB 

Aa.  1  n. 

IB 

d(B)        Bp.Im' 
mais,  comme  on  a 


on  en  déduil 


Bp.Im.IA 

Or,  le  triangle  al|j,  coupé  par  la  transversale  .çAB, 
donne 

Aa.fB.vp  ~  '■ 

Multiplions  membre  à  membre  ces  deux  dernières 
relations,  et  appelons  n'  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  n  sur  lA;  il  vient 

sa         \  /n  la 

s  ji         In         In' 

ce  ([ui  montre  que  la  droite  pn'  est  parallèle  à  I5,  et, 
comme  In  est  la  normale  au  lieu  (l),  il  en  résulte  la 
proposition  suivante  : 

3"  Un  cercle  quelconque,  tangent  en  i  au  lieu  de 
ce  point,  détermine,  sur  deux  normales  quelconques 
lA  et  IC  aux  trajectoires  de  deux  points  quelcon- 
ques A  et  C  de  la  figure  considérée,  deux  points  a' 
et  c'  tels  que  la  corde  a'c' est  parallèle  à  la  droite  It. 

Or,  en  verlu  d'un   théorème  bien  connu  de  Géomé- 
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trie  élémentaire,  si  a  et  c  sont  les  points  de  rencontre 
respectifs  de  deux  droites  quelconques  lA  et  IC  avec 
un  cercle  quelconque  (aie)  qui  coupe  orthogonale- 
ment  en  un  point  I  un  autre  cercle  (a'I6'),  les  deux 
cordes  ac  et  de'  sont  rectangulaires. 

Par  suite,  la  droite  \t  est  perpendiculaire  à  la 
corde  ac. 

3°  Les  droites  pI  et  va!  étant,  par  hypothèse,  res- 
pectivement parallèles  aux  droites  s^  et  5T,  on  a 

^^'  Aa  ~  Â5  "■    AI  * 

Pour  démontrer  que,  dans  ce  cas,  le  cercle  (a'I6) 
est  le  cercle  des  inflexions,  il  suffît  de  montrer  que  le 
centre  de  courbure  répondant  à  un  point  quelconque 
c'  de  ce  cercle  est  rejeté  à  l'infini. 

Or,  si  nous  appelons  r  le  point  de  rencontre  de  la 
droite  Ac'  avec  la  perpendiculaire  I^  à  la  corde  ac,  le 
point  de  concours  des  droites  ra  et  le'  est,  d'après  la 
construction  (1°),  le  centre  de  courbure  correspondant 
au  point  e'.  Je  dis  que  ces  deux  droites  ra  et  le'  sont 
parallèles. 

En  eSet,  la  droite  \rt  est,  d'après  la  proposition  (3°), 
parallèle  à  la  corde  ac',  et  Ton  a,  en  se  rapportant  aux 
rapports  (i), 

Ar  _    AI    _  Aa 
Ac'        A  a'  ~  AI 

Remarque. .  —  Les  constructions  précédentes  s'ap- 
pliquent aussi  à  la  recherche  du  centre  de  courbure  de 
l'enveloppe  d'une  droite  du  plan  d'une  figure  inva- 
riable, en  déterminant  le  centre  de  courbure  de  la  courbe 
décrite  par  le  point  qui  est  à  l'infini  sur  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  I  sur  la  droite  considérée. 
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FIGURE  DONT  DKUX  POINTS  DÉCRIVENT  DES  DROITES. 

En  appliquant  la  construction  (3°),  dans  le  cas  par- 
ticulier OÙ  les  deux  points  A  et  B  {fig.  2)  restent  sur 

Fig.  2. 


deux  droites  OA  et  OB,  nous  avons  été  conduit,  pour 
ce  cas,  à  la  construction  suivante  très  simple  du  centre 
de  courbureyde  la  trajectoire  d'un  point  quelconque  C  : 

Par  le  point  h  où  la  droite  OC  coupe  la  perpen- 
diculaire Ih  à  IC,  mener  à  la  droite  01  la  paral- 
lèle hk  qui  coupe  IC  au  centre  cherché  y. 

Cette  construction  se  comprend  aisément,  par  simple 
inspection  de  la  figure  et  en  remarquant  que,  d'après  la 
proposition  (3"),  le  cercle  circonscrit  au  quadrilatère 
IBOA  est  tangent  au  lieu  du  centre  instantané  de  rota- 
lion  I,  et  que  les  deux  figures  c'AIO  et  IJ'^h  sont 
homotliétiques.  Elles  ont  C  comme  centre  d'homo- 
thétie. 
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[N^S] 

l\  THÉORÈME  SIR  LES  CO^T.RlE^CES  DE  COIRBES  ; 

Par  m.  Lucien  GODEAUX. 


1.  Considérons  une  congruence  N  de  courbes 
d'ordre  k  telle  que  par  un  point  quelconque  passent 
p  courbes  de  cette  congruence  (^ordre),  et  qu'une  droite 
quelconque  soit  bisécante  de  cj  courbes  du  système 
(classe). 

Les  courbes  de  la  congruence  N  marquent  sur  un 
plan  7c  des  groupes  d'une  homographie  planaire  H 
d'ordre  p{k  —  i)  -\-  i  et  de  classe  q.  Cette  homogra- 
phie jouit  de  la  propriété  suivante  :  un  point  quel- 
conque appartient  à  p  groupes  de  l'homographie. 

2.  Les  courbes  de  la  congruence  N  qui  s'appuient 
en  un  point  sur  une  droite  quelconque  d  engendrent 
une  surface.  Désignons  par  Sm  cette  surface,  m  étant 
l'ordre  de  la  surface.  En  d'autres  termes,  soit  m  le 
nombre  de  courbes  de  la  congruence  N  qui  s'appuient 
sur  deux  droites  quelconques. 

La  droite  d  est  évidemment  une  droite  multiple 
d'ordre/)  de  la  surface  S,„. 

Si  l'on  suppose  que  le  plan  t.  du  n°  1  passe  par  la 
droite  d^  on  voit  que  les  points  du  plan  —  qui, avec  les 
points  de  la  droite  d,  forment  des  groupes  de  l'homo- 
graphie H,   engendrent    une   courbe  c  d'ordre  m  — p. 

3.  La  courbe  c  rencontre  la  droite  d  en  m — p 
points. 


(  ''"^3  ) 

Parmi  ces  points,  il  j  en  a  2^  qui  appartiennent  aux 
groupes  de  l'homographie  H  qui  ont  deux  points  snr 
la  droite  cl.  Ils  sont  marqués  par  les  courbes  de  la  con- 
griience  N  qui  admettent  cl  comme  hisécante. 

Les  points  restants  se  correspondent  à  eux-mêmes; 
ils  ne  peuvent  donc  provenir  que  des  courbes  de  la 
congruence  N  tangentes  au  plan  iz.  On  sait  que  le  lieu 
des  points  de  contact  des  courbes  d'une  congruence 
avec  un  plan  est  une  courbe.  Si  l'on  désigne  par  n 
l'ordre  de  celte  courbe,  on  a  le  théorème  : 

Si  m  est  l'ordre  de  la  surface  engendrée  par  les 
courbes  d'une  congruence  d'ordre  p  et  de  classe  q 
s' appuyant  sur  une  droite,  et  n  l'ordre  de  la  courbe 
lieu  des  points  de  contact  des  courbes  de  la  même 
congruence  avec  un  plan,  on  a 

m  —  n  ^  p  -\-  iq. 

Dans  le  cas  où  ^  =  i,  l'homographie  H  devient  une 
involution  d'ordre  k  et  le  théorème  est  connu  ('). 


COIIRKSPOXBA^CE. 


M.  Têtu.  —  Un  tlicorème   bien  connu  de  Géométrie  est  le 
suivant  : 

La  projection  de  la  normale  en  un  point  d'une  ellipse, 
sur  les  rayons  vecteurs  de  ce  point,  est  constante. 

Ce  théorème  se  généralise  ainsi  : 

Soit  a  un  point   d'une  conique  A:  de  ce  poi/it  on   nx'ne 

(')    l'FKiîETTi,    Suffa    generazione  dette   involuzioni  di  classe 
zéro  ed  uno   {Bendiconli  di  Palertno,  t.  WII,  1900,  p.  3ii-326). 
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une   tangente  aT  à    une   conique   B    homofocale  à  \;   la 
projection  de  la  normale  en  a  à  A  sur  aT  est  constante. 

Cette  généralisation  est  une  conséquence  immédiate  de  la 
propriété  signalée  dans  la  question  2039. 


CERTIFICATS  D'ANALYSE  SUPERIEURE. 


Lyon. 

Épreuve  pratique.  —  Soient 

x'i  =  Ji{xx,  .  .  .,  x„:  ai,  a.2,  .  .  . .  ar) 
(z  =  i,-2,  ...,  n) 

les  équations  d'un  groupe  G  de  transformations. 

1°  Etablir  les  équations  différentiel  les  auxquelles  satis- 
font les  x\  considérées  comme  fonctions  des  a. 

i\.  B.  —  On  n'examinera  pas  la  réciproque. 

1°  Considérant  comme  connue  la  théorie  des  groupes  à 
un  paramètre,  appliquer  les  équations  trouvées  à  la 
construction  des  sous-groupes  à  un  paramètre  contenus 
dans  G. 

3°   Calculer  l'invariant  différentiel  du  troisième  ordre 

du  groupe 

ay  -H  b 


X  =x,         y  = 


<^y 


y  étant  considéré  comme  fonction  de  x. 

N.  B.  —  Employer  successivement  les  équations  finies  et 
les  transformations  infinitésimales  du  groupe. 

Épreuve  pratique.  —  Soient 

l'hyperbole  équilatère  x- — y^  =  i  ; 
A  le  sommet  y  =  o^  x  ^  i\ 
O  le  centre  de  l'hyperbole  ; 

M  un  point  de  l'hyperbole  et  MP  son  ordonnée  ; 
OiVIA  le  secteur  mi rtiligne,  où  AM  est  l'arc  de  l'hyper- 
bole. 
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Déterminer  M  par  la  condition  suivante  : 

3 
aire  secteui-  OMA  =  7  x  aire  triangle  OMP. 
4 

N.  B. —  On  posera 


I  / 

-           —  -  \ 

I 

x=  -\ 

ve2  +  ^    M, 

y  =  - 

1 

1 

-) 


et  Von  calculera  le  u  du  point  iVI. 

(Novembre  1906.) 


Nancy. 

Épreuve  théorique.  —  1.  Développement  d'une  fonction 
analytique  uniforme  d'une  variable  complexe  au  voisi- 
nage d'un  point  singulier  isolé. 

II.  On  considère  l'équation 

x'»-\-  x^  —  3  a?2  -f-  4  37  —  4  =  0. 

1°  Démontrer  qu'elle  est  irréductible  dans  le  domaine 
de  rationalité  formé  par  les  nombres  entiers  et  fraction- 
naires. 

2"  Montrer  que,  si  elle  admet  la  racine  x^,  elle  admet 

a  a"i         ,  ,  , 

en  même  temps  la  racine  x^=^  r'  o"  a  et  0  sont  deux 

^  '       x^-\-  b 

nombres  entiers  convenablement  choisis.  Déterminer  ces 
entiers. 

3"  Quels  renseignements  la  propriété  précédente  donne- 
t-elle  sur  le  groupe  de  Galois  de  l'équation  ? 

4"  A  Vaide  de  cette  propriété,  résoudre  l'équation. 

l-PHEi  VK  PRATIQUE.  —  Calculer  l'intégrale 


J 


V  --^  -  —  '■>-    , 
[lou(  n-  ;;jj- 


étendue  à  la  circonférence  de  rayon  -  ayant  pour  centre 

le  point  z  =  o  et  parcourue  dans  le  sens  direct.  On  pren- 
dra pour  le  radical  et  le  logarithme  les  déterminations 
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qui  résultent ,  par  continuité   le   long  du    rayon  Oa",  des 
déterminations  initiales  i^i  et  o  au  point  O. 

(Octobre  1906.  ; 

Epreuve  théorique.  —  I.  Démontrer  qu'une  fonction  f{x) 
de  la  variable  réelle  x  finie  et  continue  dans  un  inter- 
valle (a,  b)  est  dé^'eloppable  en  une  série  de  polynômes 
entiers  en  x,  uniformément  convergente  dans  l'inter- 
valle (a,  b). 

Généraliser  cette  propriété  pour  une  fonction  f(  x  )  finie 
et  continue  pour  les  valeurs  réelles  de  x. 

II.    Déterminer    une   fonction    analytique  f{z)    de    la 

variable   complexe  z  =  x -h  iy  par   la   condition  que   sa 

x 

partie    réelle   soit  une    fonction   de  et  que   de 

^  •'  I  — j--  — 1-  •' 

plus  on  ait  f  (o)  =  o,  y  (o)  =  i. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  les  périodes  de  l'intégrale 


i: 


t/i  —  z^  dz. 

(Juin  1907.) 


Épreuve  théorique.  —  Equations  de  Monge-Ampère. 
Origine  de  la  forme  de  ces  équations.  Intégrales  inter- 
médiaires. Intégration  des  équations.  Ajiplication  à 
Vintégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  développables. 

II.   On  donne  l'équation  aux  dérivées  partielles 

P  —  q-  =  x^y-^  z. 

Trouver  Vintégrale  z  qui  se  réduit  à  ly  pour  x=-o. 

(Octobre  1907.) 

Épreuve  théorique.  —  I.  On  considère  l'équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre 

(x)  F(a-,  j,  z,  p,  </)  =  o, 

où  ¥  désigne  un  polynôme  indécomposable;  soit  z  =  <p(a*,  >') 
une    intégrale   quelconque.    Démontrer  que,  si  cette  inté- 
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grale  ne  satisfait  pas  à  la  fois  aux  deux  équations 

d¥  dV 

dp  oq 

elle  sera  donnée  par  le  théorème  de  Cauchy.   Définir  les 
intégrales  singulières  de  l'équation  (i). 

II.  On  donne  l'équation  aux  dérivées  partielles 

ùz  i)z  dz  dz 

et  l'on  pose 

^2 -I-  ^3  -t- •  •  • -*-  -^/i  =  t- 

Chercher   les   intégrales  qui  ne  dépendent  que  de  x^  et 

de  t.     Trouver,  parmi  elles,  celle   qui   se    réduit   à 

pour  x\  =  o  et  écrire  son  développement  en  série  pour  les 
valeurs  suffisamment  petites  de  t. 

III.  Intégrer    l'équation     aux    dérivées    partielles   du 
second  ordre 

z^(rt  —  s^)-\-  z(i-+-  q'^)r  —  9pq  zs 

-^  z( \  -h  p"^  )  t  -^  i  -{- p^  -^  q^  =  o 

et  vérifier  le  résultat. 

Épreuve  pkatique.  —  Intégrer  le  système 

XiPi -+-  ^s a"5/>3  —  .r^ Xsp^  —  {i^xDps^o, 
en  employant  la  méthode  de  Mayer.  (Juin  1907.) 

Toulouse. 

Éphkuvk  TiiKORioiE.  —  I.   (^ n  donne  l'équation  aux  déri- 
vées partielles 

i^x^  +  y"^  -^  z-  —  a"^  )  (\  -\-  p-  -\-  q-  )  —  (px  -\-  qy  —  zf  —  o 

qui  définit    une  famille  de  surfaces  en   coordonnées  rec- 
tangulaires : 


(  i4o  ) 

i"  Que  devient  cette  équation  si  l'on  fait  un  changement 
de  coordonnées  rectangulaires  en  conservant  l'origine? 

1°  Former  les  équations  dijjérentielles  des  caractéris- 
tiques de  cette  équation.  Montrer  que  les  caractéristiques 
sont  des  courbes  situées  dans  des  plans  passant  par  l'ori- 
gine, et  que  ces  plans  coupent  à  angle  droit  les  sur/aces 
intégrales. 

Trouver  la  développée  d'une  caractéristique. 

3»  Indiquer  le  mode  de  génération  des  surfaces  inté- 
grales qui  résulte  des  résultats  précédents  et  en  conclure 
que  la  seconde  famille  de  lignes  de  courbure  est  formée 
de  courbes  sphériques. 

II.   Soient  une  forme  binaire  biquadratique 
f{x,  y)  =  aox^ -h  ^aix^y  -+-  Qa^x^y^-^  ^a^xy^-h  a»^* 
et  ses  deux  invariants 

yj=  aotti— 4a,a3-H  3a|,         /i  — 

Soit  li{x,  y)  le  hessien  de  f{x^  y). 

Trouver  la  condition  pour  que  les  quatre  points  repré- 
sentés par  l'équation  H  =^  o  forment  une  division  harmo- 
nique. 

ÉpREUVii   PRATIQUE.  —   Calculer  l'intégrale 


(to 

a, 

«î 

a, 

aj 

«s 

«2 

«3 

«V 

/ 


dx 


r> 


('Juillet  1907.) 


Épreuve  théorique.  —  I.   Soit  la  forme  cubique 
f{^i  y)  —  aoX^-\-  "ia^x'^y  -+-  "ia^xy-^  «3  J*  ; 

on  demande  de  ramener  f{x,  y)  à  une  tomme  de  deux 
cubes,  en  employant  la  théorie  des  invariants,  et  de  faire 
par  cette  méthode  la  discussion  de  l'équation  f(x,  y)  =  0. 
(On  ne  demande  pas  de  donner  l'expression  explicite 
des  racines.) 

II.   Soient   X,  y,  i    les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
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point  m  dhine  courbe  gauche  exprimées  en  fonction  de 
l'arc  s;  soient  u,  v,  w  trois  fonctions  de  s  qui  représentent 
les  cosinus  directeurs  d'une  droite  passant  par  m  et  nor- 
male à  la  courbe.  Les  formules 

X  =  a:  -H  «/,  Y  =:  y  -\-  vt,  Z  =  z  -h  wt 

représentent,  en  fonction  des  deux  paramètres  s  et  #,  les 
coordonnées  d'un  point  de  la  surface  réglée  la  plus  gé- 
nérale. 

Former  V équation  entre  s  et  t  qui  définit  les  lignes 
asymptotiques  de  la  surface.  Utiliser  cette  équation  pour 
trouver  les  surfaces  réglées  dont  les  rayons  de  courbure 
principaux  sont  en  chaque  point  égaux  et  de  signes  con- 
traires. 

ÉpREUYE  PRATIQUE. —  Les  Variables  u  et  z  étant  liées  par 
l'équation 

u^  —  \uz  —  I  =  o, 

/j  ^ 
—  lorsque  z  décrit  dans  le  demi- 
plan    supérieur   la    demi-circonférence     qui  va   du  point 
z  =  —  I  au  point  ^  =  -i-  i. 

On  suppose  que,  pour  z  =  —  t,  u  prend  une  valeur  po- 
sitive. (Novembre  1907.) 


CERTIFICATS  DE  MÉCWIQIE  RVTIO\\ELLE. 


Marseille. 


Épreuve  théorique.  —  En  deux  points  fixes  A  et  B,  situés 
à  une  distance  a,  sur  une  même  horizontale,  sont  arti- 
culées les  extrémités  de  deux  tiges  identiques  AC,  BU, 
homogènes,  de  longueur  a  et  de  poids  P.  Aux  extrémités 
G  et  D  de  ces  deux  tiges  sont  articulées  les  extrémités 
d'un  tube  CD  de  longueur  a  et  de  poids  P  dans  l'intérieur 
duquel  peut  glisser  avec  frottement  un  point  pesant  E  de 
poids  P. 


(     «42    ) 

Tout   le  système   est   priinilivement  sans    vitesse  et   les 

barres  AG,  BD  font  avec   la  verticale   an  angle  dont  la 

3 
tangente  est  -• 
4 

On  abandonne  le  système  à  lui-même  et  l'on  demande 
^A  /B 


quel  doit  être  le  coefficient  de  frottement  du  point  E  sur 
le  tube  CD  pour  que  ce  point  ne  se  déplace  pas  dans  le 
tube. 

Epreuve   pratique.    —   En  deux  points  A.  et  B  fixés  sur 
A\  /B 


une  même  horizontale  et  distants  de  2"",  on  attache  un  fil 
qui  a  S""  de  long  et  dont  on  néglige  le  poids. 

En  deux  points  G  et  D,  qui  partagent  le  fil  en  trois  par- 
ties égales,  on  attache  deux  poids  égaux  chacun  à  i''». 
Dans  la  figure  d'équilibre,  le  fil  a  la  forme  d'un  demi- 
hexagone  régulier. 

On  ajoute  i^  au  poids  attaché  en  D,  et  l'on  demande 
de  calculer  approximativement  le  déplacement  du  point  G. 

(Novembre  1907.J 

Montpellier. 

Ei'KEUVE  THÉORIQUE.  —  I.  Théorème  des  forces  vives  re- 
latif au  mouvement  des  systèmes. 

II.  Deux  points  matériels  pesants  M.  et  M',  de  masses 
égales  à  l'unité,  sont  reliés  par   un  fil  flexible  inexten- 


(  '43   I 

sible  et  sans  niasse,  de  longueur  donnée.  Le  point  .M  est 
assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  une  droite  fixe 
inclinée  sur  l'horizon.  Les  deux  points  sont  placés  dans 
le  plan  vertical  qui  passe  par  cette  droite  fixe,  et  aban- 
donnés sans  vitesses  initiales  aux  forces  qui  les  sollicitent. 
Trouver  leur  mouvement  ;  examiner  si  le  fil  reste  tendu. 

Epreuvk  pratique.  —  Un  disque  circulaire  A,  infini- 
ment mince  et  homogène,  mobile  autour  d'un  point  fixe  O 
situé  sur  sa  circonférence,  est  au  repos.  Un  second  disque 
circulaire  B,  infiniment  mince  et  homogène,  dont  la 
masse  est  triple  de  celle  du  disque  A,  est  animé  dans  le 
plan  de  A  d'une  translation  uniforme  parallèle  au  dia- 
mètre OC  de  A.  Les  deux  disques  sont  parfaitement  élas- 
tiques. 

Peut-on  choisir  le  point  où  le  disque  \i  choque  le 
disque  A  de  manière  que,  après  le  choc,  la  vitesse  du 
centre  de  B  soit  perpendiculaire  au  diamètre  OC  ? 

(Novembre  1907.) 


QUESTIONS. 


'209^.  D'un  point  M  variable  d'une  parabole  de  soniinel  O 
on  abaisse  les  deux  normales  dont  les  pieds  sont  P  et  Q.  Il 
existe  une  parabole  tangente  aux  côtés  du  triangle  MPQ  et 
ayant  son  foyer  en  O.  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  la 
droite  OM  avec  la  directrice  de  cette  parabole  est  une 
ellipse.  (E.-N.  Barisien.) 

2U9.3.  Etant  tloniio  un  tiianglc  a^Y'  """^  transversale  ren- 
contre les  côtes  pY^  ^((x.  a3  en  M,  N,  P,  et  l'on  considère  sur  [^y 
le  segment  AD  le  milieu  M  dont  les  extrémités  A  et  D  divisent 
liarmoniquement  ^y>  sur  y^-  1<'  segment  analogue  BE,  sur  a[i  le 
segment  analogue  CE;  les  six  points  .\,  D,  B,  E,  C,  E  sont  les 
sommets  d'un  quadrilatère  complet.  Si  la  droite  MNP  reste 
tangente  à  une  conique  S  circonscrite  au  triangle  ajiYi  chacun 


(  '41  ) 

des  quatre  côtés  DEF.  DliC,  EGA,  F.VB  du  quadrilatère  com- 
plet passe  par  un  point  fixe,  et  les  quatre  points  obtenus  sont 
les  sommets  d'un  (|uadrangle  dont  a^y  est  le  triangle  diagonal. 
Examiner  le  cas  particulier  où  la  conique  S  est  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  a^-,"  (Sur  ce  cas  particulier,  voir  Koehler, 
Exercices,  p.  177.)  (G.  Fontené.) 

2094.  Démontrer  que  les  cercles  bitangents  à  une  hyperbole 
et  ayant  leurs  centres  sur  1'ax.e  non  transverse  sont  vus  d'un 
foyer  sous  un  angle  fixe.  (M.  Têtu.) 


ERRATA. 


Page  44î  ligne  i4,  au  Heu  de 

Je      1-1- a  cos  y 


lire 

cos^ 


Jq     i  +  a  ce 


Page  96,  ligne  i,  remplacer  0  par  P. 


(    .45  ) 


[R7fa] 

SLU  LA  TIIKOUIE  HKS  l'KIM TKUATIOXS  DU  PE\D11LE  ; 

P.\R  M.  !.!•:  Commandant  I'.  Cil  VRBONNIER. 


1.  Nous  nous  proposons,  dans  le  problème  classi(|ue 
<lu  mouvement  du  pendule  simple,  de  donner  des  for- 
mules oénérales  ])ermellanL  le  calcul  des  perturbations 
i)roduiles  par  l'action  de  petites  forces  quelconques. 

Une  fois  ces  formules  élahlies,  la  solution  de  clia(pif! 
<-as  particulier  devient  très  simple  el  presque  immè'- 
'liale. 

La  division  de  noti'e  travail  est  la  suivante  : 

I.  lùahlissement  des   foi-mnles  ^ém-rales. 

II.  Le  mouvement  du  pendule  dans  un  un  lieu  n'sislan  t. 

IIL  (  îas  d'une  ((''sistancc   monoiuf. 

1\  .  [^a  fonction  perturbatrice  dt'pcnd  de  l'arc. 

\.  Pendule  avec  fd  élasti([ue. 

VI.  Pendide  de  longueur  varial)le. 


1.  —  établisse.mi<:nt  df.s  ioiîmi  r.ics  (;i<:ni<;i^\les. 

^.  Équation  différentielle  du  mouvement.  —  Soit  O 
Wf.ve  instanlani'  de  rotation  autour  ikupiel,  à  linslant 
actuel,  tourne  le  (il  ()M.  Dans  la  plupart  des  cas,  CJ 
point  O  sei'a  aljsoluinenl  ii\e. 

La  longueur  du  lil  est  /,  l'angle  de  OM  avec  la  vrrti- 
cale  est  0. 

Aj)pli(juons   le   théorème  des  moments  des  (/wf/i- 

Aiiii.  de  Mal/icnint.,  'i"  série,  t.  Vltl.  (  Vvril   i|)oS.)  lo 


tilés  (le  mouieme/K  reUiliveineul  à  un  axe  passant  en  O 
et  perpendiculaire  au  plan  d  oscillalion  du  pendule. 


(la 


La  vitesse  du   poini  M  est  /  —,  el  son  moment  |iai 


dt 
rapport  à  Taxe  j)assanl  en  ()   est  /- 

Fis.  I. 


dt' 


Les  forces  extérieures  se  rtVluisenl  à  la  gravité  Hr 
appliquée  en  ^L  dont  le  moment  est  ^/sinf). 

Quand  H  augmente,  cette  (brce  tend  à  diminuer 
langle.  On  aura  donc,  d  après  le  théorème  rappelé, 

d_  I .,  f/e 


(4!) 


'/sinO 


On  en  déduira  léquation  dillérentielle 


(U 


d-^^        2  dl  df) 


dt'- 


I   dt  dt 


sine 


3.  Mouvement  principal  du  pendule.  —  Nous  con^i- 
dérou^  comme  niouvrniriU  principal  celui  dun  pen- 
dule dont  le  til  conserve  une  longueur  constante  Iq  et 
qui  décrit  seulement  de  très  peliles  oscillations  autour 
de  la  verticale. 

Ainsi,  le  sinus  pourra  être  réduit  à  l'arc,  à  un  terme 
en  0-'  près,  qu'on  considérera  ensuite  comme  un  terme 
secondaire. 


(■^) 


(   «47  ) 

Dans  ces  condilions,   ré(|iialion  (i)  se  réduira  à 

f/2  0 


dt^ 


-h  A2 0  =  o. 


On  a  posé 


«0 


Soit  A   la   posilioii    iniliiile  du   |)eii(lule    qui   corres- 
j)i)ud  à  la  valeur  —  a  de  Fangle.  Le  [lenduie  oscille  de 

Fig.  2. 


A  en   A',  allant  de  — a  à  +  a.    L'arc  s  varie  de  —  i 
à  H-  T. 

On  aura,    pour  les  écpi;itions  finies  du  mouvement, 
en  intégrant  l'équation  (2), 


(•3) 


0  =  —  a  C0SA7,  -7-  =  A  a  sin  ht. 

dt 


Ce  sont  les  formules  ordinaires  du  |)endule. 
On    en   déduit,   en  faisant  -j-  =  o,    |)oui-  la  durée  T 
d'une  oscillation  simple  ày\  pendule  (do  A  en  A'), 

I^a  vitesse  —  =  fj'  est  mîixiMitini  au  point  le  plus  Im> 


(   '48  ) 
et  a  |)Our  expression,  en  faisant  kt  =  —, 

LV/./C  de  remontée  esl  égal  à  Varc  de  descente. 

i.  Forces  perturbatrices  —  Supposons  qu'une  petile 
force  accéléralrice  quelconque  vienne  à  agir  sur  le 
pendule.  Soil 


etp/o,^,  t 


dt 


la  fonction  qui,  d'une  façon  générale,  représente  l'accé- 
léralion  de  celle  foixe  estimée  suivant  la  direction  de 
Tare  élcmenlaire  décril  par  le  pendule. 

\y,\  fonction  o  esl  (pielconque,  avec  les  trois  variables, 

/VA 

\  angle  6,  la  vitesse  Q' =  -r-,  le  temps  t.  Le  nombre  e 

est  un  coefficient  que  nous  supposons  très  petit,  et 
dont  le  carré  sera  négligé  ;  l'In  j)Olhèse  initiale  est  que 
le  Mioiix  émeut  du  pendule  sera  très  |)eu  modifié  par 
I  inlroduclion  de  celte  force  perturbatrice. 

On  écrira  alors  l'équation  dillérenlielle  sous  la  forme 

d'-^        .„„  /,.   d^ 


5.  Développement  de  la  fonction  H.  —  L'angle  0, 
observé  au  teni])s  /,  esl  fonction  du  coefficient  £,  ei, 
à  cause  de  la  jielilesse  supposée  de  ce  coefficieni,  on 
pourra  déveloj)per  H  en  série  convergente,  suivant  ses 
puissances  ascendantes. 

On  posera,  par  suite, 

0  =  ()„-+-  sfJi-^E'-f),,  .... 

')„,  9|,  O.j.  .  .  .  élanl  des  fonctions  de  /,  inconnues,  «pTil 
s'aoii  de  déleruiiiier. 


(    '49  ) 
L'équalioi)  dillércnlielle  s  écrira  alors 


dt^    "^  '    dt^   ~^  '     dt^ 


y^2  o„-^£^2  0,^.2  ^2  0,^- 


Développons  la  fonclioii  cp  par  la  (oniuile  (leTaylor; 
il  viendra 

L  dt 

Annulaul  siiccessivenienl  les  iniilliplicateurs  de  î", 
c',  £-,  ...,  il  viendra  le  sjslènie  des  formules  sni- 
vanles  : 

dV- 

df- 

~1F- 


A-Ou  =  o, 

+  A-2  0., -H  0,'^;, 


,  M  =  o, 


dt 


(3  =  <) 


,// 


Avec  les  conditions  suivantes,  à  l'orij^ine  des  temps  : 
pour  /  =  o,  on  a 

d% 

—r-    =  O. 

dt 

f/O,  _  d()i  _       _ 


%  =   —  3!, 

f),  =  0,  =  . 


().    Fonction  'j„.  —    h^lle  repiésente  le  terme  principal 
de  la  série  et  elle  esl  dounée  par  les  formules  (3) 


6o  =  —  a  cosA7, 


d% 
dt 


—  A  a  sin/i7. 


i^a  durée  T  d'une  oscillalioi}  simple  du  mouvenu'ul 


principal  esl 


•f  =  z> 


La  vitesse  au  poinl  le  plus  bas  esl 
0;„  =  A- a. 

7.    Fonction  6,.  —   L'équalion  difTérenlielle  qui  défi- 
nit la  fonction  H, 


~di 


i'-A-.«,+-,K,§^,,)=o 


deviendra,   en    iemj)laçanl   dans  es   les  fonctions  Oo   et 

f/6o  I  ,  ... 

-j-  par  leurs  valeuis  [irincipales, 

On  a  ainsi  réduit  la  fonction  co  à  une  fonction  de  la 
seule  variable  t,  et  nous  poserons,  par  suite, 


di(U 
~dF 


A-2f)i+Ci(/)  =  o. 


C'est  une  équation    linéaire   du   second   ordre,   avec 
second  membre,  que  Ion  sait  intégrer. 

A  cet  effet,  on  posera,  comme  on  sait, 

0,  =  M  cos/i7  -t-  N  sin/.7, 

iM  et  N  étant  deux  fonctions  arbitraires  de  /. 
En  différentiant.  on  écrira 


'di 


:  —  AM  s i  n  kt  -t-  A  N  cos  A/. 


et  posant,   comme  première  condition   imposée  aux  fonction- 
M  et  N,  la   relation 


<P) 


dM         ,         rfN    .    , 

— —  cos  kt  -! r-  sin  kt  =  o. 

dt  dt 


(   '5,   ) 

U  autre    part,    lormant  — ; —   et    ni^'ilanl    cette    valeur   am-i 

<[ue  celle  de  0,  dans  l'équation  dillÏMenliclle  cjui  détiuit  la 
■fonclion  Oj,  il  viendra  une  seconde  équation  de  condition  qui 
<îst  la  sui\ante  : 

'  '  dt  dt  k 

En  coniliinanl  les  deux  équations  ( p)  et  (  ^  ),  on  aura 

—, H  T  9  U  )  cos  A7  =  o, 

dt         k  ' 

d^\         \      , 

— j-   —  7  ce  (  /  )  sin  A7  =  o, 
dt  k  '       ' 


<i"où    Ion   déduit 


N  =—  j;     /    cp  (/j  co^  kt  dt, 
'      /    o(t)s\nktdf. 


M 


On  aura  donc,   pourri,   l'expression 

/  0 1  =  cos  kt  /   <f  (  /  )  si  n  kt  dt  —  si  n  kt  j    cp  (7  )  cos  kt 

cl  l'on  obtiendra  aussi  la  dérivée  sous  la  forme 


dt 


=  — sin/7   /    o(  t)  s'xnkt  r/t  —  coskt  I    o(t)co'i/,t 


dt. 


di) 


^Ji  el  —j-  soiil  ainsi  des  loiu'tions  de  deux  inlégi'ales  que 
nous  désignerons  par  les  nolalions  suivantes  : 


;,  =    /  9(  /)sin/,7  dt, 
',c—   l    o  1 7)  cosAv  dt. 


I  D'>     ) 


(S.  Formules  générales.  — •  Il  viendiii  ainsi,  poiu- 
I  inlégrale  générale  de  l'équalion  dilTéienlielle  dn 
|)endule,  en  ne  conservant  que  les  lernies  du  |)reniici 
<legi'é  en  s  : 


(4)         0  =—xcosAf  — 
'  dt 


E,- eus /,/  —  £<.  si n  A/    , 

c  COskf     . 


E,,  ?in/,7  —  E, 


Telles  sonl  les  loinmles  générales  que  nous  nous 
proposions  d'établir,  comme  seconde  approximation 
(les  formules  du  pendule  simple. 

On  remaïquera  qu  on  peut  mettre  les  fonctions  E 
sous  la  forme 

E,  =  -^    /    oU)f/6, 


E,.  =  ~    I     o[t)  dv. 
k-  a .  /, 


9.    Points  remarquables  de  la  trajectoire.  —  i"    Durée 

.ifi 
d'une  oscillation  simple.  —   Faisant  — -  =  o   dans  la 

lormule  {Ji)  et  rempliiçant,  dans  le  crochet,  kt  par  sa 
\aleur  —,  en  première  approximation  (sin/,7=o  et 
tosÂ"^  =^  —  I  ),  on  aura 


nn/.7=--^E,.(TT), 
A3: 


£^(■71:)  désignant  la  valeur  <pie  prend  rinlégrale  Ecpour 
kl  =  t:. 

On  en  déduit 


en  négligeant  un  terme  en  s^. 


Par  suite,  l'augmentalion  AT  de  la  durée  T  =  y  d  une 


(  '•^^•^  ) 

oscilliilioii  simple  sera  cloiiii('e  piir  la  foniuilc 

(C)  AT=yi-E,i-). 

A:  -  a 

On  voit  (|ii»e  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  la  durée  cV une  oscillation  simple  reste  la 
même  que  dans  te  cas  du  nuunement  principal  est 

que 

E,.(-)  =  o. 

'.>"  Amplil ude  d' une  oscilla I iaii  simple.  —  l'orliinl 
dans  ré(| nation  (  4  ).  <|ii'  donne  0.  I;i  \  :llcn|• 


A  a 


on  remplacera,  dans  le  croeiiel,  siti/./  par   o  cL  co<'/,f 
par  —  I . 

D'anlre  pari,  comme  cos/.V  ne  dillère  de  —  i  (pn- 
par  (111  terme  en  £-,  Il  viendra,  en  négiii^cant  nn  terme 
de  cet  ordre,  pour  valenr  de  roscillalion  0„,  de 
remontée, 

et,  |)ar  suite,  raiigmental ion  Ay.  de  !  angle  a  sera  ilonncc 
par  la  formule 

(7)  Aa  =—  ^  £,-(-). 

La  condition  nécessaire  et  su (Tisante  pour  cjue 
l'amplitude  de  l' oscillation  ne  soit  pas  changée  est 

que 

E,(t:)  =  o. 

3"  Point  le  plus  bas.  —  l^onr  obtenir  ce  point,  on 
fera   0  =  o    dans    la    formnie  (4,-   Dans    le    croclict,   on 


(  '54  • 

prendra  kl  =  ->  d'où  coskl  =  o  eLsin/7  =  i;  il  \icndiii 

co?A7  =—  ^E<./  - 

A  a       \  2  , 

d'où 


■?.        A  a       \ 

el.  par  suite, 

(8) 

AT,= .;  E,r 

La  vitesse  au   point   le  |)liis  bas  sera   affeciée  d'une 
correction 


CJ) 


AO' 


.E.    - 


^1 


10.  Résumé.  —  Ainsi  le  problème  est  ramené  à  l'éva- 
luation de  deux  intégrales  E»  et  E^  qui  dépendent  d'une 

Jonction  arbitraire  'j;  (9,  -7-?  t\  cpi'on  sait  réduire  à  une 

fonction  du  teni|)s,  sous  la  forme 

o* — acnsA/,  /.asinA/.  O- 

La  fonclion  es  est  spéciale  à  ciiaipie  cas  particulier  et 
le  caractérise  :  elle  doit  être  demandée  à  une  étude 
physique  du  problème. 

]Nous  allons  maintenant  donner  quelques  exemples 
où  nous  spécifierons  la  fonction  -c 


II.   —  LE  MOUVEMENT  DL    l'EMtLLE  D.WS   L.\  MILIEU 
MÉSISTWT. 

1  L    Équation  différentielle.  —  iSous  supposons  le  pen- 
iitile  de  longueur  constante  /q.  La  résistance  de  l'air  est 

nue  fonclion  de  la  vitesse  c  = /„  ;!- du  pendide;  nous 

représenterons  parcF(c)  laccélération  de  celle  résis- 


(  -'^S  ) 
lance,  c  élanl  le  coefficient  balistique  du  point  maU'- 
riel  dont  nous  ('ludions  les  oscillalions.  F(i)  esl  une 
fonction  quelconque  de  la  vitesse  r,  qui,  cependani, 
est  toujours  positive  et  croissante  avec  v.  Il  |)eut,  d'ail- 
leurs, exister  dans  ^ {v)  un  ternie  constant,  indépen- 
dant de  la  vitesse,  et  qui  représentera  une  résistance 
(le  frottement . 

La  résistance  cF(«')  n'aj^porte  au  mouvement  j)rin- 
cipal  du  pt^ndule,  calculé  dar)s  l'hjpothèse  c  =  o,  que 
des  modifications  qui,  par  hypothèse,  sont  extrême- 
ment petites. 

L  équation  différentielle  du  mouvement  du  pendule, 
en  introduisant  le  terme  retardateur  cF(('),  est  alors 
la  suivante  : 

L'accélération  cF(i')  s'oppose,   en   effet,   dans   tous 

di  0 

les   cas,  à  l'accélération  /o  -^   du   mobile    le   long   de 
I  arc  décrit. 

12.  Équations  du  mouvement.  —  i"  Les  équations 
finies  du  mouvement  seront  donc  celles  du  n°  8  où  y 
remplace  s.  On  aura  ainsi 

0  =  —     a  cosÂ/  -f-  -^  \  E,-  vo%kt  —  E,  si  II  /V  ]. 

fl^^  ,        ■     ,  ''      ,  -^      ■     ,  ^  .1 

-r  =       /.a>m/v7—  -      E,  sm /,/ -t- E<- cos/.v] 
dt  /o 

avec  les  valeurs  suivantes  des  intégrales  E,-  et  E,-  : 

,1 
E,=    /     F(  Aa/o  <iii/Y)  «^in/.7  dt, 
•  Il 
^t 
E<  =    /     F  (  A  a  /„  «in  A(  )  cos  A/  d(, 


(  l'^e  ) 

([u'on  peul  mettre  aussi,  en  introduisant  Tare  5,  sous  la 


forme 


di> 


I 


2"   L'intégrale   Er  s  obtient   immédialement  par  une 
(juadrature;  en  posant  S((')=   /     \'{v)(h>^  on  aura 


E<.: 


/.^a/, 


S(P). 


Ec  ne  dépend  que  de  la  variable  v  et  S(r^  s'annule 
avec  V. 

3"  L'intégrale  Ef  est  proportionnelle  au  travail 

cl     ¥(v)ds 


'1 


de  la  résistance  de  Pair,  le  long  de  Parc. 

C'est  donc  une  quantité  toujours  positive  qui  ne 
peut,  par  suite,  s'annuler. 

L'intégrale  E^  s'exprimera  en  fonction  de  r  comme  il 
suit  : 

On  a  (3) 

^•  =  Ax/„  si  11  A/, 
d'où 

di> 


dt 


h'-nlQ  cos  A"/, 


et  comme  ds  =  c  <://,  on  aura 


E.= 


k   (  X  a  /,, 


'  ''      i-  F  (  (•  I  dv 


(    -57  ) 
Cette  intégrale  poiil  êlre  mise  sotis  forme  d'une  table 
à  douhie  entrée,  d'argiinients  c  et  Ay./u- 

La   variable  r   reprenant  la  même   valeur  à   des   dis- 


Fin.  3. 


tances  égaies  de  part  et  d'autre  de  la  verticale,  la  fonc- 
tion Eç  présente  un  axe  de  symétrie. 

lille  ne  s'annule  pas  quand  v  redevient  égale  à  zéro. 


13.  Points  remarquables.  —  i"  Diin'^e  crime  oscilla- 
lion  simple.  —  L'intégrale  Et-  s'annulant  quand  la  vi- 
tesse reilevieiil    nulle,   on   aura 

.E,.(-iT)  =  o, 

cl,  par  suite,  dainrs  le  lli(''orème  du   n"  D,   i  ",  on  aura 
AT  =  o. 

Donc,  la  résisldiice  de  l'air  li allèie pas  la  durée 
des  oscillalions  du  pendule. 

Il  en  est  de  même  d'une  résislauce  conslante  [cas 
particulier  de  la    fonclion  I'm'VI. 

■>."  .1  mplitude  d' une  oscilla  lion  simple.  —  La  foiic- 
lioii  E,(  "  1  n'esl   pas  nulle. 


(   «58  ) 
On  aura  donc,  d'après  la  formule  générale  du  n"  9,  2", 


Aa  =  --—£,(-). 


On  écrira  celte  formule 


Aa 


l^'-xll 


tr  étanL  le  travail  total  de  la  résistance  le  long  de  1  arc. 


Soit  A>'  la  difTérence  de  hauteur  des  deux  exlré- 
inilés  —  T  et  T. 

On  a 

\y  =  2t  At, 

el  comme  A'-=  y-  et  t  =  /^a,  il  viendra 

(Jette  relalion  exprime  le  théorème  évident  que  le 
travail  e ffeclué  en  moins  par  la  pesanteur  a  été  ab- 
sorbé par  le  travail  de  la  résistance  de  Cair. 

3"  Le  temps,  pour  arriver  au  point  le  plus  has,  sera 
augmenté  de  la  quantité  (n^  9,  3") 


AT, 


S  (>'/„), 
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el  la  vilessi'  au  passaj^c  de  la  verticale  seia  <liniiiniée  de 


■'=-z'(')- 


AO 


III.  —  CVS  D'UNE  HESISTANCE   MONOME. 

14.  Forme  de  la  résistance.  —  xNoiis  allons  éliidier, 
(l'une  manière  spéciale,  le  cas  où  la  it'-sislaace  il»r 
l'air  cF(t')  est  représentée   par  une   formule  monôme 

On  posera  //„  =  rB„,  de  soite  (|ue  laccélération  de 
la  résistance  sera  exprimée  par  la  formule />,it'". 

Le  cas  de  /z  r=  o  corres|)ond  à  riiv[)otlièse  d'une  ré- 
sisldiicr  rie  frotlcmnnl . 

D'après  le  principe  de  I  addition  des  termes  correc- 
tifs, on  obliendra,  par  addition  des  Ibinuiles  monômes, 
la  correction  correspondant  à   la  fonction 

F  (  (•  )  =  \^Q^n^v^h.,  c2  -n  .  . .  -  B„  v'K 
lo.    Calcul  des  intégrales  E    et  E,.  —   i"  On  a 

E,  =    /    F  (  k %  /(,  si n  kf  )  cos  /./  dt 

•-  0 

=  n„  C  a  /„ )"  Â" -'     /       sin"  A(  os  Ât  dAf, 

ce  tpii  s  intè<;re  immédialemeiit  par  la  lormiile 

Le  =--  -^  A"^'  a"  /;;  sin"-i  Ai. 
n  -J-  I 

On  vérilîe  d'ahord  (pie  £,(")  =  ",  ainsi  qu'on  la 
montré  dans  le  cas  général  (n"  ll2,  2"). 


(     '<50    ) 

u."   L'inlégiale  E^  s'écrira 

E,,=   1     F(/a/o'^!n/.7)si„/,7r// 
•   0 

=  B„  A"-i  (  7."  Il  )    I       siM"+'  Ât  dkt. 

'-  0 

Posant,  pour  ahré<^cf,  /. 7  =  x,  riiilégrale 
I„  =    /      !-iii"^i  X  dx 

ost  connue.  Rappelons  commrnL  ou  en  trouve  la  valeui'. 

On  établit  d'abord  une  relation  entre  I„  et  \n-i  en  intégiant 
j)ur  parties  : 

I„  =  — cosor  «in".r -^  n    /      cos":r  sin"-' jr  c^o? 


=  —  cosa:  sin".r -T- /(    1      sin' 


i.r  dx  —  n\jii 


(n  -f-  I  )  l ,,  =  —  cos .r  si n "  a:  ^  «  J „_ 2 . 
On  oonnail  d'ailleurs  directement 


0=   /      *in. 

«Al 


dr  =  I  —  cos.r 


et 


i,=  y    ,/.,= 


X. 


On  établira  alors  le  Tableau  de  récurrence  suivant  : 

n  impair. 


n  pair. 

I,,  =  —  COS  J7  H-  I, 

)  L  =  —  cos.r  sin- j?  -+-  ^ly 
")  li  =  —  cos^î:  sin^.r  -!-  4  I-i 


l-i  = 

iJi=  —  co5.r    sin.r-^I_: 

i  1  i  =  —  cos  J"  si  n  3  ,r  +  j  I  j 


O'  —  1  )  l/i  ^  —  COS.I'  sin"a'  -;-  /i  I«-2.        (7?  -r  i  1 1,,  =  —  cosj-  sin'.r  -f-  //  ! 


I 
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Sans  cherclier,  ce  qui  serait  possible,  à  obtenir  l'expression 
<le  I„  pour  tdute  valeur  de  a?,  proposons- nous  seulement  d'ob- 
tenir la  valeur  pour  a-  =  r. 

On  voit  que  Iq  devient  égal  à  2  et  I^,  à  -,  et  que  dans  tous 
les  autres  I„,  le  premier  terme  du  second  membre  s'annule. 

Par  multiplication  membre  à  membre  on  obtient  alors  : 

n  pair.  n   i  in  pair. 

1,.(-|  =  2 — —-. ■■ —  '  I„(r)  — -— ■ — . 

\  .  i.  j.  .  .1  n  -\-  i)  2.4  .b.  .  .{  n  -r-  i) 

Pour  difTérenles  valeurs  de  /?,  on  aura  : 
n 0.  1.  -2.  3.  4. 

I ,; 2  »  2 »  2 


Il »  7:  -  » 

2  2.4 


>..\...n 

1/z »  ...  ■■'.  -^ 


I  .  i  I  .  3 .  "( 

1.5 


I,-,. 


i.y.  ) .  .  .1  /i  —  I  ) 


2.4.6  v..4.(>.  .  .(  «  -H  I) 


16.  Amplitude  de  l'oscillation.  —  i"  La  dimmiition 
lie  rampliLude  de  I  oscilialion  due  à  la  résistance  de 
J 'air  est  (n"  13) 

'•  '(I 

ce  (|ui  devKMnIra,  dans  le  cas  actuel, 
OU  encore 


=  _^(ï^j    ,„,.,. 


Pour  n  ^=  o  (résistance  de  froUcnicnl  ).  \y.  csl   indé- 
pendanl   de  l'angle  a  et  de   la  durée  T  de  l'oscillalioii. 
.liiii.  de   Mallu'uiat.,  4'-  série,  t.  Mil.  (.\vril  1908.)  il 
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Par  suite,  on  peut,  pnr  souslraclions  successives  d'un 
même  an<fle   Aa,   trouver  Tanole  restant  au   bout  d'un 
nombre  yj,  quelcon(|iie,  d'oscillations. 

Le  nombre  total  P  d'oscillations  simples,  jusqu  .» 
l'arrêl  du  pendule,  est  ainsi 

P  =  -  ^ . 

2    60 

Pour  /î  ^  I ,  il  est  évident  que  le  nombre  P  devient 
infini. 

2°  En  remplaçant  In(~)  p^i'  sa  valeur,  on  aura  Jes 
d(Nix  formules  suivantes  : 

,  bn   /a^T,"  M. 4.  .  .n 

Aa  ^; 1 : (  nûui   n  pair), 

g      \        T.       /  I  .  3  .  3  ...(/<—  I  j  '  ^ 

/a^T  ."           i.3.5...n 
-  — -— ; (  pour  n  impair  ). 

\      T.      /  ■2.4.b...(/i-HI)  ^  ^ 


_        6^/a^T/'_        I.3.5.../1 


I  /  .    Point  le  plus  bas.  —  On  a 

.3        A-a/u        \  2  /         n  -h  i 
et 


At',„  =  -  /,iA: 


A  s  ai  ire.) 


[K12c] 

SliU  lï  niOBimt  I)  AI'OM.OMLS; 

l'Ail   M.   Maiiuck  FOUGHÉ, 
Hépctiteur  à  l'École  I'ol\  lechnique. 

(  SUITE.  ) 


[il.    Passons   maintenant   au    second    théorème  dont 
nous  rappellerons  d'abord  l'énoncé  : 

0/i  considère  deux  triangles  AH(1,  A,  B,C,  sur  les 
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côtéa  desquels  on  prend  des  semi-droites  que  nous 
désignerons  comme  précédemment  par  «,  6,  c, 
(i^^  6|,  C|.  On  suppose  que  ces  semi-droites  ont  leurs 
directions  conj  uguées,  &  est-à-dire  que  si  l'on  mène 
à  un  cycle  des  semi-droites  respectivement  paral- 
lèles aux  six  précédentes^  les  p>oints  de  contact  des 
tangentes  parallèles  aux  semi-droites  désignées  par 
la  même  lettre  avec  ou  sans  indice  forment  trois 
couples  de  points  appartenant  à  une  même  involu- 
tion  sur  le  cycle.  Dans  ces  conditions,  les  quatre 
cycles  tangents  respectivement  aux  systèmes  de 
semi-droites  abc^  ahfC,,  a^bc^^  aib^c  sont  tangents 
à  an  même  cycle. 

Ce  lliéoième  peiil.  èlie  considéré  comme  une  consé-- 
quence  du  suivant  : 

THÉoiik>fE  I.  —  Soit  un  triangle  UVW  dont  les 
côtés  coupent  une  conique,  savoir  :  V\V  aux  points 
%  et  a, ,  WU  en  jS  et  ^, ,  UV  en  y  et  yi  •  Si  un  triangle 
a'ji'y',  inscrit  dans  la  conique,  est  hoinologique  à  la 
fois  aux  deux  triangles  UVW  et  a,3v,  le  centre 
d' liomologie  des  deux  triangles  a',3'y'  et  ajjy  se  trouve 
sur  la  droite  de  Pascal  relative  à  V he.vasone 
a[â,ya,  [By,  inscrit  dans  la  conique,  pourvu  toutefois 
que  le  triangle  a'^'y'  ne  se  réduise  ni  à  un  point  ni 
à  une  droite.,  et  cfuHl  n^ ait  pas  deux  sommets  com- 
muns avec  le  triangle  a[j-'. 

Pour  le  démontrer,  considérons  comme  fixes  le 
triangle  UVW  {fig.  i)  et  la  conique,  et  par  suite  les 
six  points  a,  j3,  y,  a,,  [B,,  y,.  Donnons-nous  de  plus  le 
point  a'  sur  lii  conique.  Le  centre  d'Iiomologie  des 
des  deux  triangles  a'|'i'y',  UVW  sera  sur  la  droite  Ua', 
tandis    que   le  centre   (riiomologic   des   deux    triangles 
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ajiy,  a'Ii'y',  sera  sur  la  droite  aa'.  Prenons  mainlenaiU 
sur  la  conique  un  point  quelconque  ^'  que  nous  join- 
drons à  [5.  |j'^  coiq)era  aa'  en  to;  joignons  yto  qui  cou- 
pera la  conique  en  un  second  point  v'.  Le  triangle 
a'ji'y'  est  homologique   au    triangle  a[j".   Pour  qu'il   le 

Fis.   I. 


fût  aussi  à  UVW,  il  faudrait  que  le  point  I  d'inter- 
section des  deux  droites  V^'  et  Wy'  se  trouvât  sur  Ua'. 
Considérons  le  lieu  décrit  par  le  point  I  quand  le 
point  [i'  parcourl  la  conifjue,  et  cherchons  comment 
il  cou[)e  la  droite  La'. 

Si  l'on  se  donne  la  droite  V  3',  celle-ci  coupera  la 
conique  en  deux  points  ^',  |^",  à  chacun  desquels  cor- 
respondra un  point  y'  ou  y".  Wy'  et  Wy"  couperont 
V^'  en  deux  points  1  et  V,  de  soite  qu'on  voit  déjà 
que  la  droite  V|b'  coupe  le  lieu  en  deux  points  autres 
que  y.  Si  l'on  donne  à  V^i'  la  direction  V  W,  on  pourra 
niettie  S'en   a,  ou  en  a.  Si  on  le  met  en  a,,  on    trouve 
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un  cerlain  point  v'",  el  le  point  I  est  bien  défini  en  W. 
Si  l'on  met  '?J  en  a,  oj  vient  aussi  en  a;  v'  y  vient  aussi, 
el  les  (Jeux  droites  cpii  (létciimnenl  le  point  l  se  con- 
fondent en  \  \^  .  Le  point  l  est  alors  indéleiininé,  et 
la  droite  \  \^  f\iil  |)yrli(;  du  lieu;  mais  le  liiangle  a'^'v' 
se  réduit  à  la  droite  aa'.  Cette  partie  du  lieu  est  donc  tt 
rejeter,  Enliii,  pour  toute  autre  position  de  |j',  la 
droite  \^^'  ne  passe  pas  par  W.  W  est  donc  un  point 
double  du  lieu  complet  et  un  point  simple  du  lieu 
réduit  après  suppression  de  la  dioile  A  ^^  .  Il  en  est 
évidemment  de  même  du  point  V,  car,  au  lieu  de  se 
donner  |ii',  on  pourrait  se  donner  v'.  Il  en  résulte 
(jiie  la  droite  V|j'  coupe  le  lieu  réduit  en  trois  points. 
iJonc  ce  lieu  est  une  cubupic  (|ui  coupe  la  droite  Ua' 
en  trois  points. 

Si  l'on  met  S'  en  a',  co  el  v'  viennent  aussi  en  a',  et 
le  |)Oiiil  l  éj^alemeiil.  A  cette  pnsilion  particulière  cor- 
respond un  triangle  a'|j'v'  réduit  au  simple  point  a'; 
c'est  donc  encore  une  solution  singulière  à  rejeter.  Si 
maiiitenanl  on  met  [i'  en  y,  le  point  oj  est  à  rintersec- 
lion  co"  de  aa'  avec  jjv;  v'  vient  en  jiJ  et  l  en  U.  Dans 
ce  cas  le  triangle  a' ^'v' est  le  triangle  a',3y  liomologique 
à  UVW  avec  U  pour  centre  d'homologie.  C'est  encore 
une  solution  singulière  à  rejeter. 

Ainsi  le  lieu  du  point  1  coupe  déjà  la  droite  Ua'  aux. 
(-leux  points  U  et  a'  ([ue  nous  rejetons.  Ileste  le  troi- 
sième poinl  (riiiterseclion.  Si  l'on  se  donne  le  poinl  I 
sur  son  lieu,  on  pourra  joindre  IV  qui  coupera  la  co- 
nique en  deux  points  ji'  el  |i".  A  cliacun  de  ces  deux 
points  correspondra  sur  aa'  un  point  lo,  ou  to'.  to  et  to' 
>eronl  diilérenis  tant  que  \  ,3'  ne  sera  pas  tangente  à  la 
conique.  Ces  deux  points  donneront  des  points  y'  et  y' 
tliHérents,  el  des  droites  din'érentes  Wy',  Wy".  Une 
seule  de   ces  droites  passera   en  1  ^    l'autre  coupera  V,â' 
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ail  point  d'intersection  de  \  |3' avec  la  cubique  qui  ne 
sera  ni  V  ni  I,  de  sorte  qu'à  chaque  positicjn  de  I  sur 
son  lieu  correspond  un  seul  point  j'  sur  la  conique,  et 
un  seul  point  oj  sur  ax'.  Ainsi,  au  point  1  où  la  cubique 
rencontre  U  a' ne  correspond  qu'un  seul  point  o)  suiaa'. 
(^uand  a'  parcourt  la  coni(pie,  ce  point  oj  décrit  une  ligne 
<pii  est  le  lieu  des  centres  d'Iioinologie  avec  a^-'  de  tous 
les  triangles  inscrits  à  la  conitpie  et  homologiques  à  la 
fois  à  L  V\\  et  à  a^v.  \  la  vérité,  le  lieu  complet  com- 
prend aussi  les  trois  côtés  du  triangle  UVW  qui  corres- 
pondent à  des  triangles  réduits  à  une  droite  passant 
par  a.  |jOu  "';  mais  ces  trois  droites  ont  déjà  été  suppri- 
mées. Le  lieu  comj)let  comprend  aussi  le  lieu  du  point  a' 
correspondant  aux  tiiang;les  réduits  à  ce  seul  point,  et 
le  lieu  du  point  to"  situé  sur  ^v  ainsi  que  ceux  des 
autres  points  situés  surva  et  a 3,  correspondant  au  cas 
où  le  j)oint  1  est  en  U,  \  ou  W.  Mais  le  lieu  de  a' est  la 
conique  même,  et  ceux  des  points  oi"  sont  les  côtés  du 
triangle  a|jv.  Du  reste,  toutes  ces  parties  du  lieu  ont 
déjà  été  supprimées.  H  reste  à  démontrer  qu'après  ce> 
suppressions  le  lieu  du  point  o>  est  la  droite  de  Pascal 
relative  à  l'hexagone  inscrit  a|j,"a,  3*'i. 

Nous  savons  déjà  que  sur  chaque  droite  aa'  tirée 
de  y.,  il  n"y  a  qu'un  seul  point  de  ce  lieu  autre  que  le 
point  a.  Il  pourrait  se  faire  que  le  point  a  lût  un  point 
du  lieu.  On  observera  que  le  point  w  ne  pouirait  venir 
en  '■j  que  si  aa'  passait  en  |j.  cest-à-diie  si  a'  venait 
en  3.  Donc,  si  |j  est  un  point  du  lieu,  ce  ne  peut  être 
qu'un  point  simple.  Il  en  est  évidemment  de  même 
de  a.  si  toutefois  on  écarte  les  eus  particuliers  où  la 
svmélrie  entre  les  trois  points  a,  ,3,  y  sciait  rompue, 
comme  par  exemple  si  la  droite  V^^  était  tangente  à 
la  conique.  De  là  résulte  (pic  la  droite  aa'  coupe  l^e  lieu 
de  w  en  deux  points   ou  en    un    seul.    Le    lieu  de  w  est 
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donc  une    conique  si  les  points  a.   |j,  v  en  font  partie, 
une  droite  dans  le  cas  contraire. 

Soient  maintenant  (î,  H.  k  les  |)oints  d'intersection 
des  côtés  opposés  de  Ihexagone  a|5>,  va,  j^y,,  savoir: 
<i,  intersection  de  [îiy,  et  v3,  ;  H,  de  ya,  el  av,  ;  K,  de 
7.3)  et  ^7.,.  Le  triaiii^le  inscrit  honiologique  de  a|j-' 
avec  G  pour  centre  d'honiologie  a  son  sommet  ^'  en  v, 
«■t  son  sommet  v'  en  ^,.  Donc,  quelle  que  soit  la  posi- 
tion de  a'  sur  la  conique,  il  est  homologique  à  U\  \^ 
avec  U  pour  centre  d'iiomologie.  Donc  G  fait  partie  du 
lieu  du  point  o>,  el  il  en  est  évidemment  de  même  de  H 
el  de  K.  Mais  les  trois  points  G,  H,  K  sont  en  ligne 
dioile,  et  c'est  la  droite  de  Pascal.  Donc,  si  le  lieu  de  to 
passait  par  a,  [j,  y,  ce  sérail  une  conique  qui  se  décom- 
poserait en  la  droile  de  Pascal  el  une  autre  droite; 
mais  alors,  celle-ci  devrait  passer  par  les  trois  points 
a,  |3,  V,  cai-  la  droile  de  Pascal  ne  passe  par  aucun 
d  eux,  lanl  que  les  six  points  resleril  distincts.  Cela  est 
impossible.  Donc,  enfin,  le  lieu  de  lo  ne  passe  |)ai" 
aucun  des  trois  |)oints  a,  |j,  v,  et  ce  lieu  est  la  droite 
de  Pascal.  c.  Q.  F.  n. 

He marques.  —  Si  liin  des  cotés  du  triangle,  VW 
par  exemple,  est  langent  à  la  conique,  les  deux 
|)(>inls  a  el  a,  sonl  confondus,  et  la  droile  de  Pascal 
|)asse  en  a. 

Si  deux  des  côtés  du  triangle  sont  tangents  à  la 
conique,  par  exemple  U\  et  UW,  ,3  se  confond  avec  3, . 
-'  avec  r,  et  la  droile  de  Pascal  est  3v;  mais  le  point  G 
est  indéterminé  sur  celle  «li'oiie. 

Si,  enlin,  les  trois  côtés  ^\[\  triangle  L  V^\  sont 
tangents  à  la  conique,  les  trois  points  (j,  il,  K  sont  iiulé- 
terminés  et  la  droite  de  Pascal  aussi,  ce  c[ui  laisse  à 
présumer    (pie    le    lieu    du    point    to   e>l   tout    le    plan. 
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c  esl-à-diie  que  tout  Iriangle  inscril  à  la  conique  el 
homologique  à  l'un  des  triangles  a[3y,  UVW,  l'esl 
aussi  à  l'autre.  Cette  |)roposilion  est,  en  effet,  exacte 
et  peut  être  clénu^ntrée  rigoureusement  de  plusieurs 
manières.  Remarquons  que  les  deux  triangles  Inscrits 
a3v,  a'3'v',  s'ils  sont  liomologiques,  forment  un  hexa- 
gone a^'va'^y'  inscrit  à  la  conique  el  circonscrit  à  une 
autre  conique,  puisque  les  diagonales  qui  joignent  les 
côtés  opposés  aa',  pp',  vy'  sont  ('oncourantes  par  hy- 
pothèse. On  peut  alors  énoncer  la  proposition  sous  la 
forme  suivante  : 

TnitoRÈME  II.  —  Si  un  hexagone  est  insci'it  à  une 
conique  et  circonscrit  à  une  autre,  les  deux  trian- 
gles formés,  I.' un  par  trois  sommets  non  consécutifs 
et  l'autre  par  les  tangentes  à  la  conique  circonscrite 
aux  trois  autres  sommets^  sont  homologiques. 

Ajoutons  que  ce  théorème  piésenle  cette  particula- 
rité d'èire  idenlicjue  à  son  corrélatif. 

Deuxième  théorème  de  M.  Bricard.  —  Soient  un 
triangle  ABC  et  le  cycle  inscrit  qui  louche  les  côtés 
aux  points  a,  ^,  y.  Nous  supposerons  les  côtés  dirigés 
suivant  AB,  BC,  CA.  l^our  construire  le  second  triangle 
A,  B,  C) ,  joignons  a,  |j,  y  à  un  point  quelconcpie  w;  les 
trois  droites  ainsi  obtenues  coupent  le  cercle  respecti- 
vement aux  points  a',  |j',  *''.  Il  sulfil  de  tracer  le  triangle 
A,B,Ci  de  manière  que  ses  côtés  soient  respective- 
ment parallèles  à  ceux  du  triangle  A'B'C  foiiué  par 
les  tangentes  au  cvcle  aux  points  a',  ^',  v'.  Les  côtés 
de  ce  triangle  doivent  être  dirigés  suivant  A|B,,  B,C|, 
C,A,.  Considéions  maintenant  les  cycles  0|,  Oo,  O3 
respectivement  tangents  aux  systèmes  de  semi-droites 
ah^c^^    bc,at,    cafbi.     Le   centre    de    siiniiiinde    des 


1 
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cycles  O  et  0|  se  trouve  dune  pari  siii-  la  laiigenle 
commune  a  ou  BC,  et  d'autre  part  sur  l.i  droite  A,  A.' 
qui  joint  les  points  d'inlerseclion  des  tangentes  res- 
pectivement paiallèles  b'  et  c' au  cycle  O,  et />,  el<^', 
au  cjcie  Oi.  Ce  centre  de  similitude  est  donc  à  linler- 


l"i} 


section  P  de  BC  avec  A,  A'.  De  même,  les  (UMitres  de 
similitude  de  OO2  et  de  OO3  sont  respectivement  en  (^ 
et  II,  aii\  points  d'intersection  de  AC  avec  B,B'  et 
de  CA  avec  C)(r, .  De  jilns,  les  trois  di-oilcs  A,  A', 
B,  15',  C|  (/  concourent  au  point  I,  centre  d'Iiomo- 
lliétic  tics  deux  triangles  A,B,(_1,  et  V'B'C.  Celle 
lemarcpie  nous  dispense  de  tracer  le  iriaui^le  \,B,C|. 
Giierclions  dabord  un  des  cycles  tanyenls  aux  trois 
cycles  O,  O2,  0:t.  INoiis  mènerons  des  centres  de  simi- 
litude Q  et  R  les  secondes  tangentes  au  cycle  O,  Q^i 
et  Rv,  ;  puis   nous  jomtlrons    j",  el  v'i,  tpa   se   coupe- 
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ronlen  G  sur  l'axe  de  simililnde  QR.  Ilfaudra  joindre  (i 
iiii  point  de  contact  d'une  des  tangentes  à  O  parallèles 
à  l'une  des  tangentes  communes  à  Oo  et  O3.  Or,  rt| 
ou  B|Ci  est  Tune  de  ces  tangentes  communes,  et  elle 
est  parallèle  à  B'C'qui  louche  le  cycle  O  en  a'.  Il  faudra 
donc  joindre  Ga'  qui  coupera  le  cycle  O  en  un  second 
point  M,  lecpiel  sera  le  point  de  contact  avec  O  d'un 
CNcle  tangent  à  O,  Oo,  O3.  Le  théorème  sera  démontré 
si  l'on  fait  voir  qu'on  retrouvera  le  même  point  M 
quand  on  répétera  la  consiruction  précédente  en  par- 
tant des  combinaisons  de  cvcles  O,  0| ,  O-,  ou  O,  O, ,  O3. 

Soient  H  el  K  les  points  obtenus  par  la  consiruction 
qui  a  servi  à  déterminer  le  point  G,  mais  en  partant 
des  points  Q  et  R  ou  P  et  Q,  et  soit  a,  le  point  de  con- 
tact de  la  seconde  tangente  au  cvcle  O  issue  de  P.  Les 
points  G.  H,  K  sont  sur  une  même  droite  qui  est  la 
droite  (le  Pascal  ichil  i\  e  à  T  hexagone  inscrit  a  j,  y  a,  âyi  • 
La  polaire  de  A'  est  la  droite  ^'v'.  Celle  de  P  est  aa,. 
Donc  ^3'v'  et  aa,  se  coupent  en  un  point  qui  est  le  pôle 
de  A'P  et  se  trou\e  par  conséquent  situé  sur  la  polaire 
de  I.  De  même,  les  intersections  respectives  de  v'a' 
avec  [tt^i,  et  de  a' j'  avec  w,  sont  sur  la  même  polaire. 
Il  en  résulte  que  le  triangle  a'|3'v'  est  homologique  au 
trianglt;  UV\\'^  formé  par  les  tiois  droites  aa, ,  ^,3,,  7Yi- 
Le  triangle  a' 3'"'  est  donc  dans  le  cas  du  théorème  I, 
cl  le  |)oint  lo,  centre  d'homologie  des  triangles  aj^y 
et  y-'p'\'\  est  sur  la  droite  GHK,  droite  de  Pascal  rela- 
tive à  l'hexagone  inscrit  a  j,-'a|  j"'|. 

Cela  posé,  désignons  toujours  par  M  le  second  point 
d'intersection  de  Ga'  avec  le  cercle,  et  considérons 
riiexagone  inscrit  Ma'a",  |j|j'.  Les  côtés  opposés  Ma', 
V,  ^  se  coupent  en  G,,  a'a,  |i|j',  en  w.  Donc  av,  et  ^' M 
se  coupent  sur  la  droite  wG ,  qui  est  la  même  que  GHK. 
m;ilsa*',  coupe  cette  droite  en  H.  Donc  3'M  passe  en  H, 
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on  H 'j'  en  M.   Un  anire  hexagone  montrerail  que  Ky' 
passe  aussi  en  M.  c.  q.  f.  d. 

Bemarques.  —  Le  |)oint  M  ne  tlépend  que  des 
triangles  ABC,  A'B'C,  et  du  point  I.  11  v  a  plus.  Fai- 
sons pivotei-  la  droite  B' F  autour  de  B[  et  cherchons  le 
lieu  que  doit  décrire  le  point  1  |)Our  C|ue  le  point  M 
reste  invarial)le.  A  chaque  position  de  B'I  correspond 
sur  AC  un  seul  point  Q,  et  sur  le  cercle  un  seul  point 
de  contact  |5,  de  la  deuxième  tangente  Q,ji-  En  joi- 
gnant [i,Y  on  trouve  sur  a' M  un  seul  point  G;  en 
joignant  QG,  on  a  sur  AB  le  point  R,  et  enfin,  en 
joignant  G'B,  on  a  sur  B'I  le  point  I.  Il  est  clair  que 
si  l'on  fait  la  construction  en  |)arlai)t  de  ce  point  I  el 
des  points  Q  et  R,  on  retrouvera  le  point  M.  De  là 
lésulte  aussi  que  les  droites  B'I  et  C'I  sont  deux 
rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques. 
Si  l'on  donne  à  B'I  la  direction  B'C',  le  point  Q  est 
en  D,  à  rinterseclion  de  AC  avec  B'C,  le  point  ^, 
en  a',  G  aussi  en  a'  et  R  en  E,  à  rinterseclion  de  AB 
avec  B'C  Donc  CI  devient  CB',  et  le  point  I  est  in- 
déterminé sur  B'C.  Donc  le  lieu  du  point  I  se  compose 
de  la  droite  B'C,  [)artie  singulière,  et  dune  autre 
droite. 

Nous  savons  d'après  le  théorème  II  que  les  deux 
triangles  A'B'C'  cl  xj^'sonl  homologi(pies.  L'hexagone 
à  la  fois  inscriplihh;  et  ciicoiisciiptihle  est  a^'^a'^y'. 
Li's  trois  droites  A' a.  IV  j,  (^v  passent  donc  par  un 
même  |)oinl  -z.  Si  l'on  nul  I  en  coïncidence  avec  cp,  le 
triangle  P(^R  se  c-onfond  avei-  le  triangle  a^y-  Les 
points  (î,  IL  K  cl  par  sullc  le  point  M  sont  mdéler- 
m'.nés,  ce  qui  s'explnpie  par  ce  fait,  faeile  à  véiilier. 
fjne  dans  ce  cas  les  Irois  cvcles  O,,  Oj.  O3  sont  tan- 
gt-nls  au  cycle  O  resjteclix  emrnl  aux  points  a,  |j.  y,  de 
sorte   que   le    cvcle   lanycnt    aux    (jiialrc    cvcles    est    le 
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cycle  O  lui-même.  Il  en  résulte  que  la  dioile  décrite 
par  le  point  I,  quand  on  se  donne  le  point  M,  passe 
liai-  le  point  '-2  quelle  que  soit  la  position  du  point  INI 
sur  le  cercle  O.  On  peut  donc  ajouter  au  deuxième 
théorème  de   M.  Bricard,   la  remarque  suivante  : 

Le  cycle  tangent  aux  q//at/-e  cycles  considérés 
touche  le  cycle  inscrit  au  triangle  ABC  en  un  point 
qui  reste  fixe,  quand,  Unssant  fixe  le  deuxième 
triangle  circonscrit  A'B'C,  on  remplace  le  triangle 
A(  B,  C(  par  un  autre,  honiotliétique  de  A'B'C  par 
rapport  au  même  centre  I,  ou  même,  si  l'on  déplace 
ce  centre  d' homothétie  sur  une  droite  passant  par 
le  point  de  concours  des  droites  cjui  joignent  les 
sommets  du  triangle  A'B'C  aux  points  de  con- 
tact avec  le  cycle  O  des  côtés  correspondants  du 
triangle  ABC. 
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(suite.) 


RÉDUCTION  D'UN  CONTINUANT  DE  FORME  GÉNÉRALE. 

2o.  Les  considérations  exposées  précédemment  se 
rapportent  exclusivement  aux  continuants  assujettis 
aux  conditions  indiquées  au  n"  '2  (^1)^=^ — cii^=-i)  et 
([u'on  pourrait  appeler  continuants  normaux. 

Ceux-ci  forment  une  classe  particulière  de  conti- 
nuants caractérisée  par  le  système  de  \aleurs  attribuées 
aux  éléments  b  et  c. 

Il  importe  de  montrer  que  la  restriction  ainsi  appor- 
tée à  la  notion  primitive  ne  diminue  (|u'en  apparence 
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la   généralilé   des   (jueslions   relatives   aux   continuants 
et  qne  la   forme  indifjiiée  au    n"    1    se   ramène   à  celle 
du  n"  2. 

26.  Tout  continuant  M,  où  les  éléments  bh-.  Cf,  ont 
des  valeurs  quelconques  {forme  du  n°  ï)  se  trans- 
forme, à  un  facteur  près  D/,,  en  un  continuant 
normal  M  de  même  ordre  :  si  l'on  pose  —  bhCh  =  dh, 
le  facteur  D/,  est  un  produit  de  termes  tels  que  dh- 

Pour   faire    cette   transformation,    il   faut   réduire    a 
l'unité  les  éléments  6  et  —  c  du  déterminant  du  n"  1 . 
On  posera,  pour  toute  valeur  de  h^ 

—  Ch  =  c'h 
et 

bhc'h  —  dh- 

Divisons  successivement  les  éléments  : 

De  la  2'  ligne   par  c'j, 


>e  h 

1    '.'■  (■ 

itionne 

P 

ar 

bi. 

» 

Y 

» 

b, 

— r  ' 

Cl 

u 

i' 

)) 

b^bi 

Ci 

Ir- 

» 

bh~\  bh-i  ■  ■  • 
Cli-'l  cu    ;  ■■■ 

b: 

-bT' 

C'ii-  1  C/i-:< 

bh—1  b,,    . 


Le  déterminant  M,   sera  lui-même  divisé 


Après  la   i'"  opération 

P' 

ar 

r/,. 

»            2*                 » 

di 

»         3'^             » 

</,  di 
d,    ' 

»     (Il  —  1 1* 


di,-\  d/i-3 


d/i-i  d/i-i,  .  .  . 
et  dans  Icnsembie  par  D/,  =  (//.  -i  d/,-3  .  .  . 
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Le  délerniinanl  M,  devient  le  conlinuanl 

.,        /  r  dx  di  di,...2dh-t,  .  .  . 

M  =  {  ai,  «2  -y- ,  Os  —  ,  cii  —   ', (ih  -j -. ?...,«/. 

\  «i  «2  d^d^  d/i-idn-3  .  .  . 


II-.   ...' 


On  a  donc 
(VII)  M,=  D^M. 

27.  On  donne  à  M  une  forme  symétrique  INF  en 
employant  le  procédé  de  transformation  du  n"  16 
{Remarque). 

Il  j  a  Heu  de  distinguer  deux  cas,  suivant  la  parité 
de  k. 

Supposons-le  d'abord  pair  et  posons 

dh  =  el , 


t 


ek-i  ek-3 


Les  éléments  de  M'  que  nous  représenterons  par  «^ 
ont  pour  valeur 


=  a\  t. 


<i,  —   I  a.y  ■ 

dij  t 


«2/i^l   =  «2/(-Hl 


e/.-of/,    ;  .  .  .  e.,/,.e>/i^ie.2/i-:,  .    .  f, 

g/1-1  g/.-3    •  •  •    g2/jH-g2/(  g2A     2   •  .  •    g2 


La  formule  (VII)  devient 

iM,-  1)/.M'. 
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l*yr  exemple,  pour  k  =  (i, 


M ,  =  (/,-,  d-icli  (  rt  I ,  "02  -7-  >  «.i  —,-  j 


I2  il;,  c/,  d;  d. 

y  «5  —, — —  )  a 


f/i        '  d  >        *  d:i  di        "  df,  d-i 


_dj_dî_\ 
did^dt/ 


('■^P^l  f.î^:i  e^Ct 

\         eje^Ci  «4«2^I  «S«3«2 

«5^2 


6463^1 


«S  ,    «6 ) 


l'2n  second  lieu,  si  A'  esl  impair,   posons 

/  =  D/,_i  =  f//,-2 dk-k  •  •  • , 

et  divisons  M    par  t\   on   obtiendra   pour  les  élémenls 
de  M'  les  valeurs 


«1       =^1  -' 


«2/1      =  n-ih-di,  --i.dk-i,  .  .  .  d.iui-\.diii    2C/2/1-4  •  •  •  d^, 


^2/l+\  —   "2/i-t-l 


dk-tdk-  i  •  •  .  diu^s.-dii,dii,-i  .  ■  ■  di 


La  formide  (Vllj  devient  alors 

M,  =  D/,  D/,_,  M'. 
[*ar  exemple,  [tour  /  =  5,  on  a 

M,  =  d,  d^  d.2  r/|   (  -— ij- ,  «2  «^/s  '  -r-V  '  «4  «^2  •  -r-V  )  * 
\d3d1  dsdi  d,,di/ 

28.  lU'ciprocpiemeni ,  i/fi  continuanl  normal  M  se 
transforme  en  un  continuant  M,  c/e  même  ordre 
dans  lequel  les  éléments  b  et  c  appartiennent  à  un 
système  de  ly  a  leurs  donné. 

La  formule  (Vil)  dans  laquelle  les  valeurs  dh  soni 
connues  permet,  en  effet,   de  déterminer   un  t'iéuient 
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<[uclconr|ue  a/i  de  M,    au  nioven  de  l'élément  corres- 
pondanl  de  M. 

Comme  conséf|iienee,  un  continuant  foimé  au  moven 
d'un  système  déterminé  de  valeurs  des  éléments  b  et  c 
(les  a  restant  variables)  se  transforme,  à  un  facteur 
près,  en  un  continuant  formé  au  moven  d'un  système 
donné  d'éléments  b  et  c  diflerent  du  premier. 

Tout  continuant  peut  donc  se  ramener  à  ce  dernier 
pris  comme  Ijpe. 

Le  système  dans  lequel  on  a 

{    C/,  =  —  K 

ou  plus  simplement  dh=i,  a  été  choisi  de  préférence 
parce  que  tous  les  termes  du  dévelop[)ement  sont  posi- 
tifs et  les  coefficients  par  rapport  aux  éléments  cifi  égaux 
à  +1. 

DÉFINITION  ET  PROPRIÉTÉS  DES  CONTINUANTS   ALTERNÉS 

29.    Dans  certains  cas.   on   trouve  avantage  à  écrire 

les  conlinuants  dans  le  système  qui  correspond  à  l'hv- 

pothèse 

du  =  —  1 . 

Si  M,  est  un  tel  continuant,  les  expressions  D>t  et  M 
de  la  formule  (VII)  ont  pour  valeurs 

(   M   =  («1,  —  «2,  «3,  —  a; f— i)/'-»  a^.), 

cesl-à-dire  f|ue  M,  se  transforme  en  un  continu.tnl 
normal  duiil  les  é.éments  sont  les  éléments  a  de  M, 
allectés  alternativement  des  signes  -i-  et  — . 
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Les  conlinnanls  M|  pour  lesquels  dh  =  —  i  seront 
désignés  sous  le  nom  rie  continuants  alternés. 

30.  Notation.  —  Pour  les  représenter,  il  sera  coni- 
mode  (l'eniitlojer  le  symbole  des  imaginaires. 

En  appliquant  à  l'expression  précédente  de  M  le 
procédé  de  transformation  du  n"  1()  (^Remarque), 
pour  /  =  /,  M,  se  trouve  représenté  de  la  manière  sui- 
vante : 

AI|  =  f^^fi'ai,  ia2,  £«3,  .  .  .,  icLic). 

La   suite   a,,  «o»    ••-?  O-h    étant   désignée    par   a,    la 
suite  fVz,,  /rto,  •  .  . ,  icik  sera  désignée  par  ja. 
On  écrira  donc 

(VIII)  i\I,=   /^«a(«a). 

Remarque.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  (n"*  29 
et  30)  qu'on  a 

(IX)  (ia'j  =  i"l(a), 

en  désignant  par  a'  la  suite  a  dont  les  éléments  de  rang 
pair  ont  changé  de  signe. 

31.  Transformation  d^ un  continuant  alterné  par 
l'introduction  de  suites  correspondant  à  0,  0',  r,,  t/. 
—  De  leur  mode  de  représentation  (  u"  30)  découlent 
les  |)ropriétés  des  continuants  alternés  sur  lesquelles  il 
est  inutile  d'insister  et  dont  une  seule  sera  mise  ici  en 
évidence. 

Soient  X  une  des  suites  9,  8',  r,,  rj';  X'  la  même  suite 
dont  les  élémenls  de  rang  pair  ont  changé  de  signe. 
On  a,  d'ajirès  (IX), 

j  (a;,,)  =  ,•«»(_ x,_j)^      j  (,-x^'^)  =  t(«-,-i)'(_x,  „)  ^  o. 

Ann.  de  Matliéinat.,   j'  scric,  l.  \III.   (Avril  1908.)  '2 
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Si  >.  est  du  lype  H  ou  f)',  /?>  est  pair,  et  l'on  a 

(— >M.l)   =  (Àl,l)  =  (>-)• 

Si  A  est  du  type  r,  on  y,',  /?>  est  impair  et  l'on  a 

(— Ài,i  j  =  — (.>-i,i)  =  'À). 
Dans  tous  les  cas,  on  trouve 

(/>/,,,  )  =  («•>.'). 

Ou  a,  par  conséquent,  les  valeurs  suivantes  : 

ar).   (ii'i,i).   (iK,i)-   iiK,o)- 

Pour  >.  =  0 I  I  o  o 

»            0' —    I  —    I  o  o 

»            r, i  i  ()  o 

»             r' —  i  —   i  o  o 

La  formule  To  (n°  11)  a|)pliquée  à  un  continuant  tel 
que  (î'a,  «').',  «  3)  donne 

où  (/).')   prend  dans  le  second  mem!)re   l'une  des   va- 
leurs ±  I ,  ±  /. 

^  ce  facteur  près,  la  valeur  d'un  continuant  n'est 
pas  modifiée  par  l'introduction  d'une  suite  iV  entre 
deux  de  ses  éténienls. 

Remarque.  —  Les  calculs  du  n"  23  restent  appli- 
cables lorsqu'on  V  rem|ilace  (a)  par  («À')  et  qu'on  pose 
( 'j.)  r=  (i  !j/ ),  puisque  les  éléments  considérés  sont  des 
quantités  quelconques  et  peuvent  en  particulier 
admettre  /  comme  facteur. 

Or,    comme    on    vient    de    le    voir,    on    a    toujours 

^rA')  =  ^rÀ; ,). 

Les  propositions  des  n"*  23  et  24  se  résument  par 
conséquent  en  celle-ci  :  quel  que  soit  le  type  auquel 
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itpparlicnt  (/)/),    les  continuants  obtenus  jiar  jter- 
niutation   circulaire   des   éléments  de  { i'/J  )   ap/>ar- 
tiennent  au  même  type. 

L'adjoint  ((/)/)  a  l'une  des  v;ileiirs  dr  2,  lir  •> /. 


CONTINUANTS  DONT  LES  ÉLÉMENTS  SONT  ASSUJETTIS 
A  CERTAINES  CONDITIONS. 

32.  On  conçoit  qu'en  imposant  aux  éléments  cer- 
taines condiiions,  les  |)rincij)es  exjîosés  précédemment 
conduisent  à  des  formules  nombreuses  et  variées  sui- 
\ant  les  hypothèses  faites. 

En  \oici  f|uclc|ues  exemples  : 

33.  I.  Continuants  composés  de  suites  périodiques. 
—  Considérons  un  continuant  normal  (ot,  a,  .  .  . ,  a) 
dans  lefpiel  une  suite  f|iielconcpie  d'éléments  a  est 
lépéléc  péiio(]i(|iHMncnl. 

Keprésentons-le  par  (a"'),  m  étant  ]e  nom])re  des  pé- 
riodes, et  de  même  représentons  (a„  01  "J-  •  ■  •  •,  '^■1  «0..») 
par(aj",).  [/»,  //,  t'  étant  des  nombres  entiers  positifs,  ] 

Considérons    les   (hîiix   adjoints    ((a"*i    et    ((a'",  r,  )  ; 

posons 

/'"  II;.  (I  a"'.r.  I 
•  \   -. ■^  =  ^"" 

f    —  S.'"   ' 

dans  la   première  ('-lialih'.  la  \aleiir  de  g  est  donné'C  pai- 

Texpicssion 

41 — i)"'.-.  —  ((a)2 


(pion  peut  écrire  (  n'"   19  et  22) 


I  y-o,i  3:1. u —  (1  ^-1  y,  )'-  _  —  i  ^0,1  ^1.0 
((2.  ■(,  )-  (i  2-  T,  )■- 


(   '8o  ) 

Si.  Les  fonctions  P,„,  Q,„  définies  ci-dessus  jouissent 
de  la  |)ro|)riété  suivante  : 

P,„  et  Q„j  ont  a^^ec  P,  et  Q,  les  mêmes  relalions  que 
>\n  mx  et  cos  m:r  avec  sin  ic  et  cos  jc,  x  étant  quel- 
conque, savoir  : 


(B2) 


(      f*/;(  —   t*/«-l   Ql -^  Q//; -1   Pi, 
(     Q/«=Q/n-lQl —  P/H-1   'lî 


La  dernière  esl,  du  reste,   la  conséquence  des  deux, 
autres,   puisqu'on  a,  en   tenant  compte  de  l'expression 

Pf-Q?=i. 

Pour  démontrer  la  première,  remplaçons  les  P  et  Q 
par  leurs  valeurs   tirées  de  (B,).    Après   avoir  éliminé 

le  facteur  commun— — g.,  celte  relation  devient 

2  ((a"',r,  )  =  ( (a"'-',  T^  )  (Joi)  -f-  (va"'-»  j  ((a, T;  ). 

Or,  le  second  membre  a  pour  valeur 

[,a'«-')-(a;«7»)][(a)-^(a,,,) 
+  [ia"'-')  +  (a;"7')][(a)-(a,,,)] 

et  devient,  après  rédtiction, 

2(a)(a'«-i)-2(a,,,)(a',«T') 
=  -1  [(  X)  (a'«-ij  +(a„,,)  (a'«o')]  -  2[va;%')  (ao,,)  +  (a'/-^;  (a,^,^j; 
=  2  (a'")  —  2(af_j) 

La    seconde    des    relations   (Bo)   devient   de    même, 

i'x'ii 
après  élimination  du  facteur  commun  — ~, 


2  ((a'"  )  =  ((a'«-i  )  ({a)  —  ((a'"-' ,  r,  )  ((a,  r^  j  ^2 
=  ((a'«-«)((^) +((*'«    Sr,)((a,r.; 


4 gp.,  «1.0  ((g "'-',-/•,) 


(   '8.   ) 
De  l'idenlité 

on  dédiiil 

ai,o  Ka'«-'  )  -  (a',"7'-^]  =  (af^ ')  [fa)  -  (7.1,1)]. 

c'esl-à-dir(^ 

a,,o((a'«-i,rJ=^a'»-')((a,-r.). 

L'égalité  ci-dessus  devient  alors 

2 ((a'")  =  ((■a"'-')((a)-r-((a'«-',r,  )r(a,r,)  -t-4a„,,  (a^"ô')- 
Or,  on  a 

2(a"')   =  •2(a)(a'«-')        -H  2(ao,,  )  (a'i"^'), 
2(a'«,)  =  -2(a',",>)(a,,0-f-'2(a--')(ao.,), 

et  en  ajoutant 

T.iioL'")  =  2  (a)  (a"'-')  -+-  2(a,.,)('a'«7')  -f-  4a„,i  ('x',"o'), 

éi^alilé   qu'il   est    facile   d'identifier  avec  la  précédente 
^|ui  se  trouve  ainsi  démontrée. 

00.    Conséquence.    —   (Jn  sait  que  —. et  cosmx 

s'expriment  au  iTioyen  d'une  ("onction  entière  de  cosx. 

P 
De  inènie,  par  consé(|uent.     —  et  Q„i  par  rapport  à  Q). 

Or,  Q,   ne  dépend  (pie  de  ((a)  et  de  f"a.  -^  et  Q,„ 

restent  donc  invariables  si  à  la  suite  a  on  en  substitue 
une  autre  |j,  (elle  (pie 

et 

((=t)  =  ((^). 

Par  exemple,  on  peut  prendre  pour|^  l'une  des  suites 
obtenues  par  permutation  circulaire  des  éléments  de  a. 


(   '82  ) 

F.es  conditions  sont  encore  remplies  si,  aî^  étant  ^  i 
(  mod  4)»  on  prend  pour  |3  un  seul  élément  b  a};inL 
pour  valeur  ((a). 

On  a,  en  posant  b  =  {{^•)i 

\   i.'ii-i)  p,  ((a,T,  )  ((0,r^) 


=    i{^"') 


H  b'"), 


puisque  -^  et   Q„j   restent   invariables   par   la    subsli- 

tulion  de  b  à  ce.. 

En  faisant  usage  de  Tidentilé  déjà  vue 

ai,o((a'«-',r,)  =  (a'«-')((a,rJ 

appliquée  à  a  et  à  6,   la   première  de  ces  égalités  peut 

s'écrire 

P"'        _  (a'i"o)  _  (b"'-n 

el,  en  rem|)laçanl.  dans  les  deux,  b  par  sa  valeur 
{b  =  ((aj  =  2i-iQ,, 


on  a 


(B3) 


Le  développement  des  seconds  membres,  dans  les- 
quels Q,  est  remplacé  par  cos  j;,  donne  I  expression  de 

i'inmx  , 

— : et  de  cosmx. 


I 


Ainsi  se  mettent  sous  forme  de  continuant  et  d'ad- 

joint  les  expj'essions  connues  de  — : et  de  cos m.r 

en  fonction  de  cos^r. 

36.    En  faisant  /?«  ^  2  (mod  4j  et 

((6c)  =  ((a), 


(   '83  ) 
on  trouve,  par  un  calcul  analogue, 
p 

(  P,  -"'        <ri,o), 

/2  m 

OÙ  Y  représente  la  suite  des  deux  éléments,  Oc,  i. 
On  a  d'ailleurs 

((èc)='2i-2Q,=-2Q,, 

d'où 

bc  =  —  2Q1  —  1. 

En  remplaçant  l'élément  bc  par  cetle  valeur,  on  a 
une  nouvelle  expression  des  mêmes  fonctions  sous 
forme  de  continuant  et  d'adjoint. 

37.  Aucune  hypothèse  n'a  été  faite  sur  les  signes  des 
éléments  de  a.  Les  calculs  précédents  sont,  par  consé- 
quent, applicahles  à  —  a. 

Posons 

\ g  =  P-"" 

l-""'%i(-  7.,,,)  _ 

Dans  la  pi'omière  égalité,  g'  est  déterminé  par  la 
condition  g  -\-  g' ^zn  o. 

On  pourrait  répéter  les  mêmes  calculs  que  pour  P,„ 
et  Q,„.  Nous  allons  vérifier  seulement  que,  de  même 

qu'on  a 

sin — mx  =  — sin//?:r, 

cos  —  nix  =  cosmx, 
on  a  aussi 

p       — p 

■  —  «î  —  '  m  1 

On  a  en  ellet 

((— a"',-r,  )=  (_,)".««  ((a"', 71), 


d'où 

On  a  aussi 
d'où 


(  >84  ) 

P_,„           i-mn^l_-iynn 

'  ^ 

P„,    ~            r«"« 

((—  %'")  —  {—  ,)/««,.  ((a'"), 


m  n ,, 


=   I. 


38.  On  |)eiit  se  rendre  coniple  de  la  manière  dont 
on  passe  des  termes  négatifs  aux  termes  positifs  en 
mettant  (6'")  sons  la  forme  (— è^, o,  6/'+'+"')  (/>  en- 
tier) qui  lui  est  équivalente,  puisqu'elle  se  réduit  à 
(0,6'"+'). 

De  même  (—  b"")  sous  la  forme  ( —  l,m+\+p^  ^^  f^py 

On  a  la  correspondance  suivante  : 

P— m  '2  •  — I  '0  I  u  P]  '2 


t-('"-''P_,    ■■■    i-'P-,      V   ^  rP_,         /   ip,      p7     i\\    '"    /'"-'  I', 

(_6'n-l)  (_^,)     (  — 6,Oj  (Oj  (0,6)     (6)  (6'"    '» 

O^Q-  m  2Q-2         2Q     1  2Q0  2Q,      2Q2  2Q^ 

r   '«  '  '  '  1-2  i'-'  I  t'  /2        •  •  •  [m 

((—&'")  ((—6^)  ((—6)       ((-6,0)  =  ((0,6)  ((6j   ((6^)  ...     Cfè"'). 

Par  convention,  on  fait  Pq^o,  Qo=  '5  valeurs  qui 
résulleni  du  Tableau  précédent,  aussi  bien  que  de 
Tanaloyie  avec  les  fonctions  trigonomélriqiies. 

Remarque.  —  On  Irouve,  j)our  des  continuants  tels 
que  (a'",  a'"',  .  .  .  )i  ^"  V ou  considrie  des  suites  a'"  dilTé- 
rentes,  des  formules  de  récurrence  plus  générales, 
mais  sans  utilité  pour  les  questions  traitées  dans  les 
parties  suivantes. 

39.  II.  Décomposition  cV un  continuant  en  une 
somme  de  deux  autres.  —  f.a  formide  suivante  per- 
met de  décomposer  un  continuant  en  une  somme   de 


(   '85  ) 
deux  auties  ayant  une  valeur  particulière 

(B5)  (x,  1,1,  ^.  1  =  fa,  r,ô)  +  (a,  p). 

Elle  peut  encore  se  mettre  sous  la  forme 

(  a,  a  -+-  [ ,  6  -H  f ,  3  )  =  (  a,  a  -f-  6  H-  I ,  !i  j  -f-  (  a,  a,  6,  [3  ). 

Lorsque  a  est  remplacé  par  o,  elle  se  réduit  à  Tiilen- 

lilé 

(a,  a)  =  (a  — i,a)-+-(a), 

et,  si  a  s'évanouil,  à 

(a-Hr,6-(-  i,3)  =  (a-{-6-Hi,p)-h(a,  6,  |3). 

Remarque.  —  La  (brmule  (B3),  dont  la  vérification 
ne  présente  pas  de  difliculté,  s'ap|)li(|ue  aussi  bien  aux 
adjoints  qu'aux  continuants. 

40.   ni.   Représentation  de  certaines  formes  algé- 
briques :    1°  Puissances  x"\   —  Soient  : 
(a),    (a)    un  continuant  de  valeur  j:", 
(b).  (v)  un  continuant  satisfaisant  aux  conditions 

■'1,1  =  0, 
"'ci-t-  ''1,0=  O1 

pour  lesquelles  il  faut  que  /?v  soit  pair,  si  les  éléments 
sont  des  nombres  réels  (n"  19 j;  on  |)Osera,  par  exemple, 

(v)=(j',r;), 

y  étant  un  nombre  (luclconfpie  qui  sera  la  valeur  de  (v)  ; 
(c).  (0)  un  continuant  (v  1  de  valeur  i,  par  exemple, 

(o,—  I,  1,0). 
Les  égalités  suivantes  se  vérifient  immétlialeinenl  on 


(   i86  ) 
développant  les  conlinnanls 


(Be) 


Elles  servent  à  former  certains  continuants  ayant 
pour  valeur  x'"  et  composés  au  moyen  de  x  et  des 
éléments  dé  (a). 

En  effet,  soient  m  =  2p  -^  q  (p,  q  entiers);  (a), 
(jâ),  (v)  trois  continuants  ayant  pour  valeuis  respec- 
tives x^  xP,  et  jK  =  x'i . 

On  a 

(3,  V,  p)  =  {:t){^Y  =  T^p+i=x"'. 

Pour  obtenir  une  re|)résenlation  de  x'",  donnons  kq 
dans  cette  lormule  la  valeur  du  résidu  de  m  (mod  2) 
et  à  (v)  la  forme  (p)  ou  (^,71),  suivant  que  ^  =  o, 
ou  ^  =  I  . 

1!  ne  restera  plus  cpi'à  délerminer  (j3)  en  posant,  par 
exemple, 

Ou  opérera  pour  j?/'  de  la  même  manièie  que  pour  x"^ 
et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'exposant  soit  réduit 
à  I  ;  alors,  on  appli(piera  la  formule 

(a,  V,  a)  =(v)j72. 
Pour  m  =  i3,  on  trou\e  les  formes  suivantes: 
a,  X,  r,,  a,   p,    a,  j^,  x,  x,   x,  r^,    a,  a-,  Tj,  a,   p_,   a,  t)^,  a:,  a  j* 

4-1.  a'  Formes  xy^x'-±y'-.  —  Les  continuants 
normaux  symétriques 

(a,  w,  a),  (a,  a),  (a,  -a) 


(   >-^7  ) 
oui  respectivemenl  pour  \alcMir> 

X  el  y  élanl  deux  nombres  (|uelconf|ues  flounés,  on 
peul  poser 


soit 


(«) 


=  .r, 


\    (ol)     =  X, 


et  trouver  eu  général  respect! venienl  pour 

(a,  m,  a")         el  ("a  dr  a\ 

des  élénienls  satisfaisant  à  ces  hypothèses. 
On  a  alors 


(  IJ7  ) 


Exemples  : 


(a,  m,  a)  =  xy, 

r 2,  3,4,3,?.)       =7-'i2, 
(•2,  3,  3, -2)  =7-+'^', 

(2,3,-3,-2)  =  72—22. 


42.    3"    Formes   ax-  -h  ^  Oxy -\- cy-.     —    On    a, 
pour  e  =  ±  I , 

En   posant 

{  («0,1)  =r'       1  «(  1^1,0)  =  (', 

on  trouve  la  (orme  donnée 

e"«  /a,  p,  o,  ea)  =  aa^^-H  2  è.r;'  -H  c^^. 


(   i88  ) 
Si  l'on  pose  en  ontre 

-eCpl+lli,,,  ;  =  ■!/, 
on  en  détlnit 

^    e(3)   =  b  —  t. 
)   (3,  ,)  =  6  +  f. 

Le  discriminant  D  a  pour  valeur 

43.   Une  autre  manière  de  représenter  celle  même 
forme  F,  qui  peut  s'écrire 


—  [(aa?  -t-  by)^-~  D/^j^ 


consisle  à  poâer 


a  h 

(ï)  ~  (Ti,o) 


=  S, 


le  rapport  S  étant  un  nombre  quelconque. 
On  en  déduit 


(B,)  F=  ^  [SVa,vr--4-Drao,,)*]. 


(A  suivre.) 


(   '^9) 
CtKTiHtAiS  Di:  MI'CWMilE  KAIIOWHMI. 


Dijon. 


Epm;L\i;  tiikoiih>i  i:.  —  I.  Attraction  d'un  ellipsoïde  de 
révolution  aplati  sur  un  point  de  sa  surface. 

II.   Poids  des  curps. 

Epreuvk  pratique.  —  Un  plateau  circulaire  homogène 
pesant,  de  rayon  égal  à  i'",  du  poids  de  \^° ,  primitivement 
en  repos,  peut  tourner  sans  frottement  autour  de  son 
centre  O  dans  un  plan  horizontal  sur  lequel  il  repose. 
Un  insecte  M  du  poids  de  lo"  5e  meut  sur  le  bord  de  ce 
plateau.  Il  part  du  repos  et,  pendant  lo  secondes,  il  se 
meut  de  façon  que  la  force  qu'il  applique  au  plateau  ait 
constamment  pour  projection  sur  la  tangente  au  bord  i*-'. 
Au  bout  de  ce  temps  il  ce  meut  de  façon  que  le  travail  de 
la  force  (ju'il  applique  au  plateau,  sait  pi  iqiorlionnel  au 
temps.  On  demande  le  mouvement  du  plateau,  celui  de 
l'insecte  sur  le  plateau  et  le  mouvement  absolu  de  l'in- 
secte. ^  =  9,81.  (.Iiiillel  1907.) 

Eprklvk  TiiÉoiUQLK.  —  I.  Etablir  les  formules  qui  per- 
mettent d'étudier  le  roulement  d'un  cône  mobile  sur  un 
cône  fixe. 

II.  Sachant  cjue  la  résultante  de  deux  forces  est  située 
dans  leur  angle  et  connaissant  la  composition  des  forces 
ayant  même  ligne  d'action,  établir  la  règle  du  parallé- 
logramme des  forces. 

EpREUVK  PRAriQLE.  —  Un  disque  elliptique  homogène 
pesant  dont  les  axes  sont  2'"  et  1'",  et  le  poids  i''^,  repose 
sur  deux  tiges  très  minces,  le  pénétrant  normalement  ;  ces 
tiges  sont  horizontales  et  percent  le  grand  axe  à  o™,  5o  du 
centre;  elles  sont  situées  à  la  même  hauteur.  On  enlève 
brusquement  l'une  des  tiges;  on  demande,  au  moment  où 
le  disque  se  met  en  mouvement,  la  valeur  de  la  réaction 
de  l'autre  tige.  (Novembre  1907.) 


{    '9*^^  ) 

Poitiers. 

Éprel  vK  TUÉoKiQi  E.  —  L'ue  Ixirie  rigide,  [lesanle,  AB,  se 
déplace  dans  un  plan  vertical  de  manière  que  ses  extré- 
mités A  et  B  glissent  sans  frottement  sur  deur  axes 
rectangulaires  Or  et  Ov.  Celte  barre  est  amincie  vers 
l'extrémité  A  de  manière  que  la  densité  linéaire  de  la 
barre  en  un  point  P  soit  proportionnelle  à  la  distance  PA. 

i"   Trouver  et  discuter  le  mouvement  de  AB  : 

Masse  de  AB  =  M, 

AB  =  2  /, 

Angle  de  Ox  avec  la  verticale   dirigée  vers  le  bas  =  'y. 

Angle  de  Ox  avec  OC  i  C  milieu  de  AB)=  6. 

2"  Trouver  un  point  D  de  la  barre  et  une  masse  .M| 
tels  que,  quelles  que  soient  les  conditions  initiales,  la 
force  vive  de  la  barre  soit  constamment  celle  qu'aurait 
dans  le  mouvement  le  point  D  s'il  était  de  masse  ^\\.  Mon- 
trer que  le  mouvement  de  D  est  celui  que  prendrait  un 
point  matériel  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  la 
trajectoire  de  D  et  placé  dans  un  champ  constant  G|  dont 
on  déterminera  l'intensité  et  la  direction. 

3"  Déterminer  et  construire  les  positions  d'équilibre 
de  AB.  Connaissant  ces  positions  peut-on  construire  la 
direction  du  champ  Cj? 

KpREt'vi':  PHATJQiE.  —  i"  (Jn  donne  un  cube  ABCD. 
Al  Bi  Cl  E),  ;  la  vitesse  du  point  A  est  représentée  à  l'instant 
que  l'on  considère  par  le  vecteur  AB,  celle  de  Ci  est 
portée  par  Ci  C,  celle  de  Di  est  dans  le  plan  AiBCDj. 

Trouver  l'axe  instantané  de  rotation  et  de  glissement, 
la  vitesse  de  glissement  et  la  rotation  instantanée. 

■>!'  Un  solide  homogène  a  la  forme  du  prisme  triangu- 
laire -ABC,  AiBiCi;  trouver  les  moments  d'inertie  de  ce 
solide  par  rapport  à   ses  neuf  arêtes. 

I  Novembre  1907.) 

Rennes 

Eprelve  théoriqle.  —  I.  Equilibre  d'un  fil  parfaitement 
Jlexible  et  inextensible  appliqué  sur  une  surface.  Cas  où 
il  y  a  frottement. 


(    '9'   ) 

II.  Problkmk.  —  Un  fil  homogène,  pesant,  flexible  et 
inextensible,  est  tendu  suivant  la  section  droite  d'un  cy- 
lindre non  poli  à  génératrices  horizontales.  Etablir  les 
formules  qui  donnent  en  chaque  point  la  tension  du  fil 
et  la  pression  sur  la  surface. 

Cas  parliciilier  :  Le  cylindre  est  de  révolution  ;  le  fil  est 
appliqué  sur  la  demi-circonférence  supérieure  ;  les  extré- 
mités pendent  verticalement  et  supportent  des  poids 
donnés. 

lii»Ki;(iVK  l'iuTiQUB.  —  On  lance  verticalement  en  l'air 
un  objet  sp/iérique  avec  une  vitesse  de  f8'"  par  seconde.  La 
résistance  de  l  air  est  supposée  proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse  et  telle  que,  pour  une  vitesse  de  80"'  par  se- 
conde, cette  résistance  soit  égale  au  poids  du  mobile. 

Calculer  : 

1"  La  hauteur  à   laquelle   s'élèvera   le  projectile  ; 

•y"  La  durée  de  la  montée  et  celle  de  la  chute. 

On  donne  : 

g  =  9"',«'; 

e  =  9.  ,7183. 

(  INovpmhre  1907.) 
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Montpellier. 

lii'ftKi'VK  'tiikorioi  K  —  i"  Déterminer  l'intégrale  gêné- 
raie  de  l'équation  différentiellf 

d' Y        d^Y         d^  y        <^iy  ■^ 

dx'*  dx*  dx-  dx  -i 

v.°  Cette  intégrale  générale  étant  considérée  comme  l'é- 
quation d'une  courbe  plane,  déterminer  les  valeurs  des 
constantes  arbitraires  de  façon  que  cette  courbe  passe  par 
les  points  x  =:  o,  y  =  o  et  x  =^  tz.,  y  =  o,  et  qu'en  ces  deux 
points  elle  soit  tangente  à  l'axe  des  x. 

3"  Calculer  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  x  et  la 
branche  de  courbe  obtenue  entre  les  deux  points  donnés 
d'abscisses  o  et  -. 


(   '9=^  ) 

Éprelve  pratique. —  On  considère  la  portion  de  l'ellipse 

X-        r2  _ 
a-        b- 

comprise  entre  deux  parallèles  au  petit  axe  (O^;,  symé- 
triques par  rapport  à  celui-ci.  Soit  h  la  distance  qui 
sépare  ces  parallèles  du  petit  axe.  Si  la  portion  d'ellipse 
ainsi  définie  tourne  autour  du  grand  axe,  elle  engendre 
un  tonneau.  Calculer  son  volume  en  fonction  de  a,  b,  h. 

En  prçitique,  s'il  s'agissait  d'un  véritable  tonneau,  on 
ne  pourrait  pas  mesurer  a,  mais  on  pourrait  mesurer  le 
rayon  r  du  fond.  Modifier  la  formule  obtenue  de  manière 
à  obtenir  une  véritable  formule  pratique  pour  le  cubage 
des  tonneaux.  (Novembre  1907.» 

Rennes. 
Epreuve  théorique.  —  Intégrer  l'équation  différentielle 


■>.  a  ■ 


±-1 ^__ 
dx        .r  X- 


Montrer  quelle  admet  l'intégrale  particulière 


I  /  a^ 


3  a* 


Construire  la  courbe  {d)  représentée  par  l'équation  {i). 
Calculer  : 

\°  La   longueur   de  l'arc  AMi  de  (G)  compris  entre  les 
points  d'abscisses  a  et  x^\ 

■i"  Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  l'arc  AMj  ; 
3°  L'expression  du  rayon  de  courbure. 

lù'RKLVK  pRATioit:.  —  Calculer  les  intégrales  définies: 
r~      sinfJf/O 


r 


df) 


(2  -1-  cos  6  )2 

(Novembre  1907.) 


(•93) 

[I7a] 

SUR  LKS  MOBILKS  Di:  LA  FOKMIi  P'"^  P  PUEMIEK 
(IMPAIR  01  PAIR); 

Pau   m.    g.    FONTENÉ. 


1.  La  première  Pariie  de  ce  Mémoire  esL  relative  aux 
modules  de  la  forme  />"',  p  élaiiL  tin  nombre  premier 
autre  que  2  ;  la  seconde  Partie  est  relative  au  module  2"'. 

Si  on  laisse  de  côté  le  module  4,  qui  admet  3  comme 
racine  primitive,  on  sait  que,  pour  un  module  com- 
posé IVI,  il  n'existe  de  racines  primitives,  c'est-à-dire 
de  nombres  appartenant  à  l'exposant  z»  (M),  que 
dans  les  deux  cas  suivants  : 

M  =/?'",     p  premier  et  autre  que  2, 
M  =  ip'",  »  » 

Dans  le  premier  cas,  qui  est  le  plus  intéressant,  on  a 

'i  (p'")  =  P'"-' (p  -  i\ 

et  il  existe  des  nombres  N  appartenant  à  l'exposant 

/)'"-/'•  0        (A- 51), 

8  étant  nn  diviseur  de  p  —  i  ;  le  nombre  de  ces  nom- 
bres, supposés  inférieurs  à  p"\  est 

f(p>"-'-cl)     ou     o  (/>'«-^  j  tp  (S), 
ou  encore 

Â<m,         />'"-*-'(/'— U  ?(o), 
/c  =  m,     •  ?  ( 0 ) ; 

Je   me   propose  de    donner    de   ces  nombres,  pour 

chaque  valeur   de  k   et   chaque  valeur   de  0,    une 

Ann.  de   Mathémat.,  4*  série,  t.  VIII.  (Mai   1908.)  l3 


(  194  ) 
expression  plus  arithmétique  que  celle  qui  résulte 
de  V emploi  d' une  racine  primitive  relative  au  mo- 
dule p^. 

Je  dirai  ensuite  un  mot  sur  le  cas  du  module  'i' p"\ 
pour  lequel  on  a 

o  {"i-p"^)  =  o(p'"). 

Dans  la  seconde  Partie,  je  considère  le  modale  2"*, 
m,y'd,  pour  lequel  il  n'y  a  pas  de  racines  primitives. 
Aux  exposants  a"'"-,  s>/"~-',  ...,  2,  apjiarliennent  des 
nombres  dont  le  nombre  est 

restent  les  deux  nombres  i  et  2'" —  i  qui  appartiennent 
respectivement  aux  exposants  i  et  2. 


PREMIERE  PARTIE. 

MODULES  DE  LA  FORME  p"',  p  ÉTANT  IMPAIR. 

I. 

Nous  chercherons  d'abord  à  quel  exposant  appartient 
un  nombre  donné  JN,  relativement  au  module/?'". 

2.  Lemme.  —  Soit  un  nombre  H,  pour  lequel  on  a, 
avec  h"^  i , 

(g'  non  multiple  de/?); 
on  a  aussi 

H"""' -  i  =  P'"  q 
{q  non  multiple  de  p). 

Ces  deux  faits  (l'un  positif,    l'autre   négatif)   ayant 
lieu  par  hypothèse  pour  m  =  h.    il  suffira  de  montrer 


(   HP  ) 
que,  s'ils  ont  lieu  pour  une  valeur  de  m,  ils  ont  lieu 
pour  la  valeur  immédialement  supérieure. 
Ecrivons 


H^"'~"  = 


q  ne  renfermant  pas  le  facteur/?,  et  élevons  les  deux 
membres  à  la  puissance  p.  Comme  les  coefficients  du 
binôme,  pour  un  exposant  premier  /?,  sont  multiples 
de/?,  sauf  le  premier  et  le  dernier  qui  ont  la  valeur  i  (  '  ), 
on  a 

Hpm-r\-h  .,ni 

=       /?'  qi> 

■+■  p  (/J-2)  m+1    qp-'i  A 


et,  par  suite, 


pm^\  q 


H'^"'"'"''  -  .  =  p•n+^  Q  ; 


ainsi  le  premier  membre  est  divisible  par /?'"+'. 

En  outre,  Q  ne  renferme  pas  le  facteur  ^  ;  on  a  en 
effet  le  diviseur  qui  donne  le  quotient,  Q  étant/?'""*"*, 

Q  =       /ji/'-')  '"-'  qi' 
-^  p'^p-i)  m       qp-i 
^p{p-3).-n      qp-2  A 


9: 


(  '  )  Un  fait  analogue  a  lieu  pour  la  formule  qui  donne  la  puissance 
p''""  d'un  polynôme,  et  cela  donne  une  dcmonslration  du  théori-ine 
de  I<'ermat.  (  Voir  Cahen,  Eléments  de  la  Théorie  des  nombres, 
p.  ()'i  ;  nous  indiquerons  les  renvois  à  cet  Ouvrage  par  la  nolation 
C,  p.  (J(i.  ) 


(   '96  ) 
el   la    parlie  qui   précède  q  est  multiple  de  />,  même 
daus  le  cas  le  plus  défavorable,  p  =  H,  oiî  cette  partie 
est 

jii  étant  au  moins  i .  Comme  l'égalité  ci-dessus  en  H  n'est 
pas  autre  chose  que  l'égalilé  primitive  avec  m  -\-  i  au 
lieu  de  m,  comme  de  plus  le  quotient  Q  a  la  |)ro- 
priété  du  quotient  q^  le  fait  annoncé  est  établi. 

3.   Théorème.  —  Soit  p  un  nombre  premier  autre 

que  2, 

/jf  3. 

Le  nombre  N  étant  premier  avec  p^  si  o  est  V exposant 
auquel  appartient  N  [ou  son  résidu  n  par  rapport 
à  p)  pour  le  module  p,  et  si  la  plus  haute  puissance 
de  p  qui  divise  N^  —  i  est  p'^,  avec  liyi-,  V exposant 
auquel  appartient  N  relativement  au  module  />»'"  est 

pm    h  3^ 

tant  qu'on  a  h^m. 

On  a,  par  hypothèse,  avec  hy  i, 

,  \  ^ô—l=phg' 

i  (  q   non  multiple  de  /j); 
on  a  en  outre 

(2)  ]\5 — i=yj         (^0  minimum); 
la  conclusion  est,  avec  m  y  h, 

(3)  iV       ^ — \  :=  p"> q         (exposant  minimum  pour  N). 

1"  D'après  (2),  les  seules  puissances  de  N  qui,  divi- 
sées paryj,  donnent  i  pour  reste,  sont  celles  dont  l'ex- 
posant est  multiple  de  S  ;  l'exposant  auquel  appartient  N, 
pour  le  module/»'",  est  donc  d'abord  multiple  de  o. 


(   '97  ) 
2"  D'après  (i),  en  appllqnanl  le  leinme  du  n"  2  avec 
H  =  N2,  on  a 

{  iq   non  innlliplc  de  p)  ; 

l'exposanl  auquel  apparlient  N,  pour  le  module  />'", 
est  donc /?'"~'^o,  ou  un  diviseur  de  ce  noml)re  ;  comme 
cet  exposant  doit  être  mulli|)le  de  o,  qui  est  un  divi- 
seur de  /?  —  [,  il  est  certainement  de  la  forme  [/~^o^ 
avec  l'^m. 

Or,  avec  l'hypothèse  (r),  on  a 

(  [q  non  multiple  de/>); 

donc  le  |)remier  meml)re  n'est  divisible  par  />'"  que  si 
l'on  a  Izi^m.  Le  nombre  N  appartient  donc  bien  à 
l'exposanl/>"'~^û,  comme  l'indique  l'écriture  (3). 

On  peut  observer  que  le  quolienl  q  de  V  égalité  (3) 
ne  renferme  plus  le  facteur  p.  L'énoncé  même  du 
théorème  entraîne  d'ailleurs  cette  consécjuence  ;  sans 
quoi  N  ap|)aitiendrail  pour  le  module  />"'+'  à  un 
exposant  diviseur  de/>"'  "^o,  ce  qui  est  contraire  au 
théorème. 


i.  Remarque.  —  Si  l'on  a  II  "^  m^  l'exposant  aufjuel 
appartient  N  est  simplement  ô,  puisqu'on  a,  d'a- 
près (i), 

Nô—  I  =  p>"  X  p't~"i  q\ 

et  que,  d'ailleurs,  cet  exposant  doit  renfermer  le  fac- 
teur 0  ;  le  (juotienl/?^"'"^'  renferme  alors  le  facteur/^. 
(La  même  chose  a  déjà  lieu  pour  h  =  m,  si  ce  n'est 
que  le  quotient  est  alors  q'  non  multiple  de/>.  ) 


(  >98  ) 


II. 

Voyons  mainlenant,  ce  qui  est  l'objet  principal  de 
ce  Mémoire,  quels  nombres  N  appartiennent  à  un 
exposant  donné  /?'"~*ô,  /.•  élant  au  moins  i ,  et  8  étant 
un  diviseur  de  p  —  i.  Pour 

A'  =  1 ,  2,  . . .,  h,  . . . ,  /n  —  I , 

on  doit  cliercber  les  nombres  qui  satisfont  à  la  fois  aux 
conditions  (i)  et  (2),  3  et  h  élant  donnés.  Pour  A'  =  m, 
c'est-à-dire  lorsqu'il  s'agit  des  nombres  N  qui  appar- 
tiennent simplement  à  l'exposant  0,  on  aura  à  tenir 
compte  de  la  remarque  du  n°  â. 

Nous  commencerons  par  résoudre,  et  c'est  l'objet  de 
ce  paragrapi)e,  un  problème  plus  général  que  celui  que 
nous  avons  en  vue. 


5.   Problème  I.  —    Résoudre  la  congruence 

l'exposant  S  n'étant  pas  multiple  de  p\   le  point  in- 
dique un  multiple  <feyo^+'. 

Supposons  connus  les  A  -f-  i  derniers  chiffres  de  X 
écrit  en  base/?,  et  cherchons  les  II  -\-  \  derniers  chilTres 
de  N  écrit  de  même  ('  )  ;  on  veut  avoir 


(  n-h  ap  ^  bp-  -1- . . .  -f-  ep''-^  -+-  fp' 


l/i-Hl  \s 


h  _i_  n/i  +  l 


(')  Dans  le  traitement  des  questions  où  le  module  est  une  puis- 
sance de  p,  on  procède  de  proche  en  proche  à  partir  du  module  pre- 
mier/), en  faisant  croître  d'une  unité  à  chaque  fois  l'exposant  de  la 
puissance  (  C,  p.  99)  ;  on  comprend  dés  lors  que  remploi  du  système 
de  numération  à  base  p  doit  donner  aux  démonstrations  un  tour  aisé. 


(   199  ) 
nous  supposerons  %  non  multiple  de/?,  c'ost-à-dire 

V  jzé  o,         d'où         n  ^  o. 

On  doil  avoir  d'abord 

n'  =  V  -I-  /?         (  n  <Cp); 

V  doit  donc  être  un  reste  de  puissance  s'^""'  par 
rapport  au  module  p,  et  la  condition  [)our  qu'il  en 
soît  ainsi  est  celle-ci  :  o  désignant  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  5  et  p  —  i,  v  doit  être  l'une  des  ^—^^ — 
solutions  de  la  congruence 

V   0     =  i  -i-  ^  ; 

cette  condilion  remplie,  la  congruence  ci-dessus  en  n 
a  0  solutions  distinctes  (C,  p.  99).  Dans  le  cas  parti- 
culier 

V  =  I, 

que  nous  aurons  à  considérer,  ces  0  solutions  sont, 
comme  on  sait,  celles  de  la  congruence 

«5=1-+-/»        (/i  </)). 

La  valeur  de  n  étant  choisie,  on  doit  avoir  en  second 

lieu 

(n  ^  ap  f  =  V  -i-  a/j  -h  /?"- , 
ou 

(  «•'  —  V )  -i-  s  rt^    '  ap  —  a/>  =  p"-, 
ou 

n""  —  V 


-r-  i- «*■-'  a  —  X  —  p         (a</)); 

on  a  supposé  s  non  multiple  de  p  pour  que  le  coeffi- 
cient de  l'inconnue  a  soit  premier  avec  le  module  y>, 


(     200    ) 

et    la   congnience    a   alors    une    sohilion,   soit    a    ('). 
On  doit  avoir  ensuite 

{n  -^  ap  -+-  bp-f  =  V  -H  XyD  -T-  '^p^^p^, 
ou 

[{n  +  apy—(^^-{-ap)]-^s(n-^apy-i  bp"^  —  '^p''-  =  p^, 

on  divise  par/)%  etc.  (-). 

On  continue  ainsi  de  proche  en  proche. 

6.  Problème  II.  —  L'exposant  s  n'étant  pas  mul- 
tiple de  /),  trouver  N  d'après  les  conditions 

N^— V  =p''q' 
(q    non  multiple  de/?), 

oïL  V  est  un  reste  de  puissance  s^'"^^  par  rapport  au 
module  p. 

Il  faut,  dans  ce  qui  précède,  faire 

(?  9^<>)- 

I^a  valeur  de  n  étant  choisie,  si  l'on  désigne  par  «„) 

(')  Si  s  est  multiple  dey:),  on  a 

{n-hpy  =  n'-hp'; 

la  congnience  à  résoudre  est  impossible  ou  indéterminée  selon  qu'on 
n'a  pas  ou  qu'on  a 

n'  =  V  -I-  a/?  -i-p^- 

(')  Si  «  est  multiple  de  p,  on  a 

(,n  -r-  a/7  -h  />-)'  =  (  n  +  a/j  )'  +  />'  ; 

la  congruence  à  résoudre  est  impoisible  ou  indéterminée  selon  qu'on 
n'a  pas  ou  qu'on  a 

(  n -i- «p  )' =  V -t- a/> -H  JijO- -t- />\ 


(     30Ï     ) 

bo,  . . . ,  «0,  /"o  les  valeurs  de  a,  6,  . . . ,  e,  /",  pour  a, 
3,  ...,  c,  cp  égaux  à  zéro,  il  faut  prendre  (puisque  es  ne 
doit  pas  être  nul) 

(  N  =  rt  -+•  ao/?  -h  bop'^-^-.  .  .-4-  eo/?''"' -+-//''' -+-/>''"*"' 
î  (/?^/o)- 

Le  nombre  des  valeurs  de  n  est  o,  le  nombre  des  va- 
leurs dey  est  p  —  I  ;  à  chacune  de  ces  valeurs  de/*  cor- 
respond pour  c2  l'une  des  valeurs  i ,  2,  3,  .  . .  ,  /?  —  i , 
dans  l'égalité 

Pour  une  même  valeur  de  /i,  les  nombres  N  forment 
p  —  I  progressions  arithmétiques  de  raison  p^"^' . 

7.  Cas  particulier.  —  L'exposant  s  n'étant  pas  mul- 
tiple de  /?,  trouver  N  d'après  les  conditions 

(  N*  —  I  =  /?/'  q' 

{  {q'  non  multiple  cle/>). 

Si  l'on  désigne  toujours  par  o  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  s  e\  p  —  i,  les  valeurs  de  JN  sont  celles 
qui  vérifient  les  conditions  plus  simjiles  : 

I  {q'  non  n)ulliple  de/)'); 
cela  donne 

n  est  l'une  des  8  solutions  de  la  congrucnce 
ftS—,  =p^ 

et,   lorsque   la   valeur  de   n  a  été   choisie,    les  coeffi- 


(     202     ) 

cienls  «o,  ^o?  •••■!  ^o  sont  absolument  déterminés,  le 
nombre  des  valeurs  de /  esl  p  —  i.  En  effet,  d'une  part 
les  valeurs  de  N  qui  satisfont  aux  conditions  (i)  satis- 
font aux  conditions  proposées,  et,  d'autre  part,  la  ré- 
ponse au  problème  primitif  estégalement  de  la  forme  (i') 
avec  0  valeurs  pour  n  el  p  —  i  valeurs  pour  f;  d'ail- 
leurs, en  ce  qui  concerne  n,  on  a  déjà  rappelé  que  les 
conoruences 

ont  les  mêmes  solutions  (congruences  à  modules  pre- 
miers). 

III. 

8.  Des  nombres  qui  appartiennent  à  un  exposant  donné 
pour  un  module  donné  p"',  p^i.  —  Pour  avoir  les 
nombres  N  qui  appartiennent  à  l'exposant /?"'"''^ô  rela- 
tivement au  module/?"*,  8  étant  un  diviseur  de  p  —  i, 
et  h  ayant  l'une  des  valeurs  i,  2,  ...,  m  —  i  (mais  non 
la  valeur  m  ([ue  nous  écartons  pour  le  moment),  il 
faut  prendre  les  nombres  N  qui  vérifient  les  conditions 
suivantes  : 

(  iq'  non  multiple  de  p) 
et 

(t.)  N2— i=/?         (ô  uiininiumj; 

on  supposera  d'ailleurs 

N  <p"'. 

Le  nombre  N  devant  ici  appartenir  à  l'exposant  o 
pour  le  module  />,  il  doit  en  être  de  même  de  son  ré- 
sidu n  par  rapport  à/?,  et  l'on  doit  avoir 

(2')  «S — 1=/>         (0  minimum). 


(     203     ) 

Le  nombre  des  valeurs  de  /?  pour  la  formule  (i')  est 
alors  seulement  'f  (o);  comme,  dans  celte  formule, 

,     i   N  =  n  -f-  ao/>  -l-  6(1/'^  -4- ...  -4-  eo/)''-'  +//>''  -h  />''"^' 

le  coefficient  ya/?  —  i  valeurs,  les  nombres  demandés  N 
forment  [p  —  1)0(0)  progressions  arilhmétic|ues  de 
raison  p^^\  et  chacune  de  ces  progressions  doit  être 
limitée  par  la  condition  N<^/>'".  On  peut  écrire 

N  =  N'-t-p^+»x  (o,  1,2,  . ..,  />'«-'-'''— 1), 

avec  N'<^yD'^'*''.  Comme  on  a  pour  n  des  valeurs  en 
nombre  «2(0),  pour  y  des  valeurs  en  nombre  p  —  i, 
pour  le  multiplicateur  de  p^"^^  des  valeurs  en  nombre 
pm-h-\^   le  nombre  des  valeurs  de  N  qu'on  obtient  est 

•f  (0)  X  (/)  — I)  X /?'«-'''-•  ou  9 (/?'"-/' 0), 

comme  on  le  sait  par  ailleurs. 

Pour  h  =  m  —  i ,  on  arrive  à  prendre 

N  =  n-i-  aop  -+-  b^p'^-^. .  .-H  rop'"-'^-{-  sp^-'^ 

(s  ^  So). 

Si  l'on  prend  enfin 

N  =  /i-{-  aop  -f-  bop"^-^.  .  .-H  /•o/?'"-*4-*o/''"~S 
on  a 

N8— I  =/»'», 

le  quotient  pouvant  renfermer  le  facteur/),  et  N  appar- 
tient à  l'exposant  0  pour  le  module  p"' .  On  a  pour  N 
des  valeurs  en  nombre  '-^(o).  On  peut  dire  qu'on  a 
ici  h'^m;  le  (|uolienl  de  N^ — i  par  p'"  renferme  le 
facteur  p  à  \a  puissance  h  —  m,  si  A  est  plus  grand 
que  m. 
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Dansions  les  cas,  les  noinbies  ]N  (plus  pelils  que/?'") 
qui  àpparliennenl  à  l'exposant/?'""*?  pour  le  module/?'" 
sont  en  nombre 

(£>(/)"'-'<^5). 

9.  Prenons,  par  exemple,  p  = -• .  Pour  des  valeurs 
données  de  o  et  de  /i,  les  nombres  N  qui  satisfont  aux 
conditions  (i)  et  (2)  forment  6cp(o)  progressions  arith- 
métiques illimitées  (t>oi'/"  le  Tableau  de  la  page  2o5). 

Cela  étant,  si  le  module  est,  par  exemple,  -',  les 
nombres  de  la  double  colonne  qui  a  pour  litre  o  =  3 
appartiennent  successivement  aux  exposants  7''  X  3, 
-^2x3,  -  X  3,  et  la  suite  de  la  colonne  (/i^4)  donne 
une  progression  unique  de  nombres  ap])artenant  à 
l'exposant  3.  Si  l'on  se  borne  aux  nombres  plus  petits 
que  ^',  les  progressions  renferment  successivement 
r-  termes,  ^  termes,  i  lerme,  et  encore  i  teiine;  de 
sorte  que,  dans  la  colonne  qui  correspond  à  6  =  3, 
/i  =  2,  par  exemple,  le  nombre  des  éléments  est 

(7--4-  7  +  1)  X  (7  —  l) -4- I       OU      73  ; 

le  nombre  total  des  colonnes  élant  -  —  i,   le   nombre 
total  des  éléments  est 

73  X  (7  —  D     ou     îp(7*). 

10.  Pour  0  =  1,  on  veut  avoir 

\   A  —  1  =  p'^q'  (s  —i=zp) 

I         (q   non  nuiltiple  de  />), 

c'est-à-dire  a  priori 

_^  =^/'x  (i,  i,  3,  ..  .,/<  —  i)-f- 1  -+-/>''+', 

avec  y'^  o. 
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-   + 


-    + 


-o        + 


ro       o       r^     ^^       — 


Il  I 
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Pour  0  =  2,  on  veul  avoir 

I  (g'  non  multiple  de  p ), 

c'est-à-dire  a  priori 

N  =  y;/'  X  (1 ,  2,  3,  ...,/?  —  I)  —  1+  p''+\ 

avec  /^  o;  cette  écriture  correspond  à  n=  —  i,  et,  si 
l'on  veut  conserver  n=  p  —  i ,  il  faut  écrire 

N  =  (/>  —i)-^(p  —  i)p-^(p  —  i)p^-i-... 

-^-iP  -l)p''   ^^p''X  (o,   1,2,   ...,/?  — 2)  +/>'*+', 

avec/=^/?  — I. 

Si  l'on  suppose,  par  exemple,  p  =  3,  c'est-à-dire 

N8— 1  =  3^'^' 
iq'  non  multiple  de  3), 

on  peut  avoir  seulement  5  =  i ,  ou  o  =  2,  ce  qui  donne 
d'abord 

N  =  3  +  1 
ou 

N  =  3  — I. 
Pour  /i  =  I ,  on  a  donc  (avec  n  =  dr  1) 

N  =±i4-  3(i,2)-h9. 

Restent  les   nombres  N   des   deux  formes   9).  ±1; 
prenant  d'abord  À  non  multiple  de  3,  on  a 

N  =±i-f- 9(1,2)-!- 27, 

et  ces  nombres    correspondent  à  A  =  2.   Restent   les 
nombres  iN  des  deux  formes  2'-).  ±  i,  etc. 
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11.  Remarque  générale  pour  le  cas  où  o  est  pair.  —  Si 
5  est  pair,  8=  2c/,  les  conditions  (i)  et  (2)  du  n"  8 
sont  é(jiiivalentes  à  celles-ci  : 

l  l^'l+l  =  ,,"q' 

[1]  1       ,  . 

(   {cj    non  multiple  de/j), 

[2]  N'^'-l-j  =  /9         (f/ minimum); 

en  efFet,  N'' —  i  n'est  pas  divisible  par  /?,  de  sorte  (|ue 
N'^+i  doit  être  divisible  par/j*^. 
On  a  ici  V  =  —  i ,  et  la  condition 

(-1)  rf   =1  +  ^, 

qui  exprime  que  —  i  est  un  reste  de  puissance  û?"""^ 
par  rapport  au  module  p,  est  naturellement  satisfaite, 
p  —  I  étant  multiple  de  2t/.  La  congruence 

donne  d  valeurs  de  /?,  et,  parmi  ces  valeurs,  celles  pour 
lesquelles  l'exposant  d  est  minimum  sont  en  nombre 
'•^{^■i),  ou  cp(2<3^),  c'est-à-dire  2Z'(d)  ou  C2(f/)  selon  que 
d  est  pair  ou  impjiir.  Dans  ce  dernier  cas,  par  exemple, 
les  solutions  de  la  congruence  considérée  sont  les  com- 
pléments à  p  des  solutions  de  la  congruence 


et  la  valeur  o{d)  est  intuitive  (voir  0  =:  6  dans  le  Ta- 
bleau  relalit  à  yo  =  7);   voici  un  exemple  du  premier 

cas  : 

/?  =  5,         0  =  4,         d  = -2. 

donnent,  avec  z^{d  )  =  i ,  i'^{d)  =  2, 
•22+  I  =  5,        32 H-  I  =  10. 
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On  a  un  lemme  analogue  à  celui  qui  a  été  clénionlré 
au  n°  2,  avec  +  i  au  lieu  de  —  i. 

Pour  le  Lhéorème,  il  faul  niellre  +  i  au  lieu  de  —  i 
dans  les  hypothèses  (i)  et  (2)  et  dans  la  conclusion  (3). 

Les  nombres  qui  appartiennent  à  l'exposant  p"^'^?, 
pour  le  module  /?'",  lorsque  0  est  pair,  0=  id^  sont 
ceux  pour  lesquels  on  a 

N'''"'~''^-t-  I  =/j'"     (exposant  minimum  pour  N); 

ils  sont  en  nombre 

(f{-id)  X  '^(p'"-''  )         ou         '^(/5'«-/'o). 

12.  Restes  des  puissances  des  nombres  N.  —  Soit  X  un 
nombre  qui  vérifie  les  conditions  (i)  et  (2);  il  appar- 
tient, pour  le  module  p'",  à  l'exposant  p"'~'^o,  et,  dans 
la  suite  des  restes  fournis  par  la  progression 

I,     N,     NS     ...,     NS-i,      ..., 

le  diviseur  étant  /?'",   les  />'""''' 0   premiers  restes  sont 
distincts.  Soit  R  un  des  0  premiers  restes.  On  a 

R  X  n5=  R  X  (i  ^p''g')  =  R  -^'p''; 

il  en  résulte  que  les  restes,  pris  de  0  en  0  à  partir 
de  R,  sont  les  résidus  par  rapport  à  p"^  des  nombres 

R-hp''x(o,  I,  2,3,  ...,/)'«-/'— 1), 

en  nombre  /j'""*^. 

Si  0  est  pair,  0  :=  2<^,  on  a 

R  X  N"=  R  X  (—i^p''g')  =—R-i-pft; 

les  restes,  pris  de  d  en  d,  sont  alternativement  les  ré- 
sidas par  rapport  à  p^"  des  nombres  des  deux  groupes 

zh  K  -+-p''  X  (o,  I,  -2,  3,  .  ..,p"'-''—  I). 
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Pour  û  =  I,  0  =  a,  les  choses  sont  particulièrement 
simples. 

IV. 

13.   Module  2/j'"(/jr3).  —  Pour  le  problème  I: 

il  suffira  qu'on  ait 

N-'=  3Î> +//'+•,     • 

N  étant  de  même  parité  que  .)b.  Comme  on  a  alors 

N  =  ( /i  -t-  a/?  -(-  bp'^ -\- .  .  .-\-  e/?''-i  -^fp'^  )  -t-  kp'^+^^ 

on  prendra  k  pair  ou  impair  selon  les  circonstances. 
Pour  le  problème  II: 

\  {q'  non  mulli|)Ie  de/>), 

on  procédera  d'une  manière  analogue. 

Relativement  aux  nombres  qui  appartiennent  à  un 
exposant  donné  /?'"~'^o  pour  le  module  2/?'",  tant  que  h 
n'est  pas  m,  on  doit  prendre 

N  =  N'-i- /?/'+' X  (i,  3,  5,  ...,  ■>p"i-'^-ii—x), 
si  N'  est  de  parité  contraire  à  =)b,  et 

N  =  N'-h /)/'+'  X  (O,   -i,   4,    ...,  %pm-\-li_  2), 

si  N'  est  de   même  parité   que  JI1>  ;   le  nombre  de  ces 
nombres  est,  dans  les  deux  cas, 

<f(S)  X  (/j  —  i)  X /?'«-'''-' 
ou 

'f(/?"'-/'8). 

/1/in.  de   Matliëmat.,  4*  série,  l.  VIII.  (Mai  1908.)  l4 
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Pour  un  exposant  o  on  prendra 

i\  =  n  -+-  aop  -h  bop^-i-. . .-+-  s^p'"-^  -^ p"^  x  (o  ou  i), 
de  façon  que  N  solide  même  p.inlé  que  DL. 

DEUXIÈME  PARTIE. 

MODULE  r",  m  =  i. 

14.  Lemme.    —    Soit  N   un  no/nbre  impair  pour 
lequel  on  a 

i  N  —  i  =  i''q'         ou  N-\-i=mi^q'         (h^i) 

(4;  ^    ,  .        .  ^ 

(  (g   impau); 

on  a  alo/'s 

i  N'"'"'  — i=2"'fy         {m>h) 
(         (q  iiiipau-). 

Pour  m  =  h  -\-  i ,  on  doit  avoir  d'abord 

N2  —  \  =  2''^^q         (^^  impair); 

or,  on  a,  par  hypothèse, 

l\  =  -2''^'±i  (^'impair), 

d'où 

>J2  =    ^lh  g'I  ±   .j^h  +  l  ^'  -f-  I  , 

ou 

IN  2  —  1  =  97'-^->  ^r'  (  î/i  -1  g-'  ±  I  )  ; 

pour  /«>2,  on  a  hien  ce  qu'on  cherche. 

D'autre    part,    supposons    qu'on    ait    obtenu    pour 
une  certaine  valeur  de  m 

(a)  N  =ï"'q-\-i         (q  impair); 

on  a,  par  élévation  au  carré, 
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OU 

(6)  N^"'"^'"'—  I  =  2'«+i5r(2'«-'^  -h  I); 

avec  m  >»  I ,  (6)  n'est  autre  chose  que  {a)  où  l'on  rem- 
place m  par  m  -\-  \ . 

Le  fait  énoncé  est  donc  exact. 

15.  Théorème.  —  Un  nombre  impair  étant  mis 
spus  la/orme  (4),  ou  encore  sous  la  forme 

(G)  N  =(2/'d=i)  +  '^''^"'         (/«52), 

ce  qui  est  toujours  possible  d'une  seule  façon,  l'ex- 
posant auquel  appartient  ce  nombre  pour  le  mo- 
dule i"'-  est  a'""-^,  tant  qu'on  a  h  <C  m. 

Même  démonstration  que  pour  le  théorème  analogue 
de  la  première  Partie.  On  //eut  observer  que  le  quo- 
tient q  de  l'égalité  (5)  est  impair. 

Je  réunis  ici  les  conditions  d'inégalité 

■2-^  h  ^771  —  I  . 

16.  Remarque.  —  Lorsqu'on  a  h^m,  le  nombre  N 
appartient  à  l'exposant  i  ou  à  l'exposant  2  selon 
qu'on  a 

H  =  7.f'g'-i-i         ou         N  =  '2''g'—i. 

17.  Des  nombres  qui  appartiennent  à  un  exposant  donné 
pour  le  module  .>."',  7)i^?i.  —  Le  module  2'"  étant  donné, 
les  nombres  de  la  ("orme  (6),  avec  h^m  —  i,  appar- 
tiennent à  l'exposant  2"^"^,  qui  prend  les  valeurs 

pour  chaque  exposant,  ces  nombres  lorment  deux  pro- 


(    212    ) 

pressions  arilhméliques.  Les  nombres  des  deux  formes 

2"'-T-I,       2'"  —  I 

appartiennent  respectivement  aux  exposants  i  et  2. 
Si  l'on  se  borne  aux  nombres  inférieurs  à  2"%  les 
nombres  considérés  sont  en  nombre 

2[ç>(2'"-2)  _i_  cp(2'«~3)  -i-.  .  .-7-  0(2  j  H-l], 
OU       2'"^1,  OU        Ci(2"»j. 

Le  module  étant  16,  par  exemple,  on  a  pour  l'expo- 
sant 4  If  s  nombres  3, 11  et  5,i3;  pour  l'exposant  2  les 
nombres  'j  et  9,  et  en  outre  le  nombre  i5;  pour  l'ex- 
posant I,  le  nombre  i. 

18.    Prenons  la  formule  (6). 

1°  Pour  h  ^  2,  on  a  les  nombres  des  deux  formes 

N  =  8-f-5         ou         8-f-3 

qui  appartiennent  à  l'exposant  2"*~-  (quotient  du  mo- 
dule par  4,  ou  moitié  de  l'indicateur  du  module;  pas 
de  racines  primitives). 

2°  Restent  les  nombres  des  deux  formes  8À±i. 
Prenant  d'abord  ),  impair,  on  a 

N  =  i6-i-9        ou         16 -1-7. 

Or,  en  faisant  h  =  3  (ce  qui  suppose  my4)i  on  voit 
que  tout  nombre  de  l'une  de  ces  formes  appartient  à 
l'exposant  2'""'  (quotient  du  module  par  8). 

3°  Restent  les  nombres  des  deux  formes  16).  ±1. 
Prenant  d'abord  A  impair,  on  a 

N  =  32 -t- 17        ou         32-i-i5. 

Or,  en  faisant  /i  =  4  (ce  qui  suppose   m  ^5),  on  voit 
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que  tout  nombre  de   l'une  de  ces  formes  appartient  à 
l'exposant  2'"~*. 

En  continuant  ainsi,  après  avoir  fait  h  =  m — i,  ce 
(pii  donne  des  nombres  appartenant  à  l'exposant  2,  il 
restera  les  nombres  des  deux  formes  a'^Xiiz  i,  qui  a|)- 
parliennent  respectivement  aux  exposants  1  et  2. 

19.  Nous  donnerons  encore,  en  commençant  par  les 
exposants  les  plus  faibles  et  en  nous  bornant  aux  nom- 
bres inférieurs  à  2"%  le  Tableau  suivant  : 

Exposant.  Nombres. 

I    '  ^    ' 

7.  '  ('2"'-l±l) 

1^  (2"'"-2±  l)+  2"«-'  X  (O,    l) 

•23  (2'«-3±l)  -^  2'«-2X  (O,    I,  2,  3j 


9/"-''  ('Jl''±\)  -h  2''+'     X  (o,    1,2,    .  .  .  ,   ■}"'-h-l  —  l) 

2"'-2  (2-±l)  -+-2''  X   (o,    I,  2,    .  .  .,  2"'--3—  r) 

Par  exemple,  avec  le  module  2"  ou  ()',  on  peut  former 
comme  il  suit  le  Tableau  des  nombres  autres  que  1  et  63, 
avec  l'exposant  en  indice  : 

(3.,33)a 
(i>,i7H  (3. ,33),  (47,49)v 

(7,9)8     (15,17)4     (23,25)8     (3i,33)2     (39,ii)8     (47,49)i     (55, S;)» 

o 
une  dernière  ligne,  non  écrite  faute  de  place,  commen- 
cerait par  (3,  5)10  et  fi u irait  par  (69,61  ),o. 

20.  Restes  des  puissances  des  nombres  N.  —  Pour  les 
nombres  de  la  forme 

ÎS  =(2''-t-l)  +  2/'+'. 
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lesquels  appartiennent  à  l'exposant  a'""^,  les  restes 
des  puissances  par  rapport  au  module  2"'  sont 

2^  X  (O,    1,-2,     ....    2'"-/' Ij  -+-  I. 

Soit 

-\<=  5!"'Q^-  R, 

N'— I  =  ^'''Q  +  rR  — i); 

le  premier  membre  esl  divisible  par  N  —  i,  donc  par 
^  ,  .... 

Pour  les  nombres  de  la  forme 

N  =  (-2/'—  I)  -+-  2^'-^», 

lesquels  appartiennent  aussi  à  l'exposant  2"'"'^,  les 
restes  des  puissances  par  rapport  au  module  2'" 
sont,  pour  les  puissances  paires  de  N, 

2''-t-l  X  (O,    1,2,    .  .  .  ,   2'"    /'-'  —  I  )  -(-  I , 

et  pour  les  puissances  impaires 

2/j-Hl  X  (o,    1,2,    .  .  .  ,   2'"  -''-'  —  U  +  (2/'  —  l). 

Soit 

N'=.  2'«Q-+- R, 

.N<— i  =  2'«Q  +  (R  — i),         .A'^-i-i  =  2'«Q  +  (R  +  i). 

Si  /  est  pair,  X'  —  i  est  divisible  par  (N  +  i)  (N  —  i), 
donc  par  2'^+',   .... 

Si  t  esl  impair,  N^  +  i  est  divisible  par  N  +  i,  donc 
par  s^;  le  quotient 

(xN'-i— N'-2) -f-. .  .H-(N2— N)  4-1 
est  impair,  et  l'on  a 

R  =  2/'  ( 2  ^  -f- 1  )  —  I  =  2''+'  cj  +  (  i.''  —  i)  ; 
etc. 
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2 1 .  Les  derniers  chiffres  des  puissances  de  5  écrites  en 
base  10.  —  Je  leiminerai  par  une  remarque  pour 
laquelle  je  inc  bornerai  à  un  e\em[)le.  On  a 


i^q- 


el,  par  suite, 

—  I  =  •>.'«  gr; 

on  a  donc 

5- (5'" 

— l)  =  lO 

OU 


Donc,  si  Von  écrit  les  puissances  de  5  dans  le  sys- 
tème de  numération  dont  la  base  est  lo,  à  partir 
de  5'"(m^2),  les  m  derniers  chiffres  se  reprodui- 
sent périodiquement,  le  nombre  des  termes  de  la 
période  étant  2"'  -. 

Si  l'on  fait  le  calcul  des  puissances  successives  de  5, 
on  trouve  ceci  : 

i"  Ces  puissances,  à  partir  de  5-,  se  terminent  toutes 
par  20; 

2"  A  partir  de  5',  elles  se  terminent  alternativement 
par  12.5  et  f)25  ; 

3"  A  partir  de  5*,  elles  se  terminent  périodiquement 
par  0625,  3120,  5020,  8i25; 

Etc. 

2^.  Modules  1  et  2.  —  Relativement  au  module  2,  on 
a  supposé  /7i^3.  Pour  le  module  a-,  les  impairs  étant 
de  l'une  des  deux  formes  4  A  ±  i,  ceux  qui  correspon- 
dent au  signe  4-  appartiennent  à  l'exposant  i,  ceux 
qui  correspondent  au  signe  —  appartiennent  à  l'expo- 
sant 2;  on   observera  que  le  module  composé  4  admet 
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la  racine  primitive  3  : 

Puissances 

1              3 

9 

Restes 

i             3 

I 

Pour  le  module  2,  tous  les  impairs  appartiennent  à 
l'exposant  i . 


[Illa] 
GÉ\EIMLISATIO\  D'LNE  QIIESTIO.X  DE  WOLSTE.\IIOLME  ; 

Par  m.  Samuel  GERVERA, 

CapiUine  au  28'  de  ligne,  Tarragone  (Espagne). 


M.  G. -A.   Laisant  a  proposé,  dans  son  Recueil  de  " 

Problèmes  de  Mathématiques  (p.    18),   la  question 
suivante,  déjà  résolue  dans  les  Nouvelles  Annales: 

Si  X,  y,    z  sont  trois   nombres  positifs  dont    la 
somme  est  égale  à  C unité,  on  a 

{i  —  x){i-y)  {\  —  z)>%xyz  (i). 

Cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  du  théo- 
rème suivant  : 

Si  X,  y^  z,  . .  . ,  t'  sont  m  nombres  positifs  dont  la 
somme  est  égale  à  l'unité,  on  a 

(i  —  x)  {i—  y){\  —  z)  ...  (i  —  f)>(m  —  i)'"  xyz  .  .  .  v. 
(')  WoLSTEXHOLME,  iXom-eUcs  Annales,  15.54. 


(  ^-'T  ) 
Démonstration.  —  En  effet 

{m  —  i)'"  xy z  ...  V  =  (m  —  \)x (m  —  i)y  (m  —  i) z  ...  (m  —  i)  c, 

(m  —  i)  X  -h  (m  —  i)y  -+-. .  .-+-  {m  —  i)  v 

=  (m  —  i)(x-^y-Jr-z-h...-hv)  =  nt  —  i 
et 

(l  —  x)-i-(i—y)-^(i  —  z)-h...+  (i  —  i>) 

=  m  —  (x-hy-hZ-lr...-JrV)  =  m  —  I. 

Par  la  théorie  des  inaxima  et  des  minima,  on  sait 
que  si  nous  décomposons  le  nombre  (m  —  i)  en  m  de 
ses  parties,  et  si  nous  multiplions  celles-ci  entre  elles, 
elles   nous  donneront    un    produit    maximum,    quand 

leurs  facteurs  seront  égaux  à  la  —  partie  de  {m  —  i); 
et,  dès  lors,  des  deux  produits 

{i  —  x)(r—y)(i-z)  ...  (i  —  v), 
{m  —  i)  X  (m  —  \)y  {ni  —  i)  z  ...  {m  —  i)v, 

qui  ont  m  facteurs  et  dont  la  somme  est  (//i  —  i),  le 
majeur  des  deux  sera  celui  dont  les  facteurs  m  seront 
moins  inégaux,  puisque  le  produit  le  plus  grand  cor- 
respondrait au  cas  où  ils  seraient  égaux  à  la —  partie 
de  la  somme  (/«  —  i). 

Les  différences  entre  ces  (acteurs  pris  de  deux  en 
deux  sont  : 

Pour  le  premier  produit 

(i  — a;)  — (I  —y)  =y  —  x, 
ii  —  x)—(i  —  z)=  z  —  x. 


(i  -j')  — (i  — ^)  -^  —y, 

(i  —  v)  —  {\  ~  X)  =  X  —  »', 
{i-v)-~  il— y)  =y  —  v, 


(  2.8  ) 
Pour  le  second  produit 

(m  —  ()jK  —  (m  —  i)  X  =  (  m  —  \  )  iy  —  x), 
{m  —  I  )  z  —  (m  —  I  )  a-  =  (  /n  —  r  )  { z  —  a:  ), 

(m  —  \)  X  —  ( m  —  i) y  —  ( m  —  ï)  { X  — y), 

(m  —  i)  X  —  ( /n  —  f  )  (•  =  (  m  —  i )  ( ^  —  ^)i 
(m  —  \) y  —  (m  —  i  )  i'  =  (  m  ~  i )  (y  —  t> ). 

Ceci  nous  démontre  que  les  différences  (y  —  x), 
(z  —  x).,  .  .  .  sont  précisément  m  —  i  autant  de  fois 
plus    petites   que   les    différences    (m  —  i)    {y — x), 

(m  — i)  (z  —  ç),  .... 
D'où  il  s'ensuit  : 

(i  —  x){i  —  y){i—i)...{i  -v) 

X //i  —  i)  x{ni  —  i)y{ni  —  i)i, .  .{m  —  i)v 
ou 

(i  —  x)(i  — y)(i  —  z)  ...  (i  —  c)  >  (m  — i)'"  xyz  ...  c, 
précisément  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

Corollaire.  —  Six^y  =  Z:=...^=i'  sont  m 
nombres  positifs  égaux  à   la  —  partie  de  Cunité, 

on  a 

(i  —  .r)"'  =  {m  —  I /«  X'", 

puisque  les  différences 

y  —  X  =  o  =  {m  —  i)(y  —  x)  ..., 

les  produits 

(i  —  jr)  ('[  —  X)  .  .  .  {\  —  x)  —  {i  —  x)"^, 
(m  —  i)x  {m  —  i)  X  ...  (m  —  i)  X  =  {m  —  i)'"  x'" 

seront  es  aux. 


(  2 '9  ) 
Remarquez  aussi  que 


I         m  —  I  I 

\  —  X  =i  ^ =  =  (m  —  i)  —  =(m  —  i)  x, 

m  m  ni 


ce  qui  prouve  que 

(i  —  ar)"t  =  (m  —  i)'"  X"*. 

Si  m  =  I ,  on  a 

37  =  1,...,  I  —  X  =i  o  X         (corollaire). 

Remarque  ; 
Si  m  =  2j  on  a 

X  -^  y  =  i.  .  .  .,  (i  —  x)(\  — y)  >  I-  '"J        (théorème), 
(i  —  x){\  —  y)':>xy. 

Si  m  =  2,  X  =  y^  on  a 

237  =  1,37  =  ^,    ...,(l  —  :r)2=a72,   ...,(l  —  -j      =(-)     ' 

Si  m  =  3,  on  a 

X -\-y  -+-z  =  i,  .  .  . ,  (  1  —  :r )  (  I  —  _/)(  I  —  3  )  >  -i» a?7 ^  =  S xy  *  (  ' ). 

Si  m  :=  4,  on  a 

(I  —  x)(i—y){i  —  z)(\—s)'>^ixyzs. 
Etc. 

Exemple . • 

II  —  o ,  3  5  =  o ,  6  j  \ 
I  —  0,25  =  0,75  1 
I  —  o, /jo  =  0,60  / 
i(o,35.o,'i).o,4o)  X  8  I 

=  (2.0,  3>  !(.>.. o,25)(>.. 0,40)  =  o,>.8  0,2925  >  0,28. 

o,()5. 0,75  .0,60  =o,>9>5  ' 

(')  WoLSTENUOLME,  Nouvellcs  Aiiiiales,  1554. 
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Remarque  : 

0,7)  —  0,65  =  o,  lo,  .  .,  -2(0,35;  —  2  (o.'ij)  =  0,20  =  2  (o,  10) 
0,73  —  o,Go  =  o,i5,  ...,  2(0,40)  —  2  (o,25  j  =  o,3o  =  2  (o,i5) 
0.G5  —0,60  =  o.o5,    . .  . ,  2  (o,4oj  —  2  (0,25  )  =  0, 10  =  2  (o,o5) 

\  0,73-1-  o,65  -f-  0,60  =  2.  ; 

/  0,70  -f-  o,5o  -H  0,80  =  2.  \ 

et  cependant  : 

o.  75  .o,G5  .o,Go  >  0,70.0,  5o. 0,80  =  2^.0,  35 .0,25 .0,40. 

Si  X  =y  =  z 

3^  =  ,,    :r=L,   .-x^.|...,    (?y=2    (^y,    1=8.  J: 

[R7fa] 

SUR  LA  THEORIE  DES  PERTL'RRATIO\S  DL  PENDUE; 

Par  m.  le  Commandant  P.  CHARBONMER. 

(  SUITE    ET    FIN.  ) 


IV.  —  LA  FONCTION  PERTURBATRICE  DEPEND 
DE  L'ANGLE. 

18.  Formules  générales.  —  On  a,  dans  l'hjpolhèse 
où  la  (onction  ci  ne  dépend  que  de  l'angle  0,  en  rem- 
plaçant celui-ci  par  — acoskt  dans  les  formules  géné- 
rales du  n"  8,  les  expressions 

Ei- =    /    (^{— :ccos /et  )  sin /<t  dt, 

Ec=    /    o( — oi  coskt)  coskt  dt. 

^  0 

i"   La  première  se  mettra  sous  la  forme 

.    r" 
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et  cette  quadrature,  qui  est  immédiate,  montre  que 
Ei(Tc)  ne  pourra  s'annuler  que  pour  des  cas  particu- 
liers de  la  fonction  'f  [pour  csfO).  fonction  impaire,  par 
exemple]. 

En  général  E.«(t:)  n'est  j)as  nul  :  l'amplitude  de 
l'oscillation  sera,  en  général,  modifiée. 

2"  On  écrira 

d'où 


A- a 


-  Ç  o'cp'(Oj  S)  y 


Le  premier  terme  du  crochet  s'annule  pour  kt=^T.. 
La  forme  du  second  montre  qu'il  ne  sera  nul  que  dans 
des  cas  particuliers  de  la  fonction  o(B). 

En  général.  Er(~)  ne  sera  pas  nul  :  la  durée  de 
V oscillation  sera  modifiée. 

19.  Fonction  monôme.  Angle.  —  Soit  C5(Q)  supposé 
sous  la  l'orme  monôme  6'".  On  aura 


E.=  '-"' 


k 
d'où 


( —  y.  )'"        I 

Eç=  -^^ — H^ (i  —  cos'"+'A:/). 

/.■         /)i  -\-  i 

Donc,    si    m    est    pair,     lorsqu'on     fait    A"/ =  t:    et 
coskl  =  —  I ,  on  aura 


k    m  -+-  i 
Si  m  est  impair,  on  aura 

E,(tc)  =  o. 

L'amplitude  de  l'oscillation  sera  donc  modifiée 
si  m  est  pair  et  conservée  si  m  est  impair. 
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Dans  le  premier  cas,  on  aura  (n°  9,  2") 


2  e      a'" 

Aa  = -7-  • 

m  -^  I    /.•■' 


20.   Fonction    monôme.    Durée.    —    La     fonclion    Ec 
s'écrira 


(— aj' 


,^/ 


Posons 

J„,  =    /      cos'"-^^ y  dy. 
«-  o 

Comme  au  n°  lo,  on  élal)lira  la  formule  de  récur- 
rence 

(m  -+■  I)  J„j  =  sinj  cos"'y  -+•  /?iJ,;j_2. 
Mais 

i-i=y        et        Jo^sinj. 

Pour^  =  -,  on  a 

J_i(-j  =  7:         et         Jo(-)  =  o. 

Il  en  résulte  que  : 

Si  /n  est  pair,  on  aura  J,„(7:)  =  o  :  la  durée  de 
l'oscillation  ne  sera  pas  modifiée; 

Si  m  est  impair,  la  durée  de  l'oscillation  sera 
modifiée. 

Ainsi   donc,   ou    Vangle  ou   la  durée  est  modifiée, 
mais  jamais  simultanément  l'un  et  lautie. 
Comme  on  a  (n°  lo) 

on  aura 

,     ,  \ .  ^  .'i .  .  .m 


•2 . 4  .  (  j .  .  .  (  /n  4-  I  ; 
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Il  viendra  donc  [ni  impair) 

a'"  i.i.5...m 


£,(>)==  — 


k       ■>. .  j  .(■)...(//«  -i-  I  ) 


I^a  variation   de  durée  AT  sera,    d'après   la  formule 
générale  du  n"  9,  donnée  par  l'expression 


£a'"-i  I  .3.5.  .  .m 

A  i  =  — 


/.3         2. 4. 6...  (m -H  1) 
OU 

£2j/«  -1 

AT  = j-^IiiAt^)         (  "i  impair), 

AT  =  o  [m  pair). 

21.  Premier  exemple  :  Second  term.e  de  la  formule  du 
pendule.  —  i"  La  foiinule  (i)  du  n"  2  devient,  dans 
l'hypothèse  /^  const.^  /o, 

qu'on  a   simplifiée  (n^S)  pour  obtenir  le   terme    prin- 
cipal de  la  série  en  remplaçant  le  sinus  par  l'arc. 

Conservons  maintenant  )e  second  terme  du  sinus 
dont  le  développement  est 

sinO  =  6 h.  ... 

Il  viendra  alors 

'Jll  ^  t2  0 ^  A-i  03  =  o. 

dt-  1  .  '2 .  j 

On  aura  donc  un  terme  perturbateur  éyal  à 


2"   La  (onction  Et,  tjui  a  pour  expression 
Ls=  —  -r   f      cos3  Al  si  11  A(  dkt, 
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s'inlégrera  par  la  formule 


'Es= r  "  ~  cos'^kt). 

4  A 


C'est  le  cas  de  m  impair  :  E.ç(~)  sera  nul;  Aa  =  o. 
3"  Calculons  la  fonction 

Ec=  —  -T"  /      cosV.^  dfct. 

"-  0 

La  formule  de  récurrence  (n"  20) 

(  m  -r-  i)  i ,„  =  i\x\y  cos"'y  H-  niin^^ 
donnera 

2  Ji  =  cos^  sinj'  -T-  J-i, 

4 J3  =  cos^j  sinj'  -T-  3 Jj. 
Mais  on  a 

donc 

/     cos^j  cly  =  ):,=  -J-  C0S7  sinj  (coi''-y  -^  -  )  -^  3^  ; 

par  suite 

Ec=  —  7^    cosA^sinA-n  cos2/,7-^  -  )  -h  -  An  . 

4"   On  aura  alors,  d'a|)rès  les  formules  générales  du 

n°  8,  en  faisant  s  = ->  pour  le  deuxième  terme 

I .2.i     ' 

du  développement  de  la  formule  du  pendule,  Texpres- 

sion 

I  St"' 

0  =  —  a  coikt si  11  A/  (  i  A7  -r-  sin  kt  co%  kt), 

1.2.3.4-2 

rfe     ,     .  ,  I 

-r-  =  A  a  ïin  kt 


dt  "  1.2.3.4 

xAa^    -  Af  cosAf  -1-  sin  Af  (2  -H  3cos*  A/)    . 

j°  Faisons  kt  =  -  dans  les  termes  en  a'.  Celui  de 
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l'angle  s'annule.  Donc,   l'amplitude  de  V oscillation 
ri' est  pas  modifiée,  résultai  (''videnl  a  priori. 

La   parenthèse   de   -j-t    pour  cou  kt  =^  — i,   devient 
—  -—et,  par  suite,  la  vitesse  s'annule  pour  udg  valeur 

sinkt  = 


■2    I  .  2  .  5 .  4 

d'où 

AT 


2     1.2.3.4    l^ 

La  valeur  Aï  prend  donc  la  forme 


ib 


C'est  le  second  terme,  hicn  connu,  de  la  formule  qui 
donne  la  durée  d'oscillation  du  pendule. 

6"  On  |jeut  vérifier  que  la  formule  générale  dé- 
montrée ci-dessus  (n"  !20) 


AT  =       '"''""'  •  •  '^  •  3 . .  .  m 


k^        2 . 4  . 6 . .  .  (  />i  -+-  I  ) 
donne  bien  la  même  expression  quand  on  y  fait 

.  .  ''' 

An  =z  j  et  £  = 


1.2.3 

'j"  Au  point  le  plus  bas,  on  a  (n"  9,  3°^ 


'^i=7^^'U'' 


Comme 


ao;„  =  -eE,  (- 

a-'   3  TT 


et 


'1  k  ■>.  2 


^''i)-S 


Ann.  de  Mathe/nat.,  4°  série,  t.  \  111.  (.Mai  l'joS.  ) 
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il  viendra 


AT    —  -ïî  T 


A6' ,  =  - 


t^d', 


I . ?.. 3 . 4 


22.  Deuxième  exemple  :  Pendule  à  enroulement  de  fil. 
—  Prenons  maintenant  un  exemple  un  peu- plus  com- 
plexe, où  la  longueur  /  du  pendule  variera. 


Fis.  5. 


i"   Supposons   que    le    fil   MXO    s'enroule    sur    une 
courbe  OZ  dont  l'équation  polaire  sera 

p  =  6  /fl  ^'J"  (  I  -f-  A  1  to  -H  A 2  M-  •+-...), 

^  étant  un  coefficient  numérique. 

La  longueur  du  fil  est  actuellement  l  et  sa  longueur 

totale  est 

/o=/^-?, 

à    un   lerme   du   troisième   ordre   en  to    |)rès,    la   corde 
étant  substituée  à  lare. 

La   tangente  en  M   fait  avec  le  rajon  vecteur  p  un 
angle  I  tel  que 

tanffl  =;  — '- =:  -co. 


On  a  donc 
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I  =  -to 
2 


à  un  lernie  du  troisième  ordre  près. 
D'autre  pari 


0  =  I  +  (o  =  -lo. 
2 


On  aura  alors 
2°  Il  vient  alors 


1  ^  _  _  ^  PO  i^ 


et  nous  porterons  celte  valeur  dans  l'équation  du  n"  2 


cM        ■>.  (Il  ./f)        g     _ 
'dF  ^  1  di  di  ^  1  ' 


qui  deviendra 


ce  qui  se  réduit  à 
Avec  les  relations 


dt) 


0  = —  a     cosAy. 


c?^ 


=      a/c  sin/Y, 


le  terme  perturbateur  prend  la  forme 


-  SA^a''  cosAY(4  sin^AY  —  rosUY 
9 
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Dans  les  formules  générales  (8),  on  aura  donc 
9 

3"   Les  deux  intégrales  Eç  el  Ec  sont  alors 

Ec  =  T    /      cosXyi  4  —  5  cos^A7)  sinA7  r/À-^, 
A- ./. 


d'où 
Puis 

c'est-à-dire 


E,  =  j  {-i—  -sin^-kf)  sinV.V. 


1    r''' 

=  T  cos2A/f4  —  5cop2AO<^A7, 


Ec=  T  (4 Ji  —  J Js)? 


et,  d'après  les  formules  du  n"  21,  3", 

Ec  =  T    5  ^"^  +  cos  A/  sin  Am :  cos-  Ay 


Les  équations  du  mouvement  s'écriraient  donc  aisé- 
ment. 

4"  Faisant  kt  =  ~,  on  voit  que 

E,(7:)  =  o, 

L'amplitude  de  l'oscillation  n'est  donc  pas  modifiée. 
La  variation  de  la  durée  d'oscil/ation,  d'après  la  for- 
mule générale  (9),  sera 


AT  =  (i3A-2a3 


I     T 


iaîT. 


^9'""   '"  /  A-2a    8         2.3.3 
C'est  donc  une  formule  tout  à  fait  analogue  à  celle 
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qui  représente  l'influence  du  second    terme  du   sinus 

(n^Sl,  5°). 

23.  Troisième  exemple  ;  Pendule  cycloïdal.  —  Quelle 
courbe  doit-on  faire  décrire  au  point  matéiiel  iNI  relié, 
par  un  fil  toujours  tendu,  au  point  fixe  O,  pour  que  la 
durée  d'oscillation  soit  celle  du  pendule  simple 

à  un  terme  en  a^  près? 

Il  s'ai^it  donc  d'éliminer  l'erreur  due  à  l'omission  du 


terme  en  0'  dans  le  sinus,  qui  a  produit  (n"  21),  une 
augmentation  de  dui'ée 

AT  =  -^a^T. 
i6 

Posons  /  =  /(,(i  +  «7Q-)  comme  équation  polaire  de  la 

courbe  cherchée;  q  est  l'inconnue. 

On  aura 

\    dl  ^M 

/u  d(  ^     dt 

Il  en  résulte  l'équation  difTérentielle  du  n"  22,  2°,  où 
l'on  remplacera ^i  par  q. 
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On  a  donc  les  mêmes  conclusions  que  ci-dessus  et 
l'on  aura 

AT  =— ^a^T. 

8 

Donc,  il  suffira  de  prendre  ^=  -  pour  rendre  iso- 
chrones les  oscillations  du  pendule  jusqu'aux  termes 
en  a^  près. 


V.  —  PENDULE  AVEC  FIL  ELASTIQUE. 

24.  Tension  du  fil.  —  Nous  supposons  que  le  pendule 
est  suspendu  |)ar  \\i\  fil  dont  la  totalité  ou  une  partie 
seulement  est  élastique.  11  s'allonge  donc  ou  se  rac- 
courcit suivant  la  valeur  de  la  tension  due  au  mouve- 
ment du  pendule. 

Nous  admettrons  que  l'allongement  du   fil  est  sta- 

Fia.  -.. 


:  h 


/  ^9 


tique,  c'est-à-dire  qu'il  suit  exactement  et  immédiate- 
ment toutes  les  variations  de  la  tension;  cela  exige, 
comme  on  sait,  que  la  période  vibratoire  propre  du  fil 
élastique  soit  infiniment  petite,  relativement  à  la  pé- 
riode T  du  pendule. 

La  tension  du  fil  se  compose  de  deux  termes,  l'un  dû 
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à  la  variation  de  la  composante  de  la  gravité  suivant 
la  direction  0  du  fil,  l'autre  dû  à  la  force  centrifuge. 

Soit  /q  I3  longueur  du  fil,  pour  Q  =  o,  lorsque  le 
poids  j  est  suspendu  et  au  repos. 

Pour  un  angle  8,  la  composante  de  la  pesanteur  sui- 
vant le  fil  est 

mg  cos6. 

La  composante  de  la  Jorce  centrifuge  est 

Donc,  la  tension  du  fil  est 

m  Ig  cos6  ■+•  -7  )  • 

Soient  A  la  longueur  du  fil  quand  le  poids  mg  ne  lui 
est  pas  suspendu,  e  le  coefticient  d'élasticité  de  la  par- 
lie  élastique  du  fil.  On  a,  d'après  la  formule  ordinaire, 


/„  =  X(,^^ 


et 


On  aura  donc 


/ 


.^^(^COSO-^^)]: 


lo  m  g 

e 

ce  qui  pourra,  à  l'approximation  admise,  s'écrire 

/   _  m        /v^        g%^\ 

h~         e  +  mg  \Iq  7.    ) 


Exprimons  de  suite  t^  et  9  en  fonction  de  i, 


dt 
0  =  —  a  cosAt. 
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Il  vient 


jriic 


l   _ 


a2  (  sin"^  /:/ cos'/r/ 


"^o.    Équation  du  mouvement-  —  On  aura 


1    dl               m^      1^1  , 

-7-  -p  =  i —  kv.-  sin  kt  cas  fct. 


Portant  dans   l'cqualion 

dt^  '^  7  It  It '^  J        ' 


on  arrivera,  après  quelques  réductions,  à  l'équation 
d^ 


df- 


-H  A'2  0  -\-  -  — '^ — A-'x3  cosA7(i5  ixii^kt  —  i)  =  o. 


Dans  les  formules  générales  (g),  on  devra  donc  faire 


A-2a3 


et 


26.    Fonctions  E,  et  E  .  —   i"  On  a 


E 

d'où 


.        ^  A7  „  kl 

s^=  -j-    I      sin^ kt  co^ kt  dkt —  j-    1       cos kt  sin  kt 


dkt, 


Tl  i5     .    ,  ,  I      .    „  , 

lis=  — j-iin*  kt ^sm^kt, 

4  k  2  k 


OU 


2"  On  a 

^c~  Y"    i      cos-ktdkt—^    I      cos''ktdkt 

E    -   "^  1   -  '^  I 
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et,  d'après  les  formules  données  (n"  21,  3°), 


kt  -f-  cos/:/  sin  /.Y  f  —  —  i  5  cos^  kt 


3'*  D'après  ces  expressions,  on  aura 

E,(rj  =  o. 

\J amplitude  de  Varc  n'est  pas  changée. 
Puis 

D'après  la  formule   générale  (9)  qui  donne  AT,  il 

viendra 

_,        II       mff 

AT  =  —  — — - —  a^T. 
10  e  -H  m^ 

C'est  une  formule  du  même  genre  que  celles  trou- 
vées aux  n°^22  et  23. 

AT  est  toujours  positif:  l'effet  de  l'élasticité  s'ajoute 
donc  à  l'erreur  commise  en  négligeant  le  terme  en  0' 
du  sinus. 


VI.  —  PENDULE  DE  LONGUEUR  VAmABLE. 

27.  Énoncé  du  problème.  —  Donnons  maintenant  un 
dernier  exemple,  où  nous  ferons  intervenir  le  temps. 

Un  seau  descend  lentement  dans  un  puits  et  oscille 
pendant  que  le  câble  s'enroule  ou  se  déroule. 

Trouver  son  mouvement,  assimilé  à  celui  d'un 
pendule  simple  de  longueur  variable  ? 

On  suppose  que  le  mouvement  de  déroulement  se 
fait  à  vitesse  constante  et  très  lentement. 

La  longueur  actuelle  du  câble  est  /  et,  Iq  étant  la  Ion- 
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gueiir  à  l'origine  des  temps,  on  a 

l  =  /u(i  -!-  «^), 

a  est  la  vitesse  très  petite  de  descente. 

28.   Équation  du  mouvement.  —  On  a 

dl 

Tt  =  "^- 

L'éqnation  générale 

d'-O       1  dl  dO 

dt^        l    dt   dt         l 


deviendra 


—, H  A-2 e  -H  a  (  2  -y  —k^-Ht 

dV-  \     dt 


La  fonction  'j(/)  de  la  théorie  générale  dépend  donc 
ici,  à  la  fois,  de  l'arc  6,  de  la  vitesse  —r  et  du  temps  t. 

Remplaçant  9  par   sa   valeur   principale    — acosA'i, 

V  d^  1    •    I  . 

et  -r-  par  a.k  sinA"^,  on  aura 

— r— ■  -H  k-  ^  -T-  a'xklykt  cos kt  -+-  i  sin kt)  =  o, 
dt- 

d'où 

z=iai.k        el         <:^ (  t)  =^  kt  cos kt -^  i.s'inkt. 

29.   Fonction  E,.  —  On  a 

/ht  ^  kt 

kt  sin  kt  cos  kt  dkt  -^i   j      s'\n- kt  dkt. 
•-0 

En  intégrant  par  parties, 

3    r''  .  . 
-    /       sin^ 


kt  3    r  *' 

k  Es  =  —  sin-  kt  -+-  -    I       sin"^  kt  dkt. 


Mais  (n°  lo) 


r  kt     i 

I      sin^kt  dkt  = coskt  sinkt. 

,  /„  2  2 
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Donc 

Ai    .    ,  ,  )  /.Y        3         ,      .    , 

/lEv  =  —  sin-A7  -i-  — 7  C0SA7  sin/>7. 

1  i         4 

30.    Fonction  E, .  —  On  a 

/cEc=   /      Ai!  cos'2  /a  dkt  +  i  /      sin  A7  cos/>7  ^/A7. 

Mais  (n"  20) 

/*'                          kt        1 
cos^Ay  (YAv  = 1 —  sin/c/  coskf. 

Inlégranl  par  parties,  on  aura 

kt                                    I    r  ''' 
kEc=  ~(kf-\- sin/x/ coskf) /        kf  —  i  i^\\\  kf  cos  kf  )  dkt 

=  —  (/i7  +  si  11 /.Y  coskt  ) (  kt)"-  -i-  y  ?in2/.7 

2  4  4 


OU  enfin 


(kt)^        3    .   „  ,         A^   .    , 

AEc=  — -r-  -H  7  sin^  A7  M sinA^  cosA7. 

4  4  '^ 


31.   Équations  du  mouvement.  —  Portant,  clans  les  va- 
dt 


leurs   de  H  et  de  -t-»  les  expressions   précédentes,   on 


trouve 

l     Cl  Oi  , 

0  =  —  a  cosA7  —  y  -^  [(  kty-  si  II  Â7  —  3  A7  cos  A7  4-  3  sin  A7], 
4    A' 

-j- =  koL   sinA7—      -— [(A/)-cosA7  —    A7siriA7l. 
a^  4 

32.   Durée  de  l'oscillation.  —  D'après  la  formule  gé- 
nérale (9) 

en  remarquant  c|ue 

I    TT^ 


(  2.36  ) 

et 

£  =  rta/i, 

il  viemira 

at  =  1't^ 

4 

On     peut    remarquer    que    la    duiée    de     l'oscilla- 
lion  T -}- AT  corres[)ond  à  celle  d'un  pendule  dont  la 

longueur   sérail    /z=/o(i+«-)'   moyenne   des  deux 

lonoiieurs  aux  deux  exlrémilés  de  l'arc. 


33.   Amplitude  de  l'arc.  —  D'après  la  formule  géné- 
rale (9) 


en  remarquant  que 

et  que 
il  viendra 


Aa  =--£,(-), 


^s(^)-^ 


£  =  rtaX:, 


Aa  = rtaT. 


34.    Point  le  plus  bas.  —   i"    Pour  aller  du  point  —  a 
au  point  O.  on  a  (n"  9,  3")  une  augmentation  de  durée 


Mais 


AT,= 
2 


^^Kï)- 


On  aura  donc 

2°  La  perte  de  vitesse  sera 

A'.;,,=-.E.(î). 
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qui  devient 


Ao;„  =  — 


35.  Forme  de  la  trajectoire.  —  On  clémonliera  aisé- 
ment les  propriétés  suivantes  : 

1°  La  Irajectoire  part  du  point  initial  A'  langenliel- 
lement  à  la  droite  OA'. 


Fig.  8. 
0 


1  /  / 
■'/     / 

-at.Acx.   \ 

/" 

r-^' 

^■'-^ 

X 

2"  Elle  coupe  en  E  la  verticale  et  présente  en  ce  point 
une  inflexion  :  la  tangente  n'est  pas  horizontale,  mais 
inclinée  vers  la  droite  (composition  de  la  vitesse  hori- 
zontale du  pendule  et  de  la  vitesse  de  descente  du  fil). 

3"  Au  point  A,  d'amplitude  a  —  Aa,  la  tangente 
est  AO. 

4"  En  F,  point  d'inflexion. 

5"  En  C,  la  tangente  est  CO,  qui   fait  avec  0.r   un 

angle  a  (  i  —  -  aTj- 

6"  De  A'  en  C  le  (il  s'est  allongé  de  2/0^-^1?  ca'"  O"  a 


L'angle  a  diminué  de cfaT 

"  2 
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On  peut  donc,  en  coordonnées  polaires  (/,  oj),  écrire 

dl  =  ^a/oT, 

3 
d-M  = a  oj  T 

2 

el,  par  suite, 

c'est   l'équation    différentielle  de  la    courbe,    lii^u  des 
points  G. 
On  trouve 


l  =  lo-+-  7.^0  Log 


pour  son  équation. 


CERTIFICATS  DE  MATIIÉiMATIOllES  GÉXÉHALES. 


Poitiers. 


ÉpREUvii:  THÉORIQUE.  —  Ofi  co/isidère  hs  plans  P  donnés  en 
coordonnées   cartésiennes   rectanifiilaires   var  l'équation 

Aa^cosio -f- A^sui  co — /)■' =  

et  qui  dépendent  des  deux  paramètres  ),  et  w  : 

i"  Soit  ô  la  distance  du  point  I\I(^  =  /?,  z  =^  y)  du  plan 
yOz  à  r un  des  plans  P;  on  demande  de  trouver  les 
plans  P  pour  lesquels  la  valeur  absolue  de  o  est  maximum 
ou  minimum. 

A  quelle  condition  cette  valeur  absolue  peut-elle  être 
nulle  ? 

1°  Partager  le  plan  des  yz  en  régions  suivant  le  nombre 
des  maxima  et  minima  correspondant  au  point  M. 

3"  Trouver  la  surface  S  enveloppe  des  plans  P.  Calculer 
en  un  point  de  cette  sur/ace  les  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux. 

4"  Soit    C  la   courbe   de   S,  lieu    des  points    de    contact 
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a^>ec   S  des    plans    P    gui  passent  par  un    point  x  ^=  y.  rie 
l'axe  Ox\  former   l'équation   différentielle   des   projec- 
tions r,  sur  le  plan  des  xy,  de  toutes  les   courbes  G  obte- 
nues en  faisant  varier  a 

5"  Former  l'équation  différentielle  des  trajectoires  or- 
thogonales des  courbes  T\  l'intégrer  en  la  transformant 
en  coordonnées  polaires.  Vérifier  que  les  courbes  obtenues 
sont  les  projections  sur  le  plan  des  ry  des  sections  de  S 
par  les  plans  qui  passent  par  Ox. 

Épreuve  puatique.  —  Un  point  matériel  M,  de  niasse 
égale  à  l'unité,  se  meut  sur  l'axe  Ox  sous  l'action  d'une 
force 

où  k  est  une  constante  positive. 

i"  Étudier  le  mouvement  de  M  dans  les  diverses  hypo- 
thèses qui  peuvent  se  présenter  quand  k  varie. 

7."  En  supposant  k  assez  petit  et  le  point  M  abandonné 
en  Mo  (a?  —  .Ty)  sans  vitesse  initiale,  ce  point  arrive  en  O 
sous  l  action  de  T  dans  le  temps  T.  Comment  peut-on 
trouver  ce  temps  ? 

Calculer  les  premiers  termes  du  développement  de  T 
suivant  les  puissances  croissantes  de  k  : 

T  =  T«-hT,A-(-T2A-2+... 

(Juillet  1907.) 

Epreuve  THEORIQUE.  —  On  considère  les  plans  P,  variables 
avec  X,  qui  ont  pour  équation 

1  -t-  )v a;  -+-  \-y  -4-  X3  -  —  Q, 

x"  Soit  \  un  point  de  coordonnées  (ot,  jî,  '[);  montre/- 
qu'il  passe  en  général  par  A  un  ou  trois  plans  P  réels. 
Trouver  la  surface  S  limitant  la  région  où  doit  se  trou- 
ver k  pour  quil  n'y  passe  qu'un  plan  réel. 

Quand  A  est  sur  S,  il  passe  par  A  deux  plans  P  réels; 
former  leurs  équations. 

Examiner  en  détail  le  cas  où  A  se  trouve  dans  l'un  des 
plans  yO z  ou  xOy. 

■?."  La  surface  S  est  l'enveloppe  des  plans  P:  trouver  les 
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génératrices  rectilignes  G  de  cette  surface  et  son  arête  de 
rebroussenient.  Vérifier  que  la  coordonnée  z  considérée 
comme  fonction  de  x  et  y  satisfait  à  la  relation  du  second 
ordre  :  rt  —  s-  ^  o. 

3"  Soit  y=zf{x)  l'équation  de  la  projection  sur  xOy 
d'une  génératrice  G \  former  l'équation  différentielle  que 
vérifient  toutes  les  fonctions  f{x)^  et  l'intégrer  directement, 
e'  est-à-dire  sans  faire  usage  des  résultats  obtenus. 

Epreuve  pratique.—  Calculer  l'intégrale  définie 

T 

y  dx. 


f 


y  étant  celle  des  intégrales  de  V équation 

y" —  3j^'  —  ly  =  io(  sina:  -i-  x  cosar)  —  %x^ 

qui  s'annule  pour  x  =  o  ainsi  que  ses  deux  premières  dé- 
rivées. (Novembre  1907.) 


QIESTIOX. 


^09o.  Si  deux  quadriques  ont  en  commun  deux  généra- 
trices Ox,  O  K,  le  long  desquelles  elles  se  raccordent,  elles 
ont  en  O  un  contact  du  troisième  ordre,  c'est-à-dire  qu'une 
perpendiculaire  au  plan  xOy  rencontre  les  deux  quadriques 
en  deux  points  M  et  M'  dont  la  distance  est  un  infiniment 
petit  du  quatrième  ordre  en  prenant  OM  comme  infiniment 
petit  |)rincipal  (  1  ).  G.  F. 

(  ' ')  Sur  une  surface,  au  lieu  d'une  ligne  dont  chaque  point 
admettrait  une  quadrique  osculatrice,  il  existe,  en  conséquence,  un 
nombre  fini  de  points  admettant  un  faisceau  de  quadriques  oscu- 
latrices  (  Hermite,  Cours  d'Analyse  de  l'Ecole  Polytechnique). 
Ces  points  sont  les  points  biflecnodaux  de  la  surface  (Salmon, 
Géométrie  analytique  à  trois  dimensions,  t.  III,  p.  i56). 
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[M'5g] 

ÉTUDE  SLK  LKS  (;O^I()lIES  POLAIRES  »ES  CUBIQUES  PLANES; 

Par  m.  barré, 

Capitaine    du    Génie. 


I.   SoIl 

l  /(^j  J'î  -)  ^  a  37*+  3  6  .r^j'  -\-  3c  xy^  -i-  rf^* 
(i)       <  -1- 3-3  (ear^-t- 2^377+ /«j'^j 

f  +  3  ^2  (/,■  X  -4-  /jk)  -+-  />  z*  =  o 

l'é{|iiaUon    en    cooidonnées    trilinéaires    quelconques 
d'une  cubique  plane. 

La  conique  polaire  d'un  point  de  coordonnées 
^o»JKoj  2o  a  pour  équation 

àf  àf  df 

ou  encore 

il.  Problème  I.  —  Etant  donnée,  dans  le  plan 
d'une  cubique  plane,  une  di^oiteD,  trouver  à  quelles 
conditions  il  existe  dans  ce  plan  un  point  dont  la 
conique  polaire,  par  rapport  à  la  cubique,  com- 
prenne la  droite  D. 

Prenons  un  triangle  de  référence  dont  l'un  des  côtés 
soit  précisément  In  droite  D,  que  nous  choisirons  pour 
axe  z-=o.  l\nir  que  la  polaire  d'un  point  P(^o,yo,«o) 
comprenne  la  droite  D,  il  laul  et  il  suffit  évidemment 
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qu  on  ail 

(4) 


=  o, 
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àV 


(JXoO/o 


-(  -  o. 


c  esl-à-diie  que  le  point  P  soit  un   point  commun  tiiix 
trois  droites 


(5)     ax^-  by-\-  ex 


bx  -t-  cy- 


dy  -\-hx 


1°  En  généi'al,  le  déterminant  A  des  coefficients  de 
x^y  et  z  dans  les  éqnalions  (5)  n'est  pas  nul  et  il  n'y 
a  pas  de  point  répondant  à  la  question. 

2"  Si  A  est  nul  sans  que  tous  ses  mineurs  le  soient, 
il  existe  un  |joinl  P  et  un  seul  à  distance  finie  ou  infi- 
nie satisfiiisant  aux  conditions  du  problème. 

Il  est  à  peu  près  évident  que  si  A  ne  passe  pas  par 
un  point  double  de  la  courbe,  les  tangentes  à  celle-ci 
aux  points  où  elles  rencontrent  D  passent  par  P.  Si  D 
est  une  tangente  inflexionnelle,  son  point  de  contact 
répond  à  la  question  :  c'est  un  cas  limite  de  la  dispo- 
sition dont  il  vient  dètie  (juestion. 

Su[)posons  que  D  passe  par  un  point  double.  Pre- 
nons un  triangle  de  référence  dont  ce  point  soit  le 
sommet  j-  =z  o,    ;  =  o  ;  on  doit  avoir 

a  =  i  =  e  =  o, 

et  A  est  identiquement  nul.  Donc  : 

Si  D  passe  par  Le  point  double  d' une  cubique 
unicursale,  il  existe  toujours  un  point ,  unique  en 
général^  à  distance  finie  ou  infinie  dont  la  conique 
polaire  comprend  la  droite  D. 

3"  A  est  nul  ainsi  que  ses  mineurs,  mais  tous  ses 
éléments  ne  sont  pas  nuls  (^^').  H  existe  alors  une  infi- 


(  '  )  Si  tous  les  élciuciits  (Je  A  claiciil  nuls,  la  cubique  se  réduirait 
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nilé  (le  points,  situés  sur  une  droite  D,,  répondant  à  la 
question.  Prenons  D,  comme  côté  jk  =  o  du  triangle 
de  réf'Tence;  les  tiois  écpiahons  (5)  doivent  être  véri- 
fiées dès  qu'on  y  fiiil_;}/=  o.  Ceci  exige  les  conditions 

L'é(juation  de  la  cubique  se  réduit  à 

(6)  dy^^'iz^ikx  ^  ly) -^ pz^  =  o. 

C'est  une  cubique  cusi)idale  dont  D  est  la  tan- 
gente de  rebvoussement  et  D,  la  droite  de  jonction 
du  rebroussenient  au  point  d'inflexion  unique  de  la 
cubique. 

Réciproqi  EMEJVï  :  La  conique  polaire  d' un  point 
quelconque  de  ta  droite,  qui  joint  le  poi/it  de  re- 
broussement  d'une  cubique  cuspidale  à  son  point 
cV inflexion.,  se  décompose  en  deux  droites  dont  la 
tangente  de  rebrousseinent. 

Ce  résultat  se  démontre  sans  aucune  dillicidlé  en 
rapportant  la  cubique  à  un  triangle  de  référence  fourni 
par  sa  tangente  de  rebroussenient,  sa  tangente  d'in- 
Ilexion  et  la  droite  qui  joint  le  point  d'inflexion  au 
point  de  rebroussenient. 

m.  PuoBLÈ.Mi-:  II.  —  Trouver  dans  quels  cas  la 
conique  polaire  d'un  point  du  plan  d'une  cubique 
plane  peut  se  réduire  à  un  faisceau  formé  de  -ieux 
droites  dont  celle  de  l' in  fini. 

La  solulioii  de  celle  question  est  un  corollaire  immé- 

à  deux  droites,  dunt  une  double  .Nous  laissons  au  lecteur  le  soin 
d'interpréter  les  résultais  dans  ce  cas  et  d'une  façon  générale  dans 
les  divers  cas  de  dégénérescence.  Cette  élude  ne  présente  aucune 
difficulté  et  souvent  aucun  intérêt  spécial. 
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diat  de  celle  de  la  précédente.  Il  suffit  de  prendre  pour 
droite  D  la  droite  de  1  infini.  Il  suffira  donc  d'énoncer 
les  résultais  : 

1.  Étant  donnée  une  cubique  plane,  il  n'y  a  pas. 
en  général,  de  point  dont  la  conique  polaire  se 
réduise  à  un  faisceau  de  deux  droites,  dont  celle  de 
V  infini. 

2.  Lorscpi'il  existe  un  point  pour  lequel  ce  fait  se 
présente  et  que  la  cubique  ne  présente  ni  point 
double  à  l'infini,  ni  point  parabolique  infiexionnel, 
les  trois  asymptotes  concourent  en  ce  point.  Inver- 
sement, si  les  trois  asymptotes  d'une  cubique  sont 
concourantes,  leur  point  de  concours  répond  à  la 
ciuestion. 

3.  Dans  le  cas  d'un  point  double  à  l'infini,  à 
asymptotes  distinctes,  il  existe  un  poinf  et  un  seul, 
cT  ailleurs  à  distance  finie,  répondant  à  la  question. 

4.  Lorsque  la  cubique  possède  un  point  parabo- 
lique simple,  infiexionnel,  le  point  de  contact  de  la 
cubique  et  de  la  droite  de  l' infini  est  le  seul  point 
répondant  à  la  question. 

5.  Enfin,  s'il  existe  sur  la  cubique  un  rebrous- 
sèment  parabolique,  tous  les  points  de  la  parallèle 
à  la  direction  asymptotique  unique  menée  par  le 
point  d' infiexion  de  la  cubique  répondent  à  la 
question. 

IV.  Définitions  et  propriétés  des  points  cen- 
traux. —  Considérons  spécialement  les  cubiques 
dont  les  trois  asymptotes  ont  un  point  commun  au 
moins  à  distance  finie.  (C^as  2'' et  b'^  du  numéro  précé- 
dent.) 

Nous  donnerons  à  un  pareil  point  le  nom  de 
point  central. 
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Celle  dénominalion  est  justifiée   par  les   propriétés 
de  ce  point,   propriétés  dont  nous   allons  exposer  les 
principales. 

i"  Supposons  qu'on  ail  rapporté  la  cubique  à  un 
sjslfine  de  coordonnées  cartésiennes  dont  l'origine 
soit  en  un  point  central.  Les  équations  (5)  doivent 
èlre  vérifiées  pour  x=y:=o.  I^es  coefficienis  e,  g,  h 
doivent  donc  èlre  nuls.  L'inverse  est  évidemment  vrai. 
Donc  : 

THÉoiiÈME  L  —  Si  (ine  cubique  possédant  un  point 
central  est  rapportée  à  un  système  de  coordonnées 
cartésiennes  ordinaires  dont  ce  point  soit  l^ origine, 
V équation  de  cette  courbe  ne  contient  pas  de  termes 
du  second  degré. 

Réciproqurmenï  :  Si  V équation  cartésienne  d^ une 
cubicjue  plane  ne  possède  pas  de  termes  du  second 
degré,  V origine  du  système  de  coordonnées  auquel 
est  rapportée  la  cubique  est  un  point  central  de 
celle-ci. 

2"  En  se  fondant  sur  le  théorème  précédent,  on 
obtient  par  une  méthode  classique  le  théorème  suivant 
que  je  me  borne  à  énoncer  : 

TnÉORkMF.  IL  —  Le  centre  des  moyennes  distances 
des  points  d'intersection  dune  cubique  plane  possé- 
dant un  point  central  avec  toute  sécante  passant 
par  ce  point  coïncide  avec  lui. 

Réciproquement  :  Si  dans  le  plan  d' une  cubique 
plane  il  existe  un  point  (P)  tel  que  toute  sécante  qui 
y  passe  coupe  la  cubique  en  trois  points  dont  le 
centre  des  moyennes  distances  coïncide  avec  le 
point  P,  celui-ci  est  un  point  central  de  la  cubique. 

3"  Si  l'on  exprime  que  la  cubique  passe  par  un  point 
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central  pris  comme  origine  des  coordonnées,  outre  les 
conditions  déjà  ol)ter)ucs  (e  =  ^'^  ^ //  =  o  ),  on  trouve 
pz=zo.  L'équation  n'a   plus  que  des  termes  impairs  et 
l'on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  lll.  —  Si  une  cubique  plane  possède 
un  point  central  par  lequel  elle  passe,  ce  point  est 
un  centre  de  la  cubique. 

Récipkoquemejnt  :  Le  centre  d^ une  cubique  à 
centre  est  un  point  cential  de  la  cubique. 

Considérons,  en  particulier,  le  cas  dune  cubi(]ue  à 
rebroussement  parabolique.  Nous  avons  vu  qu'une 
telle  courbe  possédait  une  ligne  de  points  centraux, 
à  savoir  :  la  parallèle  menée  par  le  point  d'inflexion  de 
la  cubique  à  sa  direction  asymplotique.  De  cette  pro- 
priété et  des  théorèmes  1  et  II  on  déduit  immédia- 
tement le  théorème  suivant  facile  à  retrouver  direc- 
tement : 

Théorème  IV.  —  Si  une  cubique  plane  admet  un 
rebroussement  parabolique,  elle  possède  à  distance 
finie  un  point  d'injlexion  qui  est  aussi  un  centre. 
Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  d' inter- 
section de  la  cubique  avec  une  sécante  quelconque 
est  toujours  situé  sur  la  parallèle  à  la  direction 
asymptotique  menée  par  le  centre  de  la  cubique. 

Obseri'Cition.  —  Dans  ce  qui  précède,  on  n'a  fait 
aucune  supposition  sur  la  réalité  des  coellîcients  de  la 
cubique.  Désormais,  nous  limiterons  notre  étude  aux 
cubiques  réelles  ;  nous  ferons  r(;marquer  que  cette 
restriction  n'est  pas  absolument  nécessaire  dans  tout  ce 
qui  suit.  Le  lecteur  fera  aisément,  lorsqu'il  v  aura  lieu, 
les  modifications  à  nos  énoncés,  nécessitées  par  la  sup- 
pression de  cette  restriction. 
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V.  PiiOBLÈME  Iir.  —  Déterminer  les  points  du  plan 
d'une  cubique  plane  dont  la  conique  polaire  par 
rapport  à  la  cubique  soit  un  cercle. 

Soil 

(i)  /(-"^i  J')  ^)  =  aT^-\-  'ibx^-y  -\- .  .  .  -i- pz^  =  o 

l'équiilion  homo<^ène  de  la  cubique  rapportée  à  des  axes 
reclangti!;iire.s,  et  a,  ^,  y  les  coordonnées  homogènes 
du  point  dont  nous  étudions  la  conique  polaire.  Pour 
que  celle-ci  soit  un  cercle,  il  faut  et  il  suffit  évidein- 
nienl  que  a,  |j  et  y  vérifient  les  relations 

autrement  dit,  que  le  point  cherché  appartienne  à  la 
fois  aux  deux  droites  représentées  par  les  équations 


(3) 


Discussion.  —  i"  Ces  di-oites  se  coupant  en  géné- 
ral en  un  point  à  distance  finie,  il  v  a  en  général  un 
point  et  un  seul  répondant  à  la  (piestii)n  et  situé  à 
distance  finit;. 

2"   Si  la  condition 

(4)        (a  —  c)  c  =  {b  —  d)b     ou     ac -^  bd  =  b^ -h  C- 

est  vérifiée,  les  droites  (3)  seront  (Ni  général  parallèles 
et  distinctes,  et  il  y  aura  un  seul  point  à  Tinlini  répon- 
dant à  la  (|ucslion.  Soient  /»,,  m^.  nis  les  coflicients 
angulaires  des  directions  asjmptotitpies  de  la  cubitpie; 
on  trouve  sans  difficulté  (jue  la  condition  (4)  éciuivaut 


(«- 

c)  X  -\-  {b  - 

-c/)y-h(e- 

-  h)  z  =  0, 

bx 

-\-cy 

+  ^2 

=  0. 
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à  la  suivante  : 


(5) 


l   3?nim2  m .j (  m i  -i-  /?? 2 -f-  m 3)  -f-  3  2,  "^  1  "' 2 


En  prenant  pour  axe  des  x  une  parallèle  à  une  di- 
rection asjmptotique  réelle  de  la  cubique  et  désignant 
par  nii  celui  des  trois  coelficients  angulaires  qui  s'an- 
nule, la  condition  (5)  se  réduit  à  la  suivante  : 

(6)  (/«a-f-  nisf  -+-  ml  m|  =  3  m-a  ms. 

Désignons  sous  le  nom  de  courbes  F  les  courbes 
répondant  à  la  définition  représentée  par  la  for- 
mule (6).  On  voit  que  les  courbes  F  ont  nécessai- 
rement deux  directions  asjniptotiques  imaginaires,  à 
moins  que  les  directions  asj'mptotiques  ne  soient  toutes 
confondues  :  l'équation  (6)  ne  peut,  en  effet,  admettre 
comme  seules  solutions  réelles  que  m-i  =  m^  =  o. 

Cas  où  il  existe  une  direction  asymptotique  triple. 
—  Elle  est  nécessairement  réelle;  prenons  pour  axe 
Ox  une  parallèle  à  cette  direction. 

Les  coefficients  «,  6,  c  doivent  alors  s'annuler,  et, 
d'autre  part,  d  restera  différent  de  zéro,  sans  quoi  la 
cubique  se  décomposerait  en  une  conique  et  la  droite 
de  l'infini,  hypothèse  dont  nous  avons  dit  faire  ab- 
straction. 

Les  équations  (3)  se  réduisent  aux  suivantes  : 

(7)  —  dy +  {e  — h)  z  =  o,         gz  =  o. 

1°  Si  l'on  suppose  g  différent  de  zéro,  que  e  soit  nul 
ou  non  ('),   seul   le  point  à  l'infini  de  la  courbe  peut 

(')  Si  e  ^  o,  point  à  l'infini  simple  parabolique  et  inflexionnel. 
Si  e  =  o,  point  double  avec  une  branche  parabolique. 
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répondre  à  la  question.  Mais  dans  tous  les  cas  le  cercle 
correspondant  dégénère  en  deux  droites,  dont  celle  de 
l'infini.    11  n'y  a  donc  pas  en  réalité   de  point  dont  la 
conique  polaire  soit  un  cercle. 

2"  Si  l'on  suppose  g'  nul,  tous  les  points  de  la  pre- 
mière des  droites  représentées  par  l'éipialion  (7)  onl 
pour  conique  polaire  un  cercle. 

Cette  droite  est  d';iilleurs  toujours  à  distance  finie, 
puisqu'on  suppose  d^o.  Si  e  n'est  pas  nul,  le  point 
à  l'infini  est  simple,  mais  paraljoliqiie  et  inflexionnel. 
Les  polaires  circulaires  sont  de  vrais  cercles  en  général. 
Il  n'en  est  plus  ainsi  si  e  est  nul.  La  courbe  présente 
un  rehroussemenl  parabolique,  la  droite  représentée 
par  la  première  équation  (7)  se  confond  avec  le  lieu 
des  points  centraux  et  les  polaires  correspondant  aux 
points  de  celte  droite  dégénèrent  en  deux  droites, 
dont  celle  de  l'infini. 

3"  Si  la  condition  (4)  est  vérifiée,  les  droites  (3) 
sont  en  général  distinctes.  Elles  peuvent  être  confon- 
dues et  nous  venons  d'en  rencontrer  un  exemple  :  il 
existe  alors  une  droite  de  points  dont  la  première 
polaire  soit  un  cercle.  En  faisant  abstraction  du  cas 
fpie  nous  venons  de  signaler,  on  démontre  (jue  les 
cubiques  F  douées  dun  p(jint  central  possèdent  seules 
une  droite  de  points  à  pi-emière  polaire  circulaire. 
Je  laisse  au  lecteur  te  soin  d'établir  ce  résultat  et  me 
borne  à  énoncer  le  llK'orènu;  suivant  (pii  résume  cette 
recherche  : 

Théoeikme  V.  —  Les  cubiques  F  douées  d'un  point 
central  et  une  classe  de  cubiques  admettant  à  l'in- 
fini un  point  simple  parabolique  et  injlexionnel sont 
les  seules  auxquelles  correspond  une  infinité  de 
points  en  ligne  droite  dont  la  conique  polaire  soit 
un  cercle. 
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\l.  Pkoblème  I\  .  —  Déterminer  les  points  du 
plan  (V une  cubique  plane  dont  la  premii'ie  polaire 
soit  une  hyperbole  érjuilatère. 

Adoplons  les  mêmes  axes  et  les  mêmes  nolalions  que 
dans  le  problème  |)iécédeiil.  l^a  condition  caractéris- 
tique du  problème  actuel  est 


(0 


à'-f    .     à\f 


dx-^ 


(^32 


o, 


ou,  en  développant  et  remplaçant  a  cl  |j   par  des  coOr 
données  courantes  .v,  y, 


(V 


{a  -^  c)  X  -^  {b  ^  d) y  -^  ( e  -\-  h  )  z  =0. 


Celte  équation  représentant  une  droite,  il  y  a  donc 
en  général  une  infinité  de  points  en  ligne  droite  répon- 
dant à  la  question. 

Discussion .  —  1°  La  droite  (2)  est  en  général  à 
distance  finie;  elle  se  réduit  à  la  droite  de  l'infini  si 
l'on  a  à  la  fois 


(3) 
(4) 
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O,  b  -T-  d  =:  o, 


En  spécialisant  les  axes  comme  dans  le  [noblème  pré- 
cédent, on  peut  supposer  le  coeflicient  angulaire  ni^ 
nul  et  les  équations  (3)  deviennent 


3  =0 


:v/3, 


résultat  qui  s'interprète  iminédialemeni  :  Les  direc- 
tions asyinptoticjues  sont  parallèles  aux  trois  côtés 
d'un  triangle  équilatéral. 

2°  Si  aux  équations  (3)  on  joint  la  relation 


(3) 


Il   =  O, 
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rc(|iialion  (2)  clevienl  une  idenlilé  et  la  polaire  de  tout 
|)oiiit  du  plan  est  une  hyperbole  cquilalère.  On  vérifie 
sans  aucune  (liflicullé  que  reiisetnble  des  (kpiations  (3) 
et  (4)  entraîne  l'existence  d'un  point  ccnhal  ('  1.  Les 
trois  asymptotes  de  la  cubique  forment  donc  les  dia- 
mètres d'un  hexagone  régulier.  Je  ne  urarrêterai  pas 
non  plus  à  vérifier  que  cette  condition  suffit.  Les  ré- 
sultats précédents  seront  résumés  par  le  théorème 
suivant  : 

Théorîîme  VI.  —  Dans  le  plan  d'une  cubique 
plane,  ilexiste  en  général  une  infinité  de  points  en 
ligne  droite  dont  la  conique  polaire  par  rapport  à 
la  cubique  soit  une  hyperbole  équilatère. 

Dans  le  cas  oii  les  directions  asymptoticpies  de  la 
cubique  sont  parallèles  aux  côtés  d'un  triangle 
équilatérat,  la  droite  cjui  vient  d'être  définie  coïn- 
cide avec  la  droite  de  l' infini  si  les  trois  asymptotes 
ne  sont  pas  concourantes. 

Si  les  trois  asymptotes  de  la  cubique  sont  dirigées 
suivant  les  rayons  d'un  hexagone  régulier,  la  co- 
nique polaire,  par  rapport  à  la  cubique,  de  tout 
point  du  plan  est  une  hyperbole  équilatère. 

Vil.  l'iioBi.iMi:  \.  —  Une  cublcjuc  plane  étant 
donnée,  déterminer  les  régions  de  son  plan  dont  les 
points  aient  pour  première  polaire  par  rapport  à 
la  cubique  une  ellipse  ou  une  hyperbole  et  les  points 

(  '  )  Ce  résultat  est  d'ailleiu's  évidenl  eu  se  repf)rlant  à  ce  qui  a  été 
établi  plus  liaut  :  il  y  a  au  moins  un  point  dont  la  première  polaire 
soit  un  cercle;  or,  ce  point  doit  également  avoir  pour  polaire  une 
hyperbole  cquilalère.  Ces  deux  conditions  ne  sont  compatibles  que 
si  cette  polaire  se  réduit  à  deux  droites,  tlout  cilk'  de  l'infini,  c'est- 
à-dire  si  le  point  en  question  est  »n  point  central,  puisque  dans  le 
cas  actuel  les  ilireclions  asymptoiiques  sont  simples. 
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du  plan  dont  la  première  polaire  soit  une  para- 
bole. 

Choisissons  tin  sjslème  de  cooidonnées  caitésiennes 
quelconques,  et  soient 

-h  3 (ca7-+  2 gxy -1- hy'-) -i- 3 (kx -+-ly)-^p  =o 

l'équation  de  la  cul)iquc  |)lane  étudiée  et  a,  j3  les  cooi- 
données d'un  point  P.  La  conique  polaire  de  ce  [)oint 
sera  une  ellipse  si 

une  hyperbole  si 


une  parabole  si 


Nous  savons  qu'il  j  a  dans  le  plan  au  moins  un  point 
à  première  polaire  circulaire  et  une  infinité  de  |)oints 
dont  la  première  polaire  soit  une  hyperbole  équilalère. 
Si  donc  la  polaire  circulaire  ne  dégénère  pas  en  deux 
droites,  dont  celle  de  l'infini,  il  y  aura  nécessairement 
dans  le  plan  deux  régions,  une  dont  les  |)oinls  ont  une 
polaire  du  genre  ellipse  el  l'autre  du  genre  hyperbole. 
Le  cas  d'exception  [)Ossible  correspond  à  1  existence 
d  un  point  central,  ou  d'un  point  intlexiounel  parabo- 
lique, ou  d'un  point  double  à  l'infini. 

Dans  ces  conditions,  le  sj'Stème  d'équations 


^V  ^  „  '^V  _  „  à^f 


dx-  '  ôy-  '  ôxdy 
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mises  sous  forme  homogène  admet  une  solution  autre 

dif  d-^f  d^f 
que  j;  =  y=s  =  o,  et  les  trois  lormes  —H:» -—^5  ,  , 
'  '^  '  dx-    oy^     ox  dy- 

ne sont  pas  indépendantes.   Par  suite,  la  coni(|iie  lieu 
des  points  à  polaire  parabolique 


àx^  dy^         \  i)x  dy 

se  réduit  à  deux  droites.  Inversement,  si  l'une  des  sin- 
g-ularités  visées  plus  haut  ne  se  présente  pas,  les  formes 

d-  f       ù"- f       0^- f  .     j  ,  ,  ,  .  ,     . 

-—,    ,    ,    ;    —=-  sont  indeiienuantes   et  la   conique  (2) 
dx-      dxdy      dy^  '  1         \     / 

n'est  pas  dégénérée. 

En  rapprochant  ces  considérations  des  résultats  du 

problème  H,  on  obtient  la  pioposition  suivante  : 

THÉoiii;ME  VII.  —  Le  lieu  des  points  du  plan  dont 
la  conique  polaire  est  une  [jarabole  est  une  conique 
réelle  ou  dégénérée.  La  dégénérescence  en  deux 
droites  réelles  ou  imaginaires  se  produit  lorsque  la 
cubique  possède  soit  un  point  central,  soit  an  point 
double  à  l'injini  ou  un  point  d' inflexion  parabo- 
lique. 

Cette  conique  di^'ise  le  plan  en  deux  régions  dans 
c/tacu/ie  desquelles  tous  les  j)oints  ont  des  coniques 
polaires  apparteiiant  au  même  genre. 

Génie  de  la  séparatrice.  —  En  développant  l'é- 
quation (■^),  on  trouve  sans  aucune  difficullé  que  la 
séparatrice  sera  du  genre  ellipse  si 

{ad  —  bc)"-  —  ^  (bd  —  c- )  (ac  —  6-)  <  o, 

du  ge/ire  hyperbole  si 

(ad  —  bcy^—  4  {bd—  c^)  (ac  —  b'^)  >  o, 
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du  genre  parabole  si 

(ad  —  èc )-  —  4  (  bel  —  c^ )  ( ac  —  b"-  )  —  o. 

Si  l'on  remarque  que  le  premier  membre  des  rela- 
tions précédenles  esl  précisément  le  discriininanl  de  la 

l'orme 

ax^  -^  ibx^y  -v-  3  cxy-  -f-  dy^^ 

on  conclul  immédiatemenl  cpie  : 

La  séparatrice  est  du  genre  ellipse  lorsque  la 
cubique  possède  trois  directions  asymptotiques 
simples  réelles.  Elle  est  du  genre  hypjerbole  si  la 
cubique  admet  trois  directions  asymptotiques  sim- 
ples dont  une  seule  réelle,  du  genre  parabole  si  la 
cubique  possède  une  direction  asymptolique  double. 

Cas  ou  la  séparatrice  se  réduit  a  deux  droites.  — 
Nous  passerons  rapidement  en  revue  les  diverses  liypo- 
thèses  dans  lesquelles  cette  dégénérescence  peut  se 
présenter. 

i"  Cubique  à  point  central.  —  La  sépara irice  se 
réiluit  à  deux  droites  se  coupant  en  ce  point.  Cvs 
droites  sont  réelles  si  la  cubique  ne  présente  qu'une 
seule  direction  asymptotiquc  réelle;  elles  sont  imagi- 
naires lorsque  les  trois  directions  asjmploliques  de  la 
cubique  sont  réelles.  Dans  ce  dernier  cas,  la  conique 
polaire  d'un  point  quelconcpie  du  plan  est  du  genre 
hvperbole. 

2"  Cubique  possédant  à  Vinfini  un  point  double. 
—  En  prenant  Taxe  des  .r  parallèle  à  l.i  tlirection  asvmp- 
totique  double,  on  arrive,  par  des  calculs  faciles  et  que 
je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  développer,  au  résullal 
suivant  : 

Le  lieu  des  points  dont  la  conique  polaire  est  du 
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genre  parabole  se  réduit  à  une  droite  double  paral- 
lèle à  la  direction  asymplotiquc  double.  Celte  droite 
est  rejetée  à  V  infini  si  le  point  double  de  la  cubique 
possède  une  branche  parabolique.  La  pokiire  de  tout 
autre  point  du  ])lati  est  une  liyperbnle. 

Tonlefois,  si  ce  point  double  à  l  infini  est  un  re- 
broussement  parabolique,  la  pjolaire  de  tout  pjoint 
du  plan  est  du  genre  parabole. 

3"  Cubique  possédant  un  point  simple  parabo- 
licjue  et  injlexionnel.  —  Avec  le  même  choix  d'axes 
que  diins  le  paragiaphe  précédeni,  on  niel  fijcileinenl 
en  évidence  le  lésidlat  suivant  : 

La  séparatrice  se  réduit  à  une  droite  simple.  Mais 
le  lieu  des  points  dont  la  première  polaire  est  du 
genre  parabole  comprend  en  outre  la  droite  de 
rinjini  (dont  le  lole  comme  sépuraliice  esL  évidem- 
menl  nul). 

VIII.  Pour  mémoire,  je  me  bornerai  à  rappeler  ht 
propriété  classique  suivante  : 

Le  lieu  des  points  du  plan  dune  cubique  pjlane 
dont  la  première  polaire  se  réduit  à  deux  droites 
est  la  hessienne  de  la  cubique. 

IX.  Applications.  —  1.  Les  résultats  signalés  dans 
les  éludes  précédentes  donneut  immédiatement  la  solu- 
tion des  questions  suivantes  : 

Examiner  s'il  existe  dans  le  plan  d' une  cubi<jue 
donnée  et,  s' il  y  a  lieu,  déterminer  le  nombre  et  la 
position  des  points  satisfaisant  à  l'une  des  condi- 
tions suiiffntes  : 

i"  Les  points  fie  contact  des  tangentes  à  la  cubique 
issues    du    point    considéré    se   trouvent    sur    deux 
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droites;  cas   où   V une  de   ces  droites  doit  être    la 
droite  de  V  infini  ; 

i"^  Ces  points  de  contact  se  trouvent  sur  un  cercle; 

3°  Ces  points  de  contact  se  trouvent  sur  une  hyper- 
bole équilatère  ; 

4"  Ces  points  de  contact  se  trouvent  sur  une  para- 
bole. 

2.  En  combinant  les  divers  résuilals  obtenus,  on 
oblient  la  proposition  suivante: 

Théorjîme  yi[I.  —  //  existe  en  général  dans  le 
plan  d'une  cubique  plane  : 

\°  Trois  points  en  général  distincts,  dont  un  au 
moins  réel,  dont  la  première  polaire  se  réduit  à 
deux  droites  rectangulaires  ; 

2"  Six  points  réels  ou  imaginaires  distincts  en 
général,  dont  la  première  polaire  se  réduit  ci  deux 
droites  parallèles. 

Remarque.  —  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de 
discuter  dans  quels  cas  le  théorème  précédent  est  en 
défaut  et  de  modifier  convenablement  son  énoncé. 

3.  Pour  terminer  cet  exposé,  il  me  paraît  intéressant 
de  présenter  un  exemple  de  cubique  possédant  les 
principales  particularités  signalées  dans  le  cours  de 
notre  étude.  J'adopterai  la  courbe  représentée  en  coor- 
données rectangulaires  par  l'équation 

J   3  _)_    3  ^1y   _j_    ,    _    Q 

Elle  jouit  des  propriétés  suivantes  que  je  ne  m'arrê- 
terai pas  à  établir  : 

1°  Sa  hessienne  se  réduit  aux  deux  bissectrices  des 
axes  et  à  la  droite  de  Tinfîni. 
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2"  La  conique  polaire  se  réduit  à  un  cercle  pour  tous 
les  poinls  de  l'axe  Oy,  à  une  hyperbole  équilatère  pour 
ceux  de  Ot,  à  deux  droites  parallèles  pour  chacun  des 
points  des  deux  bisseclrices,  ces  deux  droites  formant 
ainsi  la  séparatrice.  L'origine  est  un  point  central  ;  la 
polaire  correspondante  se  réduira  à  une  droite  double, 
ladroite  de  l'infini.  Tous  ces  résultats  peuvent  s'obtenir 
par  application  des  propositions  générales  rencontrées 
précédemment  ou  encore  se  vérifier  directement  sur 
l'équation  de  la  polaire  d'un  point  P  (jCo,  jKo)  • 


La  fiiiure  ci-dessus  résume  toute  la  discussion. 


Ann.  (le   Mathvinat.,  4*  série,  l.  Mil.  (Juin  1908.) 
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[KlOe] 

SLU  L'APPLICATIOX  DES  WÉTERMI\A\TS  A  LA  GÉOMÉTRIE; 

Par  m.  J.  JUHEL-RÉNOY. 


Dans  une  Note  communiquée  au  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  élémentaires,  j'ai  démontré 
le  principe  suivant  : 

Pria'cipe.  —  Si  une  relation  entière  et  rationnelle 
de  degré  n  entre  les  distances  d'un  point  variable  M 
d'un  cercle  orienté  à  un  certain  nombre  de  points 
fixes,  pris  sur  ce  cercle  ou  dans  son  plan,  telle  que 
les  degrés  de  tous  ses  termes  par  rapport  aux  dis- 
tances variables  aient  la  même  parité  et  soient  pairs 
par  rapport  aux  distances  aux  points  fixes  non 
situés  sur  le  cercle,  est  satisfaite  pour  (/i  +  i)  posi- 
tions, au  moins,  du  point  variable  sur  le  cercle,  elle 
est  vraie  pour  une  position  quelconcpie  du  point  sur 
le  cercle  orienté. 

Le  but  de  la  Note  actuelle  est  l'application  de  ce 
principe  à  la  démonstration  des  relations  entre  les 
distances  mutuelles  de  n  points  d'un  cercle  à  n  points 
pris  dans  son  plan,  en  particulier  entre  les  distances 
respectives  de  n  points  d'un  cercle,  relation  qui  s'obtient 
d'habitude  par  la  multiplication  des  déterminants  dans 
le  cas  très  spécial  de  quatre  points.  A  ce  sujet,  l'appli- 
cation du  principe  nous  permettra  de  démontrer  que  le 
degré  de  la  relation  connue  peut  être  singulièrement 
abaissé,  tout  eu  conservant  à  cette  relation  sa  forme 
habituelle;  enfin,  elle  nous  permettra  d'atteindre  des 
propositions  plus  étendues. 
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1.  Considérons  n  points  d'un  cercle,  O,,  O2,  O3,  .  .  . , 
On-^1  0„  et  n  points  A,,  A2,  .  .  . ,  A,j  formant  un  autre 
groupe  sur  le  même  cercle.  Nous  nous  proposons  de 
démontrer  qu'il  existe,  entre  les  dislances  mutuelles 
des  points  des  deux  groupes,  la  relation 


(') 


0,A, 

0,A2 

0,A3      . 

.      0,A„ 

0,Ai 

O2A2 

O2A3      . 

.      0,A„ 

0„A,     0„A2     0„A3 


0„A„ 


En  effet,  si  l'on  veut  déterminer  le  point  0„,  connais- 
sant tous  les  autres  par  la  relation  donnée,  qui  remplit 
toutes  les  conditions  de  Vénoncé,  étant  homogène  par 
rapport  aux  distances  variables,  on  trouve  qu'étant 
linéaire  elle  estvérilîée  lorsque  le  point  0«  se  confond 
avec  l'un  des  points  O,,  O2,  O3,  ...,  0,j._,,  c'est-à- 
dire  pour  n  —  I  positions  du  point  variable.  Elle  est 
donc  identique,  en  supposant  n  —  1^2  ou  n  ^3. 

Si  l'on  suppose,  en  particulier,  que  les  points  A  se 
confondent  respectivement  avec  les  points  O,  on  a  une 
relation  entre  les  dislances  mutuelles  de  n  points  d'un 
cercle  sous  la  forme 


(2) 


AoA, 


A,  A, 
o 


A,  A3 
A,  A, 


A,A„ 
A2A,, 


A„Ai     A„A2     A„A:,     ...         o 

relation  dans  laquelle  il  est  bien  entendu  que 

A,- A/,-  =  —  A/,  A/. 

Dans  le  cas  de  n  =  4,  on  a  la  condition  pour  que 
quatre  points  soient  sur  un  même  cercle  ;  on  voit  que, 
si  l'on  convient  d'écrire 


A,Aa  =  du, 
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elle  aflecle  la  forme  suivante  : 

o 

r/,2     f/ij 

du 

(3) 

du 

^3. 

o           C?23 
^32          O 

dr, 

dy. 

rf;, 

d,,       d,, 

o 

curieuse  en  ce  qu'elle  est  identique  à  la  forme  qu'on 
donne  d'habitude  et  qui  est  due,  d'après  M.  Salmon, 
à  M.  Cajlej,  tout  en  présentant  avec  cette  relation  la 
différence  essentielle  que  dans  la  relation  (3)  dik  repré- 
sente la  distance  algébrique  A/A^,  et  non  son  carré, 
comme  dans  la  relation  de  M.  Cajley  :  c'est  l'expression 
même  du  théorème  de  Ptolémée. 

On  généralise  immédiatement  la  relation  (i)  en  l'é- 
tendant aux  puissances  p  des  distances  mutuelles,  ce 
qui  donne  la  relation 


(4) 


0,Ai      O1A2      OiA-, 


0,A,      0,A.,      OoAv 


Û„A,     0„A.,     0„A, 


0,A„ 
O2A,/' 


0„A„ 


Il   suffit,    pour    l'exactitude  de   cette   relation,   (juo 
(  /j  —  i)  soit  au  moins  égal  à  (/?  +  i  ),  ou 


La  démonstration  découle  immédiatement  de  l'aj)- 
plicalion  du  principe. 

En  particulier,  la  formule  (3)  applicable  à  quatre 
points  d'un  cercle  donne  la  généralisation  suivante  : 

o  {d^^y  {d^^y  [di^y 
id.i)/'  o  (d^y  {di.,y 
{dsty    {d^y        o        {dr^y 

(d^i)i>     {di2)''     {di3)''        o 


i'^) 
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avec  la  condition 

4  ^  />  -+-  2 
ou 

p<i. 

Le  cas  de/j  =  2  donne  la  formule  de  M.  Cavlej. 

11.  Considérons  n  cercles  ajanl  j30ur  rayons  /,, 
/•a,  ^"3,  .  •  • ,  l'iit  cl  tangenls  à  un  (/?  -\-  ij'^™»  cercle  en 
(les  points  A.,,  A^,  A3,  .  .  . ,  A,;,  ce  dernier  cercle  ayant 
pour  rayon  R. 

On  démontre  bien  facilement  {voir  Salmon,  Sec- 
tions coniques,  Chapitre  des  Systèmes  de  cercles) 
(|u'en  représentant  par  («K)  la  valeur  algébrique  de  la 
langente  commune  au  f'^™^  et  au  A'*"""  cercle,  on  a 


A,"  A/, 


R  (ik) 


\/(R-r,)(R-a.) 


En  remplaçant  dans  la  relation  (2)  A,A;v  par  cette 
expression,  on  a  une  relation  entre  les  tangentes  com- 
munes à  n  cercles,    pris  deux  à  deux,  tangents  à  un 

(,i4-,)i*mc  cercle  : 


Mi) 


o 

(21) 


(12) 
O 


(  1 3  )      (  I  /i  ) 
(  23  )      (  2  «  ; 


(m)       {tif.)       (ni) 


La  relation  (5)  permet  une  application  analogue; 
on  particulier,  dans  le  cas  de  quatre  cercles  tangents  à 
un  cinquième,  elle  devient 

o       (12)/'  (i:i)p    m)P 

(il)!'            o  (23)/'       (24)/' 

Cii)p    (32)/'  o        (34)/' 

(U)''    (4?-)''  (43;/'      o 


^7) 


=  0, 


cti   supposant  p  égal  à  2  ou  à   i.   On    trouve  ainsi   le 
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théorème  bien  connu  de  M.  Casey.  La  forme  qui  cor- 
respond au  cas  de  /)  =  2  se  trouve  dans  l'Ouvrage  de 
M.  Salmon  (^loc.  cit.). 


m.  Considérons  actuellement  n  points  d'un  cercle 
G,,  O2,  .  .  .,  O,,  et  n  points  dans  le  plan  du  cercle 
A,,  Ao,  .  .  .,  A„.  Il  existe,  entre  les  distances  mutuelles 
des  points  du  groupe  O  aux  points  du  groupe  A,  la 
relation 


<8; 


""  0-- 

'"f^    ^^ 

0,A, 

0,A, 

O1A3 

O2A1 

0,A2 

OoA:, 

0„A,     0„A,     0„A, 


OiA„ 
0,A,/ 


0„A„ 


La  démonstration  est  immédiate,  la  relation  homo- 
gène et  du  second  degré  par  rapport  aux  distances  du 
point  On  aux  n  points  A  étant  vérifiée  pour  (n  —  i) 
positions  du  point  0„,  supposé  placé  successivement 
en  O,,  Oo,  .  .  .,  0„_,. 

Le  cas  particulier  de  ;i  =  4  a  été  indiqué  par  Anto- 
mari  dans  les  jyoïn'elles  Annales  (3"  série,  t.  I). 

Si  l'on  suppose  que  O)  coïncide  avec  A, ,  02avecA2, 
ainsi  de  suite,  on  obtient  une  relation  entre  les  distances 
mutuelles  de  n  points  d'un  cercle 


(9) 


0 

A 

.A, 

Al  A3   . 

.   A,A„ 

As  A, 

0 

A2A3   . 

A  a  A„ 

A3  Al 

A 

3  A, 

0 

A  3  A  „ 

A^j  A 1      A ,,  A 2      A  „  A3 


qui  est,  d'ailleurs,  un  cas  particulier  de  l'équation  (4). 

Signalons   encore   la    généralisation   suivante    de    la 

relation  (8),    tout  à  fait  analogue  à  l'équation  (4),  avec 
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celle  lijpolhèse  que  p  esl  nécessairemenl  pair  : 


(lO) 


0,A,      U1A2     UiA. 


0,A,      0,A,     0,A, 


0„A,     0„A,     0„A3 


0,A„ 


0,A, 


0„A, 


IV.  Remarquons,  en  lerminanl,  que  la  simplification 
apporlée  par  la  relalion  (3),  à  la  condilion  pour  que 
qualre  poinls  soient  sur  un  même  cercle,  s'applique 
aussi  à  la  condition  pour  que  Irois  points  soient  en 
ligne  droite. 

En  efTel,  soient,  sur  un  axe  orienté,  deux  groupes 
de  trois  poinls  M,  N,  P  et  A,  B,  C.  On  a,  entre  leurs 
dislances  mutuelles,  la  relation 


(••) 


MA     MB     M  G     I 

NA     NB     NG     I 
FA      TB     PG      I 


qui  devient,  en  supposant  les  poinls  M,  N,  P  confondus 
respectivement  avec  A,  B,  G, 


ou  encore 


(12) 


• 

AB 

AG 

I 

BA 

0 

BG 

I 

G  A 
I 

GB 

1 

0 

I 

I 
0 

0 

rf.2 

d^, 

I 

du 

0 

<^2.1 

I 

1 

d., 

t 

0 

I 

I 
0    1 
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COXTIi\LA.\TS  :  APPLICATIOXS  A  LA  THÉORIE  «ES  XOMBRES  ; 

Par  m.  a.  DELTOUR. 

(suite. ) 


DEUXIEME  PARTIE. 

CONTINUANTS    ENTIERS. 


OBJET    ET   DÉFINITIONS. 

Ai.  Les  relalions  algébriques  établies  au  cours  de  la 
première  Partie  seront  appliquées  dans  celle-ci  au  cas 
où  tous  les  éléments  sont  des  nombres  entiers  et  seront 
développées  au  point  de  vue  arithmétique. 

Nous  appellerons  conlinuatils  entiers  ceux  dont 
tous  les  éléments  sont  des  nombres  entiers,  ces  conti- 
nuants étant  toujours  supposés  normaux,  sauf  indi- 
cation contraire. 

Les  continuants  entiers,  dont  tous  les  éléments  ont 
le  même  signe  et  sont  difterents  de  o,  seront  dits  posi- 
tifs ou  négatifs,  suivant  le  signe  des  éléments. 

Pai'mi  eux,  il  faut  distinguer  les  continnants  courts. 
dont  le  dernier  élément  est  diiVérent  de  =1=  i  (les  élé- 
ments étant  ordonnés  de  gauche  à  droite)  et  les  conti- 
nuants longs,  dont  le  dernier  élément  est  ±  i. 

Un  continuant  court,  dont  le  premier  élément  est 
diflerent  de  dr  i ,  sera  dit  réduit. 

Par  exemple, 

(4,6,9)     (1,3,6,9) 

sont  des  continuants  courts  dont  le  premier  est  réduit; 

(4,6,8,1)     (1,3,6,8,1) 
sont  des  continuants  lon^rs. 


(  2(i5  ) 

Ces  quatre  conlinuanls  représentent  le  même 
nombre   '^29. 

On  admettra  que  (a)  et  ('ai  sont  des  continuants 
distincts. 

(a,^o)  sera  dit  résidu  de  (a), 

(ao,i)  résidu  inverse. 

45.  Il  est  évident  que  la  valeur  d'un  continuant 
entier  est  un  nombre  entier  et  celle  d'un  continuant 
positif  un  nombre  posilil. 

Mais,  inversement,  un  nombre  entier  dr  N  est  repré- 
senté par  un  nombre  illimité  de  continuants. 

Les  procédés  de  transformation  indiqués  dans  la 
première  Partie  vont  servir  à  passer  d'une  représen- 
tation quelconque  de  dz  N  à  une  autre  en  les  réduisant 
d'abord  toutes  deux  à  des  continuants  positifs  qui. 
eux-mêmes,  se  déduisent  ensuite  l'un  de  l'autre. 


RAPPORTS    ^*^  ^*^ 


(a.,o)       (»o,i) 

46.  Le  nombre  N,  représenté  par  un  continuant 
(a),  est  pri'niier  aK^ec  les  nombres  R,  R',  représentés 

par{y.t.^),  (ay^,). 

Gela  résulte  de  la  relation  (VI)  (n"  19)  et  constitue 
une  propriété  essenlielle  des  continuants  entiers. 

Be/tiarz/ue.  —  Do  la  relation  (VI)  résulte  aussi  la 
congruence 

RR'  =  (— i)"a+i     (mod  N). 

Pour  R  =  (),  on  a  nécessairement 
\  =  ±  I . 

47.  La  valeur  de ne  change  pas  lorsqu'on 
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applique  à  (^-ijo)  ^^s  procédés  de  transformation 
suivants  : 

1°  Introduction,  soit  entre  deux  éléments,  soit  avant 
le  premier,  soit  après  le  dernier,  de  suites  des  types 
0,  0'  (n"  11).  ou  des  types  r,,  y/,  en  changeant  les  signes 
des  éléments  qui  suivent  r,  ou  y/  (  n°  11),  ou  du  type 
i)/,  suivant  la  notation  du  n"  31,  pour  les  continuants 
alternés. 

2°  Equivalence  de  a  et  de  Z>,  o,  c,  lorsqu'on  a 
a  =  6  +  c  (n"  14). 

Il  est  facile  de  vérifiée  l'exactitude  de  ces  propo- 
sitions  et  d'en  énoncer  d'analogues  pour  le   rapport 

iïL. 
'  3:0,1) 

Remarques.  —  1°  Pour  calculer  la  valeur  d'un  conti- 
nuant où  figurent  des  suites  t/,  il  faut  se  reporter  aux 
indications  du  n"  11. 

Soient  (a')  un  continuant  où  figurent  p  suites  t/^ 
(a)  le  même  continuant  où  les  suites  t/  sont  rem- 
placées par  des  suites  r,  ;  ou  a 

(a')  =  (  — i)/'(a). 

fa) 
2°  La   valeur   de  - — —  change    de    signe    lorsqu'on 

(^1,0)  "  *  ^ 

introduit,  comme  il  a  été  indiqué,  des  suites  yj,  rj', 
mais  en  changeant  les  signes  des  cléments  qui  pré- 
cèdent Yi  ou  y/. 

3°  Parmi  les  suites  /)>',  on  aura  à  considérer  princi- 
palement les  suites 

(o, /,  j,  t,  o)      io  —  i — i — i  —  o)      {i.i,i)      ( — ',  — ',  —  Or 

qui  seront  désignées  respectivement  par 

I     -I     Ii.i     -li,i- 
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48.  Lorsqu'on  passe  d' un  continuant  (a)  au  con- 
tinuant altei-né [irtJ)  au  moyen  de  la  relation  (IX) 
f"«(a)=  (/a')  {n°  30,  Remarque)^  on  a 


(y.)     _         .     Ht.') 


En  elVet,  celle  relalion  résulle  des  deux  suivantes; 

i  i"''(oL)  =  («a'), 

(   i(«a-'  )2  (a,,o)  =  (-  I)""-'  (fa',,0  ). 

49.    Si  (y.)  est  positif  et  de  valeur^,  les  valeurs 
R,  R'  de  (3c,.„)  et  («0,1  )  sont  au  plus  égales  à  N. 

En  effet/ «(  élanl  le  premier  élément  de  (a),  ou  a 
(n"5) 

(a)  r^  a,(a,^o)  -H  ^^to.o», 

relation  où  tous  les  termes  sont  positifs.  Le  minimum 
de  tti  est  1,  celui  de  (ao.o)  est  o,  donc  (a)  ^(7.1  o)- 
On  trouvera  de  même  (a)^(ao  (). 

Remarque.  —  On  a  toujours  (a)  >>  (a,,o),  sauf  pour 
les  valeurs  particulières 

i  «1=1, 

qui  donnent  N  =  (a)  =  (a,  ,„ )• 
Dans  ce  cas,  (a)  se  réduit  à  (i). 


NOMBRE    DE    CONTINUANTS    POSITIFS 
D'UNE  VALEUR   DONNÉE. 

oO.  Le  nombre  de  représentations  de  N  par  des 
continuants  courts  positifs  est  cp  (N),  o  (N)  étant 
l'indicateur. 
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Lorsqu'on    développe    une    fraction    irrécluclible   ^ 

(]N  el  R  positifs,  R  <C  J^  )  en  fraction  continue,  on  ob- 
tient chaque  quotient  incomplet  par  une  division  dont 
tous  les  termes  peuvent  être  identifiés  avec  ceux  de  la 
Ibrmule  de  récurrence  donnée  au  n"  5,  en  supposant 
les  continuants  positifs,  savoir 

a  étant  le  quotient  et  (^,3i.o  >  le  reste  de  la  division  de 
(a,  ^)  par  (.3). 

Ainsi,  le  quotient  de  la  première  division  est  le  pre- 
mier élément  a  d'un  continuant  et  la  suite  des  quotients 
incomplets  obtenus  n'est  autre  que  celle  des  éléments 
d'un  continuant  positif  (a),  tel  que 

\  («)  =  ^. 

Par  son  mode  de  formation,  ce  continuant  est  unique 
et  diffère  de  celui  qui  proviendrait  de  toute  autre 
fraction. 

D'autre  part,  l'opération  s'arrête  dès  que  le  reste 
devient  égal  à  i ,  Le  dernier  quotient  incomplet  est 
égal  au  reste  de  l'avant-dernière  division  et,  par  consé- 
quent, supérieur  à  i  ; 

(a)  est  donc  un  continuant  court. 

Par  exemple,    pour  la   fraction  —  =  — ,    on    trouve 

(a)  =  (2,  1,  2,3). 

Réciproquement,  un  continuant  court  positif  donné 

(a)  provient  d'une  certaine  fraction  —,  les  éléments  de 

l'un  étant  les  quotients  incomplets  de  l'autre. 

Pour  une  valeur  donnée  de  N,  il  existe,  par  consé- 
quent, autant  de  continuants  courts  positifs  distincts, 


â 


\ 
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N 
de  valeur  N,  que  de  fractions  irréductibles  ^}  c'est-à- 

dire  cp  (N). 

JRt'marqnes.  —  1  ""  Continuants  réduits.  —  Le  pre- 
mier élément  de  (a)  est  >>  i  si  ;>.  Il  <<  N. 

Il  y  a  donc  — — -  conlinuanls  positifs  réduils. 

Exemple  ;  N  =  i  i . 

U=    1,        2,  ;i,  4,  5, 

(a)  =  (11),  (S,-^».),  (.3,1,2),  (2,1,3),  (2,0). 

Au    résidu    R    correspond     un    résidu    R,     tel    que 

\ 
H  +  R,  =  N.    Le  continuant  de   la   fraction   ^r-  com- 

menée  par  1 . 

2°  Continuants  positifs.  —  A  tout  continuant  court 
correspond  un  continuant  long.  Le  nombre  total  des 
continuants  positifs  de  valeur  N  est  donc  2  »  (N)- 

3"  Les  nombres  /?«  relatifs  à  deux  continuants  po- 
sitifs, court  et  long,  correspondants,  sont  de  parité 
diflerente.  S'il  j  a  lieu  de  donner  à  ( — i)"«  un  signe 
déterminé,  on  clioisit  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux 
continuants. 

RÉDUCTION  A  UN  CONTINUANT  POSITIF. 

ol.  Les  représentations  de  —  N  se  ramènent 
à  celles  de  +  N. 

En  ellet,  soit  (a,  fi)  =  —  N  une  de  ces  représen- 
tations. On  emploiera  l'une  ou  l'autre  des  formules 
(T^,  n"  11),  (Te,  nM2),  savoir: 

(a,  -f),  — [i)  =  (-  i;",3  (  a,  ^)  =  (-1)"?+'  N, 
(a,  r,,  o,  r,,  o,  (3)  =  —  (a,  r,,  r,,  o,  o.  ^  )  =  —  (  a,  ^  )  =:  N. 


(   KO   ) 
Dans  la  première,   on   suppose  que  n^   est  impair: 
dans  la  seconde,  la  suite  (r, ,  o,  7,,  o)  se  place  dans  un 
intervalle  quelconque,  ou  même  soit  avant  le  premier, 
soii  après  le  dernier  élément. 

02.  E lunination  des  éléments  nuls.  —  On  passe 
d'une  représentation  (a)  donnée  de  N  à  une  représen- 
tation équivalente,  n'ayant  aucun  élément  égal  à  o,  par 
l'application  répétée  de  la  formule  ( Tg)  du  n"  [Â. 

Remarque.  —  Si  1  un  des  éléments  extrêmes,  le 
premier  par  exemple,  est  o,  on  supprime  les  deux 
premiers  éléments.   Car  on  a,  dans  ce  cas,  d'après  (I), 

(a)  =  (a2,o). 

Dans  celte  nouvelle  représentation  (a2,o)5  ie  résidu  R 
est  modifié  et  devient  Ri  =  (sts^o)- 
De  la  relation 

(a,,o)  =  «2  («2,o;-H(a3,o), 
on  déduit 

Ri  =  R  (  môd  N). 

03.  Elimination  des  éléments  égaux  à  zh  \ .  — 
Le  continuant  (a)  étant  supposé  privé  d'éléments  nuls, 
multiplions-le  par  «"«  et  mettons-le  sous  forme  de 
continuant  alterné  (la')  (n**  30). 

On  y  supprime  tous  les  éléments  égaux  k  du  i  par 
l'application  répétée  de  la  formule  (X)  du  n°31,  savoir 

dans  laquelle  on  fait  («a')  =  nr  I  (n°47,  Remarque  3°). 
On  reconstitue  ensuite  le  résultat  sous  forme  de 
continuant  normal  équivalent  au  premier  (a)  en  va- 
leur absolue  et  ne  contenant  plus  d'éléments  égaux 
à  :zr  I . 
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Remarque.  —  Si  l'un  des  élénienls  extrêmes  de 
(/a'),  le  premier  par  exemple,  est  riz  i,  on  le  fait  pré- 
céder au  préalable  de  la  suite  o,  zt  i,  ce  qui  ne  change 
pas  la  valeur  du  continuant. 

Mais  le  résidu,  qui  était  R  =  (ia',„),  est  modifié  et 

devient 

Ri  =  (  zn  i,  i%  )  —  ±  i{i'^' )  •+■  R- 

On  a  donc 

Ri=  R  (inod  N). 

04.  Transformation  en  continuant  positif.  —  Le 
continuant  étant  formé  comme  il  est  expliqué  au  numéro 
précédent  au  moyen  d'éléments  ^2  en  valeur  absolue, 
on  change  les  signes  des  éléments  négatifs  en  appli- 
quant la  formule  (T^)  du  n"  12  dans  laquelle  on  fait 

r,  =  (o,  —  1,  r,  —  I,  o). 

Par  la  suppression  des  o  provenant  des  •^,  la  valeur 
des  éléments  contigus  à  un  seul  r,  est  diminuée  d'une 
unité  et  celle  des  éléments  compris  entre  deux  r^  de 
deux  unités. 

Toute  réduction  faite,  les  nouveaux  éléments  sont 
tous  positifs  ou  nuls,  et  par  la  suppression  de  ces  der- 
niers on  obtient  un  continuant  positif  équivalent  en 
valeur  absolue  au  continuant  donné. 

Remarque.  —  Si  le  premier  terme  est  négatif,  on  le 
fait  précéder  de  Tj. 

La  valeur  du  continuant  (a)  n'est  pas  modifiée,  mais 
il  n'en  est  pas  de  même  du  résidu  R,  qui  devient 

•^1=  <'ii,o,  ^)  =  — (  ^1,0)  =  —  R. 

OD.  Exemple  de  réduction  d'un  continuant.    — 

Soit 

(a)  =  (o,  \,  ■?.,  —  3,  ),  o,  —  6,  i,  —  4,  —  2). 
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On  trouve 

N  =  67,         R  =  3oJ. 

Ce  conlinnant  passe  par  les  transformations  sui- 
vantes : 

(o,  4,  2,  —  3,  5.  o,  — 6,  2,  —  4,  —2) 

(2,-3,-  i,i,  —  4   —  •>-) 
(  2  i,  3  <■,  —  i,  —  V.  J,  —  i  i.  i  i) 
{■2  1,  4'.  -  f,  —  4'\  ^-0 
(2t,  5/.  —  ii,  21) 
Cï,  —  5,  —  3,  —  2) 
(a,)  =  ri,  I,  4,3,  2). 

On  trouve,  pour  (a,  ), 

N  =  67,         Ri  =37. 

06.  Transforma  lion  d'un  conlinnant  donné 
(a)  =  N  de  résida  K  en  un  conlinuant  positif  ou 
négatif  de  valeur  X,  =±  N  e^  de  résidu  R,,  tel  que 

!^  — ^ 

R,  ~  r' 

l*oar  conserver  au  rapport  ^  sa  valeur,  on  applique 

les  procédés  de  transformation  des  n°'  o2,  53.  o4 
seulement  aux  éléments  de  (a,^o)  dans  les  conditions 
indiquées  au  n°  il  et  de  manière  à  obtenir  un  conli- 
nuant   positif    si    p    ^^^    positif,     négatif   dans    le    cas 

contraire. 

Revenons  en  détail  sur  chacune  des  opérations  pré- 
cédentes. 

1°  Élimination  des  éléments  nuls  i^n"  ol2;.  —  On 
conserve  le  premier  élément,  s'il  est  égal  à  o. 

■2°  Elimination  des  éléments  égaux  à  zh  i  (n°o3). 
—  En  passant  du  continuant  (a)  au  continuant  alterné 

(  iy.' ),  le  rapport  ^  est  multiplié  par  î  (n°  48j. 


(  ^73  ) 

Inversement,  en  revenant  à  un  continuant  normal, 
il  est  divisé  par  i. 

Entre  ces  deux  opérations,  sa  valeur  reste  invariable 
lorsqu'on  supprime  des  suites  rt  I  (n°  47). 

Donc,  avant  et  après  le  passage  par  les  continuants 

N 
alternés,  la  valeur  de  ^  est  la  même. 

D'autre  part,  il  y  a  lieu  de  remarquer  que  les  suites 
±1  doivent  être  formées  entre  deux  éléments  quel- 
conques du  continuant,  mais  non  avant  le  premier. 
Celui-ci  a,  par  conséquent,  une  valeur  quelconque 
après  l'opération,  y  compris  o,  rt  /. 

3"  Transformation  en  continuant  positif  ou  né- 
gatif {n"  o  A).  —  L'opération  précédente  amène  un 
continuant  (j3)  =  (ft,  b^  ...)  dont  tous  les  éléments 
(le  pi'emier  non  compris)  sont  >  a  en  valeur  absolue. 

On  place  la  première  suite  t]  ou  yj'  entre  les  deux 
premiers  éléments  de  signes  contraires  el  l'on  fait  dans 
la  formule  (T5)  : 

r,  =  (o,  —  I,  j,  —  1,0) 

si  le  continuant  commence  par  des  éléments  positifs, 

r/=  (o.i,  — I,  i,oj 

dans  le  cas  contraire. 

Si  la  première  suite  r,  ou  r/  est  placée  après  60,  on 
voit,  comme  au  n"  oi,  que  tous  les  éléments  prennent 
le  même  signe,  H-  avec  y,,  —  avec  t/,  lorsqu'on  intro- 
duit ces  suites  dans  les  conditions  indiquées  au  n"  47. 

Si  la  première  suite  t,  our/  est  placée  entre  bx  et  b-x-, 
ce  ((ni  n'a  lien  que  lorsque  bi  est  diflférent  de  o  et  au 
moins  égal  à  1  en  valeur  absolue,  les  éléments  prennent 
encore  le  même  signe.  Le  premier,  étant  conligu  à  un  t, 
ou  à  un  Tj'.  peut  devenir  o. 
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(  =>^74  ) 
Prenons  comme  exemple 

(a;  =  (o,  —  3,  — -2,  r,  4), 

pour  lequel  on  a 

N  =  —  6,        R  =  23. 

Les  Iransformalions  successives  sont 

(o,  —  3.  —  i,  I,  4) 
(o,  3i,  —  'zi,  —  i,  4  i ) 
(o,  3f,  —  i,  5j  ) 
(o,  i\i,  6i) 
(o,-4,6) 
(a,)  =  (o,  — 3,  — I,  —  5). 

On  a,  pour  (a,  ), 

Ni  =  6,         Ri  =  -  23. 


TRANSFORMATION  DES  CONTINUANTS  POSITIFS  ENTRE  EUX. 

o7.   Soient  : 
(a)  =  (^a,,  «2,  «3,  .  .  . ,  ak)  un  continuant   positif  cor- 

respondant  a  -^  ; 

t  un  nombre  premier  positif  non  diviseur  de  N. 

Glierclions  le  continuant  positif  ayant  pour  résidu 
lin  nombre  congru  k  tK  (mod  N). 

Supposons  d'abord  que  t  ne  divise  pas  a,  ;  posons 
a,n=  ^wH-  Cm  et  écrivons  (a)  sous  la  forme 

(  a  j  =  («1.^2,  o,  Cn  63,  0,^3....,  c/i-i,  a/i,  a/i+i,  «a+î»  •••,  «/(-1-2/+-M  •••,  «A^ 

les  éléments  6  et  c,  qui  peuvent  être  positifs,  nuls  ou 
négatifs,  étant  déterminés  de  manière  à  satisfaire  aux 
conditions  suivantes  [(  T,o),  n°  16],  danslesquelles  (a"') 
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représente  les  suites  d'éléments  sous  parenthèse  dans 
{a),  et  (t^''"^)  de  nouvelles  suites  : 

(62,0)        =(a',,o)  =  7CP't,oJ,  ='t 


(62)  =(a;,,)  =  (P',,,), 

(c2,6„o)  =  (a")      =(P''), 

(02,63)     =  (a;,i)  =  ^(p;,,), 


Les  éléments  h  et  c  doivent  satisfaire  à  ces  égalités 
jusqu'au  premier  élément  c  divisible  par  t,  soit  c/,_t . 

Il  est  toujours  possible  de  remplir  ces  conditions  : 
en  effet,  d'après  les  première  et  troisième  égalités^ 
(^')  est  le  continuant  qui  correspond  à  la  fraction  —  » 
et  Ton  choisit  celui  pour  lequel  n^'  est  impair  (n"  50, 
Memarque  3"). 

La  dernière  égalité  détermine  b.^  qui  est  positif.  La 
deuxième  se  trouve  vérifiée  comme  conséquence  des 
trois  autres,  en  vertu  de  la  relation  (VI)  (n"  19). 

De  la  relation  «^  =.  bi-\-  C2  on  tire  ensuite  la  valeur 
de  c-,.  Puisque  c^  n'est  pas  divisible  par  ^,  par  hypo- 
thèse, on  opère  avec  Co  comme  avec  a^  pour  satisfaire 
aux  quatre  égalités  suivantes,  et  ainsi  de  suite. 

11  faut  observer  «pie  l'un  des  termes  c,n  peut  êlre 
négatif.  Dans  ce  cas,  (1^''"')  sçra  le  continuant  corres- 
pondant à  la  fraction  ~  dans  lequel  tous  les  élé- 
ments seront  pris  négativement  :  b,„^\  sera  alors  néga- 
tif. Ainsi,  (',„  et  b,n+\  sont  toujours  de  même  signe. 

On  pose  ensuite 


I     , 
a/,     =  -  «/,, 


ce  qui  donne 


(  2-6  ) 


(c/i-u  a,,)  =  (C/,_,,  «;,). 


On  voit  que  ces  deux  derniers  continuanls  que  nous 
désignerons  respecliveinenl  par  (y),  (o)  satisfont  aux 
conditions  (T,o)  : 

(Vi,o)  =  -  (^i,o,l- 

Supposons  que  «a+i  ,  ah+3,  «A+i,  •  •  •  Jusqu'à  «/i+az+i 
exclusivement,  soient  encore  divisibles  par  t. 
On  pose  de  même 

1    «A-^2  =  J<^'/i+i' 

On  a  encore  deux  continuants 

(y'  )  =  (a/,4.,,a/,-+.2), 
(0')  =  (a'h^i,  «/,+2,), 

satisfaisant  aux  conditions  (Tio)  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'à 

On  forme  alors  à  partir  de  a/,^2i+{  "ne  nouvelle 
série  d'éléments  analogue  à  celle  obtenue  en  parlant 
de  «i. 

A  la  fin  de  l'opération,  on  arrive  à  une  suite  de  trois 
éléments  (a^'^)  ou  de  deux  éléments  (y'^^)  précédant 
immédiatement,  soit  «a,  soit  a/(_i,  a^,  soit  Ca_(,  «a- 

Dans  le  premier  cas,  a/i  n'est  pas  divisible  par  t,  car 
les   éléments  qui   le  précèdent  constituent   un  conli- 


(  Kl  ) 

miant  (e)  composé  de  parties  (a')  (a")  .  .  .  (y)  (y')  •  .  . 
satisfaisant  aux  conditions  (Tjo)  et,  par  conséquent, 
(2o,,  )  a  pour  facteur  t  (n"  16). 
Or,  on  a 

N  =  (£,  a/,)  =  «/,(£)  -I-  (£0,1  )■ 

Si  a>f  était  divisible  par  /,  N  le  serait  aussi,  contrai- 
rement à  l'hypothèse. 

Le  continuant  est  alors  terminé  par  la  suite 

Dans  les  deux  derniers  cas,  le  continuant  est  terminé 
par  l'une  des  suites 

«A-i!«/.-         ou         ca— i,a/., 
si  Qk-Ki  Ck-\  sont  divisibles  par  ^,  et  par 

«/.-i,  6a,  o,  c/,,  bu+\.  o,         ou         CA— ,,  hk,  o,  ca-..  ^/x-i,  o, 

s'ils  ne  le  sont  pas,  puisque  Ck-,  pour  la  même  raison 
que  au  dans  le  premier  cas,  ne  peut  pas  être  divisible 
par  t. 

Finalement,  on  obtient  deux  continuants 

(a)  =(a'.  a",  .  .  . ,  y,  y',  •  .  .  ), 
(P)  =  (^',  [i",  ...,8,S',  ...), 

qui  satisfont  aux  conditions  (T(o),  comme  les  suites 
qui  les  composent,  savoir  : 

(«i,o)  =  j-(pi.o), 
On  a  donc 


(  ^-8  ) 

Il  ne  reste  plus  qu'à  réduire  (p)  en  continuant 
positif. 

On  a  admis  au  début  que  «(  était  premier  avec  /. 
Si  t  divise  cr,,  on  commence  l'opération  comme  si  le 
premier  élément  était  «a+i- 

Remarque.  —  Le  continuant  donné  était  supposé 
positif.  Il  est  facile  de  voir  qu'on  obtiendrait  une  trans- 
formation semblable  avec  un  continuant  entier  quel- 
conque. 

58.  Cas  où  t  est  un  nombre  quelconque  premier 
a^ec  N.  ;■■ 

Pour  passer  d'un  continuant  de  résidu  R  à  un  conti- 
nuant de  résidu  congru  à  /R,  lorsque  t  n'est  pas  un 
nombre  premier,  le  procédé  du  n°  57  est  encore  appli- 
cable si  le  plus  grand  commun  diviseur  de  t  et  de  chacun 
des  éléments  a,„i^  ou  c^„,i  est  toujours  i  ou  t.  Dans  le 
cas  contraire,  on  l'applique  successivement  à  chacun 
des  facteurs  dont  t  est  le  pioduit  et  pour  lesquels  l'o- 
pération est  possible,  ce  qui  a  lieu,  eu  particulier, 
pour  les  facteurs  premiers  de  t. 

Si  t  est  une  racine  de  la  congruence 

x'^  —  I  ^  o  (niod  N), 

d  étant  un  diviseur  de  cp  (N),  on  retrouve  le  continuant 
donné  après  d  opérations. 

Lorsque  t  est  une  racine  primitive  de  IV,  on  obtient 
tous  les  continuants  positifs  de  valeur^,  au  moyen 
de  «p(N)  opérations. 

59.   Application  à  quelques  cas  particuliers, 
i"  Soit  /=  2. 


(  279  ) 
Les  suites  («*''^),  (y'^^)?  q"'  composent  (a)  (n"  57), 
sont  respectivement  de  la  forme 

{•im  H-i,  1),     (?./?,  q) 

Les  suites  correspondantes  (,3^''^,  (rj^^)  de  ([ï)  sont 

(m,  1,1),     (p.iq). 
Soit,  par  exemple, 

(a)  =  (4,  I,  1,8),     N  =  77,     R  =  i7, 
Ce  continuant  devient 

(a)  =  (.1,1,  I,  I,  0,  7,  1,  o)-) 
d'où 

(P)  =  (2,  '2,    O,    I,   f,    3,    I,   I  j 

=  (2,  •{,  I,  3,  2). 
Ri  =  34. 

a'^  Soit  t=z?>. 

On  a,  pour  (af'"^),  (y^^^),  les  suites 

(3/H -f- I,  2,  o),     r3/« -i- 2,  I,  O;,     {'ip,q), 

auxquelles  correspondent  dans  ([i) 

(m,  2,  1  ),     ( m,  1,2),     (p,  3(7). 

Pour   les    mêmes    valeurs,    N  =  -j,    R  =:  1  - ,    (a) 
devient 

(a)  =  V4,  2,  o,   —  I,  —2,  o,  3.  8  J  ) 
d'où 

(3)  =  (1,2, 1,  o,  —  ■.>,  — I,  I,  .,4). 

Pour  réduire  (^3)  en  continuant  {)0silir,  on  passe  juu' 


(  28o  ) 
les  transformations  suivantes  : 

(l,  2,  —I,  —I,   I,  24) 

(i,  —  2 i,  —  i,  i,  i,  —  24 0 
{i,  —  ii,  —  ii,o,  —i^i) 
{i,  —  21,  —  261) 
(i,  2,  —26) 
(i.  I,  I,  25). 

R,  =  5i. 

3''  Soit  ?  =  i3. 

Pour  les  mêmes  valeurs  de  N  et  de  K,  on  a 

(a)=V4,3,  o,  —  2,  —  6,  o,  7. 11,0.  —  3,  —  4,oj) 

i?>)  =  (o,  3,  4,  o,  —  G,  —  2,  o,  I,  i,  5,  I,  o,  —  4,  —  3)5 
=  (o,  3,  —  2,  —  I,  1,5,  —  3,  —  3). 

Transformé  en  continuant  positif,  (|j)  devient 

(o,  2.  r,6,  I,  2,  3). 
Rj  =  221  =  i3. 17. 

4°  Soit  N  =  I  1 . 

Formons  ses  continuants  positifs  réduits  au  moyen 
de  la  racine  primitive  t  =  1. 

R.  (?).  (a).  (a). 

I (iij  =  (10,  I) 

2 (5,  2)  =  (5,  2)  =  (5,  I,  o,  I,  I,  O) 

3 (2,  I,  I,  o,  I,  i)  =  (2,  I,  3)  =  (2,  I,  2,  i) 

4 (l,2,I,2j  =    (3,  r,2)    =    (3,  I,  O,  O,  2  ) 

5 (i,  1,  ',0,4)       =  (2,  5)       =  (2,  5) 

6 (1,10)  =  (11) 


MULTIPLICATION    ET  DIVISION   D'UN  CONTINUANT 
PAR  UN  NOMBRE  DONNÉ. 

60.   Caractère  de  divisibilité  d ' un  continuan  t  par 
un  nombre  donné. 


\ 


(  28,  ) 

Comme  on  l'a  vu  au  n^oT,  la  condition  nécessaii-e  et 
suffisante  pour  que  t  divise  N  (^  étant  premier),  est 
qu'à  la  fin  de  l'opération  a^  ou  Ck  soit  divisible  par  t. 

On  voit  facilement  qu'il  en  est  de  même  pour  un 
nombre  l  quelconque,  premier  ou  non,  pourvu  que 
l'opération  soit  possible. 

Plus  généralement,  si  N  est  mis  sous  la  forme  d'un 
continuant  (e,  c')  où,  (e')  étant  quelconque,  (e)  satisfait 
aux  conditions  Tio  ;  où,  par  conséquent,  (£o,i  )  est  divi- 
sible par  t  et  (e)  est  premier  avec  t  {t  étant  premier 
ou  non),  on  a 

(£,£')  s  (£)(£')  s  N  (modo- 

Donc,  pour  que  N  soit  divisible  par  t,  il  faut  et  il 
suffit  qu'on  ait 

(s')  ^  o  (mod  t). 

Si  cette  condition  n'est  pas  satisfaite  et  si  N  est 
premier  avec  /,  on  a,  suivant  la  notation  du  n°  o7,  en 
supposant  la  formule  applicable  à  t, 

^  =(ci)  =  (a',  a",  ...,Y,  t',  •••)• 

Comme  tous  les  résidus  inverses  (a'o,»),  .  .  . ,  (yo,«)» 
.  . .  sont  divisibles  par  t,  on  voit  facilement  (II,  n"  6) 
qu'on  a 

N^(a')(a")...  (y)(t')---   (mod  n, 

c'est-à-dire 

N  =  a,  C2  Cj  ...  c/j-2  .1.1...   (  mod  /  ) 

61.  i-ia  transformation  du  n"o7  permet  de  multiplier 
un  continuant  donné  (X)  par  un  nombre  quelconque, 
en  opérant  successivement  avec  tous  les  facteurs  pre- 
miers t  qui  composent  ce  nombre. 


(     ?.82    ) 

Posons  à  cet  effet  (m,  )> )  =  (a)  et  déterminons  m  de 
telle  sorte  que  t  soit  premier  avec  (a)  en  faisant,  par 
exemple,  m  =  o  si  t  est  premier  avec  (Ai. 0)7  m  ^=  i 
dans  le  cas  contraire. 

On  cherche  le  continuant  (p)  correspondant  à  (a) 
(suivant  la  notation  du  n"  57)   et  on   le  réduit  à   un 

(3) 
continuant  positif  (  3')  en  conservant  la  valeur  de  -^ — -• 

Le  résidu  (^j.o)  ds  ce  dernier  a  pour  valeur  le  pro- 
duit t  (a). 

62.  Pour  diviser  (a)  par  un  de  ses  diviseurs  t,  on 
opère  de  la  même  manière  sur  (À,  m)  =  (a).  Quel  que 
soit  m,  t  est  premier  avec  (a).  On  réduit  (3),  corres- 
pondant à  (a),  à  un  continuant  positif  ([^')  en  conser- 
vant la  valeur  de  —r^-   Le  ciuolient  —  est  représenté 

(kl)  ^ 

par   le   résidu    inverse    (,3^,)    du    dernier   continuant 

obtenu.  {A  suivre.) 


BIBLIOGKAIMIIE. 


Tables    de    cAUACTÉKisïiotEs    hklatives    a    la    base 

2.3  10    DES     FACTEURS    VREMIEUS     d'l?<     .NOMBRE     INFÉRIEUR 

A  3oo3o,  Y>2iY  Ernesl  Lchon,  ai^régé  de  l'Université, 
Membre  des  Académies  de  Lisbonne  et  de  Metz.  Paris, 
Delalain  frères,   i'''"mars  1906.   l*rix  :    i*^'",5o. 

(Cet  Opuscule  a  été  lionoré  d'une  subvention  de  l'Associa- 
tion française  pour  l'avancement  des  sciences  et  présenté  à 
l'Académie  des  Sciences  par  M.  Eugène  Rouché.) 

En  s'appuyaut  sur  des  propriétés  non  encore  signalées  de 
certaines  progressions  arithmétiques,  M.  E.  Lebon  est  arrivé 
à  construire  une  Table   donnant   très  rapidement  la  solution 
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du  double  problème  suivant  :  Un  nombre  étant  donné,  recon* 
naître  s'il  est  premier  ou  composé  et,  dans  le  dernier  cas, 
trouver  ses  facteurs  premiers.  M.  E.  Lebon  a  |)ublié  plusieurs 
Mémoiies  où  il  montre  que  le  procédé  qu'il  emploie  est  appli- 
cable à  de  grands  nombres.  Pour  donner  une  idée  de  cette 
nouvelle  méthode,  M.  E.  Lebon  a  publié  la  présente  Table 
qui  permet  de  résoudre,  dans  le  cas  d'un  nombre  non  divisible 
par  .i,  3,  5,  7  ou  11  et  inférieur  à  3oo3o,  la  première  Partie 
<lu  problème  précédent  sans  extraire  de  racine  carrée  et  d'un 
coup  d'œil,  et  la  seconde  Partie  soit  d'un  coup  d'œil,  soit  très 
rapidement.  iNous  sommes  heureux  de  recommander  à  l'at- 
tenlioii  des  mathématiciens  l'original  travail  de  M.  E.  Lebon, 
en  exprimant  le  désir  de  voir  bientôt  apparaître  une  Table 
fondée  sur  la  nouvelle  méthode  et  résolvant  le  problème  en 
■question  pour  des  nombres  supérieurs  à  g  millions,  limite  des 
Tables  actuelles  de  facteurs  premiers.  C.  B. 


CERTIFICATS  DE  GEOMETRIE  SLPERIEIRE. 


Paris. 


\.  ÉpRELVE  THÉoniQLE.  —  I"  Déterminer  toutes  les  sur- 
Jaces  réglées  applicables  sur  V hyperboloïde 

2°  Indiquer  parmi  ces  surfaces  celles  pour  lesquelles  le 
<;ône  directeur  est  de  révolution  ; 

3"  Chercher,  en  particulier,  celle  qui  a  même  cône  di- 
recteur que  Vhyperboloïde  précédent,  sans  lui  être  iden- 
tique ; 

\°  Former  et  intégrer  l'équation  des  lignes  de  courbure 
de  cette  dernière  surface. 

II.  Épreuve  pratique.  —  Résoudre  l'équation  de  Frcd- 
Jiolm 

(>{3C)-{-l  I   f{x,s)^(s)ds  =  <\i(x), 
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où  f  et  ^  sont  des  fonctions  données  et  X  une  constante 
connue,  dans  les  cas  où  f{r,s)  a  l'une  des  formes  sui- 
vantes : 

I"  f{x,s)  =  ^{or)rs{s), 

h-n 

2"  f{x,s)=^^n{oc)^h(s). 

Voir  ce  que  deviennent  alors  les  développements  en  série, 
au  moins  dans  le  premier  cas.  (Octobre  1907.) 

Nancy. 

Épreuve  théorique.  —  I.  Lignes  asymptotiques  des  sur- 
faces réglées  dont  les  génératrices  appartiennent  à  un 
complexe  linéaire. 

II.  On  considère  la  congruence  des  droites  définies, 
dans  un  système  de  coordonnées  rectangulaires  Oxyz,  par 
tes  équations 

X  —  -xau  —  ae-"        y-\-iav       z  —  a  cosp  (e*"-f- 3e") 
cos  V  sin  V  sh  u 

où  u  et  V  désignent  deux  paramètres  arbitraires,  a  une 
constante  donnée. 

I"  Démontrer  que  les  surfaces  développables  de  la 
congruence  sont  définies  par  V équation  différentielle 

sin  V  du'^-^  ?.cosf  du  dv  —  sin  v  dv^, 

et  intégrer  cette  équation  différentielle. 

1"  On  prend  sur  une  droite  quelconque  de  la  congruence 
le  point  M  milieu  du  segment  déterminé  par  les  deux 
points  focaux  de  cette  droite;  démontrer  que  la  surface  2 
lieu  du  point  .M  est  normale  à  toutes  les  droites  de  la 
congruence. 

V  Déterminer  les  rctyons  de  courbure  principaux  de  la 
surface  S. 

Epreuve  pratique.  —  Déterminer  les  lignes  asymptotiques 


(  -8=>  ) 

de  la  surface  dé  finie  par  les  équations 

cosp  sinp 

x=^  ,  x  = '  s  =  ai'-i- 4  (  taneu  —  m) 

COSif  "^         cos?/  ° 

e/  construire  les  projections  de  ces  lignes  sur  le  plan  xOy. 

(  Octobre  1907.  ) 


CERTIFICATS  D'ASTRO\0)IIE. 


Paris. 


I.  Épreuve  théorique.  —  i"  liéfractions  astronomiques 
par  les  hauteurs  supérieures  à  1  j"  ; 

a"  Sextant.  Description  et  usage. 

II.  Epreuve  pratique.  —   Résoudre  Véquation  de  Képlei 

X  —  e  sin  .r  =  M, 
en  supposant 

M  =  332"28'5>", 
e  =  o,  2/(53>.. 

(  Octobre  i<)07.) 

Marseille. 

Epreuve  théorique.  —  Calcul  des  longitudes  terrestres 
au  moyen  des  occultations. 

Epreuve  pratiqi  i:.  ^  Calculer  le  volume  d'un  tétraèdre 
OABG  connaissant  les  longueurs  a.  h.  c  des  trois  arêtes 
qui  aboutissent  à  un  même  sommet  O,  ainsi  que  les  angles 

a,  p,  Y  que  ces  arêtes  font  deux  à  deux. 
Données  numériques  : 

a. =  17,9,46,  a  =  7').  9,7. '{'1 ,7, 

h  =  X2,yjt'i,  ji  =  82.43.51 ,2, 

c  =   7,93';'.,  ■(  =  (^~  .5H.'>.~  ,!■). 
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Solution. 
V  =  -aècy/sin/j. sinfp  —  ajsin(/>  —  3  )  s\n( p  —  y  ). 

« —     :5. 27. 34,7 

^ 82. 43, 51,-4           s'n/> 1,9637602 

Y 67. 58. -27, 9  sin(/)  — a)...  1,7856578 

•2/? 226.9.53,8  's\n(p  —  i^)...  T, 7035534 

p ii3.    4.56,9  sin(/)  — y)...  T,85o3o25 

p    —  OL 37.37.22,2 

p  —  3 3o .  2 1 .    5,7 

p  —  Y i^-   6.29jO 


1,3032739 


V  =  260™',  121 5. 


I7.24( 


A  I ,65163695 

a 1,2366884 

b 1 ,  1045895 

^ 0,8993827 

cologf.  3 7,5228787 


/^  =  I  vj  j  7V.3,  V 2 , 4 1  5 1 762 

(Octobre  1907.) 

Montpellier. 

Épreuve  THÉoniQUi:.  —  Parallaxe  lunaire.  Principe  de  la 
méthode  employée  pour  la  détermination  de  cette  paral- 
laxe. {On  suppose  deux  observateurs  très  éloignés  sur  le 
même  méridien  terrestre  et  observant  le  passage  de  l'astre 
au  méridien.) 

Méthode  mécanique  :  Etablir  la  formule  qui  lie 
a,  rayon  de  l'orbite  lunaire  supposée  circulaire  ; 
T,  durée  du  mois  sidéral  : 
p,   rayon  de  la  Terre  sphérique  : 

/,  longueur  du  pendule  battant   la  seconde  à  la  surface 
de  la  Ter/e. 

Épreuve  pratique.  —  .Soient: 
a,  le  rayon  de  l'orbite  lunaire  supposée  circulaire  ; 
T,  la  durée  du  mois  sidéral  : 
3,  le  rayon  de  la  7'erre  su/>posée  sphérique  : 
l,  la  longueur  de  là  pendule  battant  la  seconde  à  la  sur- 
face de  la  Terre. 
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Dans  l'épreuve  théorique  on  a  dû  démontrer  la  formule 
4a3=  /T2p2.  Si  l'on  cannait  l  —  «"',99  et  T  =  2  36oooo  se- 
condes, en  se  contentant  pour  déjinir  0  de  la  définition  du 
mètre,  on  demande  de  calculer  a  et  de  vérifier  que  cette 
distance  moyenne  vaut  approximativement  60  rayons  ter- 
restres. (Novembre  1907.) 


SOLUTIONS  DE  0UESTIO.\S  PUOPOSÉES. 


2089. 

(r.)08,  p.  9:..  ) 


On  considère  dans  le  plan  d'une  courbe  (  M  }  un  pôle  <  ). 
Si  n  et  t  sont  les  points  de  rencontre  respectifs  de  la  nor- 
male et  de  la  tangente  en  un  point  .M  de  cette  courbe  avec 
la  perpendiculaire  élevée  en  O  au  rayon  vecteur  U.M,  et  si 
l'on  connaît  la  direction  de  la  normale  en  t,  au  lieu  de  ce 
point  t  [adjointe  infinitésimale  (t)  de  M.  d'Ocagne],  on  a 
une  construction  du  centre  de  courbure  \x,  répondant  au 
point  iM,  sous  les  deux  formes  suivantes  : 

i"  La  parallèle  menée,  à  la  normale  en  t,  par  le  point 
de  rencontre  a  du  rayon  vecteur  OM  avec  la  perpendicu- 
laire élevée  en  n  à  la  normale  Mrt,  coupe  cette  dernière 
au  centre  de  courbure  \x. 

1"  Si,  au  point  de  rencontre  \  de  la  normale  M  «  avec  la 
parallèle  menée  par  O  à  la  normale  en  (t),  on  élève  une 
perpendiculaire  Mn  jusqu'à  sa  rencontre  en  un  point  V 
de  OM,  la  perpendiculaire  élevée  en  ce  point  V  à  OM  coupe 
Mn  au  centre  de  courbure  a. 

Appliquer  cette  construction  dans  le  cas  particulier  où 
la  courbe  (  M)  est  une  conique  de  foyer  O. 

(Fario-Hollad). 

SOM'TION 

Par  M.   l'ii.   DU  Plkssis. 

Appelons  u  el  i'  les  points  où  la  noiniale  en  t  'aVa  courbe  (0 
coupe  respeclivenient  les  tiruitrï  MO  et  M /«     Si  les  points  M 


tu 

sa 

— 

~     ^         • 

ti' 

su. 

Mn 

SI 

M/ 

~  sa 

(  .88  ) 

cl  t  sont  considérés  sur  la  droite  variable  M^,  on  a 

di  t)    ~     tv  ' 

Mais  si  c?0  est  l'angle  infiniment  petit  dont  tournent  simul- 
tanément les  droites  OM  et  O/,  on  a 

d{y\)  =  Mn.d^U         di/)  =  tu.dh. 

On  en  déduit 

M  n        tu 

Si  la  parallèle  à  tu  menée  par  a  coupe  MO  en  a  elMt  en  *, 
on  a 


Donc, 


et,  par  suite,  xn  est  parallèle  à  Mt,  ce  qui  établit  la  première 
proposition. 

On  a  ensuite,  en  vertu  de  la  construction  indiquée, 

Mvi  _   M£  MX  _  MO 

ÂÏN  ~  MV  ^^  Mx"    Ma' 

d'où,  en  multipliant  membre  à  membre, 
Mn  _  MO 

et,  par  suite,    V[jl  est  parallèle  à  On.  c'est-à-dire  perpendi- 
culaire à  OM.       ^.  .  _.  :. 

Si  la  courbe  (M)  est  une  conique  de  foyer  O,  la  ligne  (/) 
est  une  perpendiculaire  à  l'axe  focal.  Donc,  si  la  perpendi- 
culaire élevée  au  rayon  vecteur  par  le  foyer  O  coupe  la 
normale  en  n,  et  si  la  perpendiculaire  élevée  à  la  normale 
en  n  coupe  le  rayon  vecteur  en  a,  le  centre  de  courbure 
est  sur  la  parallèle  à  Vaxe  focal  menée  par  a. 

Autre  solution  par  M.  Bros. 
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[Qla] 

KSSAI  M  GÉOMÉilUK  WALVUQIîE  A  Li\E  lAFlMTÉ 

m:  cooiinowÉES 

(suite  )  ; 
Par  m.  m.  FRÉGHET. 


Nous  avons  monlré  dans  noire  premier  arlicle  (') 
comment  on  pouvait  étendre  les  déHnilions  de  la  Géo- 
métrie à  un  espace  Q  ainsi  défini  :  chaque  point  x  de 
cet  espace  est  déterminé  par  une  infinité  de  coordon- 
nées x,^x.2,  ...  qui  sont  des  nombres  réels  quel- 
conques tels  que  la  série 


arf -+-  J"  5  -+- .  .  . -1-  a?;,  -h  .  .  . 

soit  convergente. 

Deux  points  coïncident   si  leurs   coordonnées   sont 
resp(xliveinent   égales.    La    distance    de    deux   points 

[Xi ,  :r2,  .  .  .)  et  (jKt  1  y-2i  •  '  •)  6st  la  racine  carrée  de  la 
somme  de  la  série  convergente 

En  utilisant  les  défit)itions  de  M.  Padoa,  on  trouve  que 
la  droite  qui  passe  par  les  points  dislincis  a,  b  est  l'en- 
semble des  points 

X  =  ra  -r-  sb 

(où  /•  et  s  sont  deux  nombres  réels  tels  que  r  -\-  s  =  i), 
c'est-à-dirc  dont  les  coordonnées  sont 

,7/  =  ra,  -h  s  l>i         (  /  =  I ,  ■?,  3.  .  .  .  ). 

(')   Voir  ce  même  Recueil,  mars  1908,  p.  97. 
Ann.  de   Malhémat.,  4'  série,  t.  VIII.   (Fiiillet  1908,)  19 
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De  même,  le  plan  déterminé  par  les  points  non  en 
ligne  droite  a,  6,  c  est  l'ensemble  des  points 

a?  =  /•  a  -t-  5 6  -t-  te, 
où  /■,  5,  /  sont  trois  nombres  réels  tels  que  l'on  ait 
/•  -I-  s  -I-  <  =  I . 

Déjinition  d\in  hy/>erplan .  —  Er)  généralisant  hi 
méthode  de  M.  Padon,  on  est  amené  naturellement  à  la 
définition  suivante  : 

Soient  a.  b,  c,  cl  quatre  points  non  dnns  un  même 
plan.  Nous  appellerons  hjperplan  abcd  V ensemble 
des  points  x  tels  qu  il  n^ existe  aucun  point  y'  dis- 
tinct de  X  vérifiant  simultanément  les  conditions 


(7) 


0',  c)  =  (a-,  c),  (y,d)^(x,d). 


Nous  allons  montrer  que  l'hvperplan  abcd  existe  et 
qui!  eoïncide  avec  l'ensemble  E  des  points  x  dont  les 
coordonnées  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 

Xi  =  rui  -+-  sb,  -+-  tCi  -+-  udi         (  t  =  i ,  2,  .  .  .  ), 
où  /■,  5,  f,  u  sont  quatre  nond)res  réels  tels  que 

Dabord  l'hxpcrplan  abcd  existe,  c'est-à-dire  qu'il 
comprend  au  moins  un  point,  par  exemple  le  point  a, 
et  de  même  les  points  />,  c,  d. 

Tout  point  jr  de  E  est  dans  l'hyperplan,  car,  pour  un 
tel  point,  on  voit  (acilement  qu'on  a 

-^  t\(y,  c)2—  (:r,  cY\  +  u\{y,  d^-  {x,  rf)2]  =  {x,yY, 


i 


(  291  ) 

quel  que  soit  le  poiul  y.  Donc,  si  y  ^  x,  il  est  impos- 
sible que  chacun  des  crochets  soit  nul. 

Réciproquement,  louL  point  de  l'hyperplan  est  un 
point  de  E. 

11  revient  au  même  de  prouver  que,  si  x  n'est  pas 
dans  E,  on  peut  trouver  un  point  j>^^  a;  tel  que  les 
conditions  {'j)  soient  remplies.  Pour  cela  admettons 
qu'on  ait  pu  trouver  un  point  /i  de  E  dont  les  coor- 
données h^,  /121  ..  .   vérifient  les  conditions 

l    ^i^i—  ai)(hi—  X,)  =^(hi-  bi){hi  —  Xi) 

^g)     ;  =^{hi-  Ci){hi—Xi) 

I  =  Zu^^'~  di)(hi—Xi)  =  o 

1  (l  =  I,2,    ...) 

et  prenons  pour  y 

y  z=  2/1  —  X. 

Le  point  j  ne  peut  coïncider  avec  x,  puisque  alors 
h  qui  est  dans  E  coïnciderait  avec  x  qui  n'j  est  pas. 
On  voit  facilement  que  l'on  aura 

(y,af  —  (.^,a)^=    ^(yi-^Xi-  ■?.a,)(yi~Xi) 
—  '»2*^'''~  ^')(hi—x,)  =  o. 

On  a  l)icn  pour  le  point  y 

(y,a)  =  (x,a) 
et  de  même 

{y,b)  =  {x,h),         {y,c)  =  {x,c),         (y,d)=y,d. 
Démontrons    maintenant   l'existence  du  poiul   //.    il 
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suffit  de  prendre 

hj  =  di-h  r(  a,—  d,)  -h  s(  b,—  d,)  -^  t{c,- —  c/,)     f  j=  t,2.  .  .  .) 

el  de  délermlner  /',  5,  t  de  façon  qu'on  ait 

i    V  ( /j/  —  Xi )(  ai  —  di)  =y  ( hi  —  Xi){ bi  —  dt ) 

=  7  (  /i,—  Xi)(Ci—  di)  =  o. 


(9) 


Car  on  aura 

2^{hi~ai){hi—  Xi)  =  {/•  —  i)^(hi—  Xi)(ai—  dj) 
-+-sy  (hi—Xi)(bi—di) 

-h  t^i  hi--  Xi){ci—  di)  =  o, 

et,  en    pcrnuitanl  rt,    b,  c,    r/,  on    retrouve    les  condi- 
tions (8). 

Or,  pour  salisfaire  aux  nouvelles  conditions  (9),  il 
suffit  de  prendre  pour  /■,  s,  t  un  système  de  solutions 
des  équations  obtenues  en  remplaçant  dans  (9)  h  par 
son  expression,  soient 

'     ^(^'  — '^'  '"     -i-*     ^•^'—  di)(ai—  di)\ 
-^M  ^(Ci—di){ai—  di)\  -+-      ^(di—Xi)(ai—di)\  =  o, 

+ i\y^{ci— di){bi—  d,)]  -t-  r2](^'--^')(^'-^''|  ='^> 

r\  ^iai—di)(ci—di)\  -^s\  ^^bi— di)(ci— di)\ 

-^tï^(ci-di)^^  ^  ï^,di~xi)(ci-di)] =0. 


A„  = 


(  '^r  ) 
Le  ihéorème  sera  dérnonlré  si  nous  prouvons  qu'on 
|»eut  résoudre  ces  équalions.  Nous  allons  faire  voir 
pour  cela  que,  les  poinrs  o,  h,  c,  d  n'étant  pas  dans  le 
même  plan,  le  délerniinanl  A  des  coefficienls  de  /•,  s,  t 
est  dilFérent  de  zéro.  Or,  ce  délerminant  A  est  la  limite 
pour  n  infini  du  délerminant 

n  n  n 

V  (  ai  —  di  )2  2]  C*'-  —  ^i)  («'  —  dj)     2  (c/  —  di) {ai  —  di ) 

1  1  1 

n  n  n 

^(ai-di)(bi  —  di)      ^(bi—  diY-  ^(c,  —  c?,)(6/— a?/) 

1  1  1 

n  n  n 

^{ai-  di){ci—di)     ^(bi-di){ci—di)     ^(a—di)^ 
1  I  1 

D'après   la   règle  de  multiplication  des   matrices,  on 
sait  que  A„  peut  encore  s'écrire 


D/,y,/. 


1 

a, —  di  aj  —  dj 

bi  —  di  bj  —  dj 

Ci  —  di  Cj  —  dj 


ak- 

-d, 

bk^ 

-d,, 

C/c- 

-d„ 

où  Ton  prend  pour  /,  y,  k  successivement  toutes  les 
combinaisons  possibles  des  nombres  1,2,  .  .  .,  n  trois 
à  trois. 

On  a  donc 


et 


o<A„<A. 


Si  A  était   nul,  on   aurait   D//^^=o.  (|uels  que  soient 
i,j,  k;  on  jtourrail  alors  trouver  trois  nombres  u.  i',  w 
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non  tons  nnls  tels  que  l'on  ait,  quel  que  soit  «', 

a(a,- —  di)  -)-  v(bi—  di)  -+-  m'(c, —  di)  =  o 
ou 

«j  =  ) 

c'est-à-dire  que  les  points  a,  b,  c,  cl  seraient  dans  un 
même  plan  contrairement  à  notre  hypothèse.  Ainsi,  il 
est  démontré  qu'un  lijperplan  abcd  est  l'ensemble  des 
points  X  dont  les  coordonnées  sont  de  la  forme 

Xi=  di-^\{ai—  di  )  -+-  [JL  (  6,-  —  f//  )  -h  V  (  r/  —  di  ) 
(J  =  I,2,  ...)• 

Chaque  point  de  cet  hyperplan  est  déterminé  par  les 
trois  nombres  réels  indépendants  A,  p.,  v  et  varie  de 
manière  continue  avec  ceux-ci.  De  sorte  que  ce^  hypeî'- 
plan  est  un  espace  à  trois  dimensions.  Nous  allons 
montrer  que  cet  espace  jouit  de  propriétés  entière- 
ment analogues  à  celles  de  V espace  ordinaire ,  c'est- 
à-dire  de  V espace  euclidien.  Autrement  dit,  nous 
allons  prouver  qu'on  peut  faire  correspondre  point 
par  point  un  hyperplan  (pielconque  et  l'espace  eucli- 
dien, de  façon  que  les  figures  correspondantes  aient  le 
même  nom  et  que  les  longueurs  correspondantes  soient 
égales. 

Pour  cela,  montrons  d'abord  (|ue  l'on  peut  toujours 
trouver  dans  un  hyperplan  trois  droites  concourantes 
rectangulaires  deux  à  deux.  En  effet,  soit  l'hyper- 
plau  abcd.  Prenons  ab  pour  l'une  des  droites  cher- 
chées; on  pourra,  d'une  infinité  de  manières,  déteiniiner 
un  point  de  l'hyperplan 

b'  =^  d  ->r  V  {a  —  d  )  -^  \i'  {b  —  t^)  H-  v'(c  —  d), 
tel  que  db'  soit  perpendiculaire  à  da.  Il  sufiit  (pie  l'on 
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ait 

o  =2^{ai—  di)(ù',—  di) 

-+-  1-^' 2 (  ^i  —di){ «<•  —  di)-^  v'  ^ (  c/  —  di){ a/  —  di). 

Ceci  fait,  on  pourra  encore  choisir  un  point  c'  de 
l'hyperplan  tel  (jne  de'  soit  perpendiculaire  à  da  et 
db' .  Il  siiflil  de  prendre 

c' =  <r/  +  /"(«  —  d)  4-  [jl"(6' —  d)  +  v"(c  =  rf), 
avec 

o  =  %(«,•— f//)(c;—  f/,-j  =  ^^''2J"'~  ^iy"^  v"V(a/— c?/)(c,—  t//), 
o  =  ^{b'i  —  di){c'i-  di)  =  /  V(6;._  f/.)2+  v"^(6;.-  f/,)(c,—  t/,), 

et  l'on  pourra  toujours  lirer  À"  el  ijl"  de  ces  deux  rela- 
tions. 

Eu  définitive,  on  voit  qu'en  remplaçant  au  besoin  b 
et  c  par  b'  el  c',  on  pourra  toujours  supposer  l'hyper- 
plan défini  par  quatre  points  a,  6,  c,  f/  tels  que  les 
droites  da^  db^  de  soient  rectangulaires  deux  à  deux. 

Ecrivons  alors  les  coordonnées  d'un  point  x  quel- 
conque de  l'hyperplan  ahcd  sous  la  forme 

Xi=  di-Jr  Xa,-i-  Y^/-f-  Zy,-         (  «  =  i,  2,  .  ..) 

en  posant 


a,= 


(li'—di  bi— di  Ci—d 


{a,d)  '  '^'        (6,  t/>  '  ''        (  c,d)  ' 

Si  x'  est  un  autre  point  de  l'hyperplan,  de  coordonnées 
x'i  =  di  -H  X'  rf,  -1-  Y'  p,  -h  Z'  Y,-, 
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on  aura,  puisque  ad,  bd,  cd  sont  reclangulaires, 


{x,  x')  =  \/(\-  X'  )■'  -^  (  Y  —  Y'  )2  +  (  Z  —  Z'  f. 

On  voit  maintenant  (|ue,  si  Ton  se  donne  dans  l'espace 
euclidien  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires, 
on  pourra  faiie  correspondre  à  tout  point  x  de  l'hyper- 
plan  abcd  un  point  P  de  cet  es|)ace  ayant  X,  Y,  Z  pour 
coordonnées  reclangulaires,  et  réciproquement.  De 
plus,  cette  correspondance  uniforme  et  léciproque  est 
une  application  de  ces  deux  es|)aces  en  ce  sens  que 
les  distances  de  deux  points  correspondants  sont  con- 
servées. 

Alors  nous  voyons  qu'à  un  point  de  riiy|)erplan  cor- 
respond un  |)oint  de  l'espace  euclidien  et  cela  de  telle 
manière  que,  si  deux  couples  de  points  de  l'hyperplan 
sont  superposables  (c'est-à-dire  si.  leurs  dislances  sont 
égales),  les  deux  couples  correspondants  de  l'espace 
euclidien  sont  superposables.  Gomme,  d'une  part,  les 
seuls  symboles  non  définis  de  M.  Padoa  sont  point  et 
couples  supeiposables,  et  que,  d'autre  part,  ses  défi- 
nitions appliquées  au  cas  de  l'espace  euclidien  con- 
duisent à  la  géométrie  ordinaire,  nous  pouvons  en 
conclure  (|ue  les  figures  correspondantes  de  l'liyperpl;in 
et  de  l'espace  euclidien  porleront  le  même  nom. 

En  d'autres  termes,  la  géométrie  de  V liyperplan 
est  identique  à  La  géométrie  euclidienne. 

Il  V  aura  toutefois  lieu  de  n'appeler  sphère  dans  \\n 
hyperplan  que  la  partie  d'urie  sphère  de  l'espace  Q  qui 
est  située  clans  cet  hyperplan,  de  même  qu'on  appelle 
cercle  la  partie  d Une  sphère  située  dans  un  plan. 

En  généralisant  la  méthode  précédente,  on  verrait 
que  la  géométrie  de  l'espace  à  n  dimensions  telle 
qu'elle  est   habituellement  dévelopj)ée  est  identique  à 
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la  géométrie  dans  l'ensemble  des  points  x  de  l'espace  Q, 
tels  que  leurs  coordonnées  soient  de  la  forme 

Xi=  a"'a'/'  -+-  a'2'a',-2'  +  .  .  .  +  a(''+"rt/'  +  "  (j  =  i,  2,  . .  .  ), 

OÙ  a'",  .  .  ,  a^""^'^  sont  (N^s  nombres  réels  assujettis 
seulement  à  la  condition 

a'>'-t-a(2'-f-...-l-a(''-^-"=  i, 

et  où  rt^'\  .  .  .,  rt'''+'^  sont  n  +  1  points  dont  les  coor- 
données ne  vérilienl  pas  une  relation  linéaire  et  homo- 
gène à  coefficients  constants  non  tous  nuls,  telle  <|ue 

p(i)à',.i'+  pCi)a(.2)_l_...4_  [3m+i)a</'^»'  =  o  (t  =  1,2,  ...)• 

Application  de  l'espace  Q.  sur  lui-même.  —  Nous 
allons  clicr(;lier  maintenant  à  déterminer  X application 
la  plus  y('nérale  de  l'espace  Ù  sur  lui-même.  Nous 
appellerons  ainsi  une  transfoiination  ponctuelle  uni- 
forme de  l'espace  12  telle  (pie  la  distance  de  deux  points 
quelconques  soit  conservée  dans  la  IransCormalion. 
Une  telle  correspondance  sera,  en  |>arliculier,  une 
transformation  continue,  j)uis(pie,  si  la  distance  d'un 
point  M^  à  K\\\  point  fixe  M  tend  vers  zéro,  la  distance 
du  point  M'  correspondant  à  My,,  au  point  M'  corres- 
pondant à  M,  tendra  aussi  vers  zt'ro. 

Nous  allons  démontrer  que  l'application  la  plus 
générale  de  il  sur  lui-même  se  représente  analyti- 
quement  par  la  transformation  orthogonale  la  plus 
générale,  suivie  de  la  translation  la  plus  générale. 

Appelons  'V X  le  point  correspondant  à  x  dans  une 
application  de  12  sur  lui-même,  en  sorte  que  ses  coor- 
données seront 

Il  (audra  que,  (juel s  que  soient  les  points  x  et  ^'  de  iî, 


on  ail 
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En  particulier,  quels  que  soient  A    )/,  on  aura 

X  -+-  \y     rp  -2"  -+-  ^>'.X  \        j  X  -+-  A  K     X  -^V  y 


,  T 


\' y  \        I X  -+-  Ky    X  -^k  y\ 


Cette  dernière  quantité,   d'apiès   la  définition   de  la 
distance,  est  ideutiquenienl  égale  à 


(i  +  X)(n-A') 


i^^y)- 


On  aura  donc 
T 


I  —  A 


x^ly     ^x  +  Vy\        [1x^X1  y     1  x -^VTy 

:; —  j     1    r-7-     I    =       ;: '    ■ —■ 

1  -T-  A  \  -^  h      J  \  I  -f-  A 


En  particulier,  en  posant  z  ^  x  -\-  Aj', 


(T.,T.)=^I^l^tiI^,T.)  = 


(T^.Tj)  = 


I-l-  A 


Tj     = 


1  -+-  >> 

I 

1  -HA 

(Tx,  T7), 
(Tx,  Ty). 


En  ajoutiinl  ou  retranchant,  on  a 

Or,  nous  avons  vu  (  ')  que  celle  égalité  n'a  lieu  que  si 
z  esl  sur  la  droite  qui   joinl  les  points  1  x,  Tj»'.  Alors 


Tz 


T  X  -In   [i-Tj 


et  l'on  a 


I  -H  fi. 

(Tz,Tx)^     — ^    ax,Ty), 


(')  Arlicle  précédent,  [>.   lo^. 


1 
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D'où,  en  comparant  avec    les   expressions  précédem- 
ment obtenues, 


X 

1  -4-  >. 

== 

1  -+-  ,u 

' 

1 

I 

I  -+-  '/. 

~      1-+-  [^ 

ce  qui  donne  A  =  u  et,  par  suite. 


1-+-X 


4-). 


quels  que  soient  le  nombre  \  et  les  points  x,  r. 

Ainsi,  toute  dj-oite  se  transforme  en  une  droite. 

Pour  simplilier,   nous  allons  maintenant  réduire  Ta; 
à  une  forme  plus  simple,  l^osons 


On 


Tu  =  a         et         \j  X  =  T  X  —  a. 


Uo=o,         {\jx,\]y)  =  (x,y)\ 


on  est  ramené  au  cas  d'une  application  qui  biisse  fori- 
gine  fixe.  On  aura  encore 


(lO) 


x  -I-  \y  y]x  -\-\  [jy 

I  +  X      ~  I  -H  X 


[in  particulier,  pour  )'  ^  o  et  X  =  -  —  i , 


(n) 


Upa;  ^  p  Uar, 


ceci  avant  lieu  quel  (pie  soit  o.  L'égalité  (lo)  devient 

donc 

U(a7  -I-  "ky)  =  Ua7  H-  X  {Jy, 

et  pour  X  = 1 

(1-2)  \i{x-\-y)=:\]x-\-\Jy. 

D'une    manière  générale,    on    lire   de   (i  i)    et    (i-i) 
l'identité 

(i3)     U(Xa:-t-fJt^-i-v2-+-p/-H...;  =  X(ja"-h,aUj-f-vUs-(-..., 
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quels   que   soient   les   quantités   À,   a,   v,  p,   ...    et  les 
points  x^  y,  z,  t,   .  .  .  en  nombre  fini. 

De  celte  idenlilé  fondamentale  on  |ieiil  mainlenant 
conclure  que  les  coordonnées  de  ï.r  sont  des  fonctions 
linéaires  de  celles  de  x.  En  eflVt,  on  en  tire  d'abord 

(    U.r^^'^  .Ti  Ui,o,0+---+^2Uo, l,o,0-t-----f-^A-Uo,0,.. .,1.0,0,... 

(lA)   ■ 

I  =  af":r,  +  a'2'a72-!-.  ..+  a(^'a"/i., 

a"^,  ...,  rt'*^  étant  des  points  bien  déterminés  par  la 
transformation  U  et  ,r'*'  le    point  de  coordonnées  x,, 

X2,   •  •  •  1  ^Ar,o,o....- 

D'autre  part,  si  x  est   le   point  de  coordonnées  J7, , 

X2  5     •  '  •  1   JC kt   ^k-\-\  ■)     •  •  •  1    O'I    '* 


(U.T,  Ua;'^')  =  (^,  ^'*')  =  /^Ki  ^^A+ •>-+-•  • 


Aloi 


Lorsque  h   est  fixe  et  A"  croît  indélînimenl,  on  voit 
qu'on  aura 

(i5)  U/ja- =  lim  U/,a-'*'. 

En  combinant  les  égalités  (i4)  t'l(i5))  O"  en  conclut  : 
1°  Que  la  série 


U/iT  =  a\l  Xi 


a)^'xk 


est  convergente  quel  {|ue  soit  A; 
2°  Que  l'on  a 

Tx  =  a  -H  a<"ari-H  a'ï'Xî-H.  .  . -h  a  -^Va-  -(- .  .  . 
avec 


I 
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i^^'>  désignanl  le  point  dont  totites  les  coordonnées  sont 
nulles  sauf  la  A""""'*  qui  est  égale  à   i. 

Ainsi  T^  e»l  une  transformation  linéaire  déterminée  ; 
mais  cela  ne  suffit  pas  encore,  les  coefficients  ne  sont 
pas  quelconques. 

On  a,  en  effet, 

( a'A»,  a'i^'^  )  =  (  U  f(/'',  U  i'^''  )  =  {i"'\  i'*''  )  =  -2         si  A:  ^  k' . 

Or,  on  a 

( a^-,  o )2  =  [ a**>  12  +  [ a'/'  j^  -t- . . . , 

=  [ «f  '  ]-^  +  [ a'/>  J2  + . .  .  +  [ «f  '  ]î  ^-  [ rtf  '  ]-^  +  .  . . 
-•2[a'/''af'+a</'af '  +  ...]. 

On  a  donc  en  définitive 

(  o     si     k  -^  k', 
(   1     SI     k  =  k  . 

Je  dis  maintenant  que  le  système  des  nombres  a^^  est 
complet,  c'est-à-dire  qu'il  n'exisie  aucun  point  z  de 
coordonnées  ^,,  -So,   .  .  .    Ici  (jue  l'on  ait 

-sf-i-^l  -I-  .  .  .  =  I,         a)y  Zi-^  a)i'' Z2^ .  .  .-\-  a^^'^z/^-h  .  .  .  —  o 
quel  (|ue  soit  /t ,  z  étant  fixe.  F.n   cITel,  on  aurait    alors 

Donc 

Iz:^   (2,0)  =  (U3,    Uo)   =  (o,  0)  =  0. 

Ainsi  la  transformalion  Tx  peut  se  décomposer  en 
deux  : 

i"    Inc  transformation  orthogonale  complète, 

U X  =  rt*''a",  -H  a'-'^j-i-  a'^' j'j-H  . .  ., 

c'esl-à  dire   une  ti  iinsfornialion   linéaii*'  donl   les  coef- 
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ficienls  forment  un  s^'slème  complet  satisfaisant  aux 
conditions  (i6); 

2°  Une  transformation  de  la  forme 

(où  a  est  un  point  fixe)  et  que  nous  appellerons  une 
translation.  Réciproquement,  le  produit  de  deux  telles 
Iransformatlons  est  une  application  de  l'espace  Q  sur 
lui-même.  Il  suffit  de  démontrer  que  les  dislances  sont 
conservées.  Or,  ceci  est  évident  pour  la  translation. 
En  ce  qui  concerne  la  (ransformation  orlhogonale, 
M.  Kiesz  a  démontré  (')  que,  quels  que  soient  les 
nombres  a)'i\  pourvu  (ju'ils  forment  un  système  com- 
plet satisfaisant  aux  conditions  (i6),  les  équations 
linéaires 

(17)  \h=  a\^^x^^a)^^\ri^... 

admettent  toujours,  lorsque  7  X^  converge,  un  sys- 
tème unique  de  solutions  lel  que  ^^c^  converge  et 
donné  par  les  formules 

(18)  Xk=a^l'-^\y^a^^^'\^-^..., 
et  l'on  a  de  plus 

(19)  ^0-^  =  ^X1, 

De  la  dernière  remarque  on  déduit  que 

{\ix\  Hx" )  =  {x',  x"), 

quels  que  soient  les  points  x' ,  x" .  En  effet,  on  a 

\]x'—\}x''=\:{x'—x") 

(')   Sur   les   systèmes   orthogonaux    {Comptes    rendus   du    18 
mars  1907). 
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et  alors  il  suffit  d'appliquer  l'égalilé  (19)3 

X  ^  x' —  x" . 

De  plus,  l'énoncé  précédenl  montre  que  la  transfor- 
mation inverse  est  aussi  uniforme.  Enfin,  lorsque  X,, 

X2,  ...   sonl  tous  nuls   sauf  X/,  r=  i  ^  les  égalités  (18) 
donnent 

,r,  =  «/,■">         ^i=a)P, 

et  les  égalités  (17)  donnent  alors 

(    I     si     h  =  h' , 
(   o     SI     h  ^  Il  . 

E nsembles  de  points.  —  Nous  avons  observé  que 
la  quantité  (a,  6),  définie  pour  deux  points  quel- 
conques «,  b^  satisfait  aux  deux  conditions  suivantes  : 

1°  (a,  6)  =  o,  si  «,  b  coïncident  et  seulement  dans 
ce  cas  ; 

2"   On  a,  quels  que  soient  <7,  b,  c, 

(rt,  b)^(a,  c)  -H  (c,  h). 

Elle  jouit  donc  des  propriétés  qui  nous  ont  servi  à 
caractériser  dans  notre  Thèse  Vécart  de  deux  élé- 
ments C).  L'espace  Q  forme  donc  une  classe  (E)  (2). 

On  dira  (ju'une  suite  a^'^,  a^-\  ...  de  poinls  de  il  a 
une  limite  a,  s'il  existe  un  point  a  de  îî  tel  que  (<7,  a'"^) 
tende  vers  zéro  quand  n  croît  indéfiniment.  11  est 
nécessaire  pour  cela  que  la  coordonnée  de  ct'"^  d'un 
ordre  déterminé  tende  vers  la  coordonnée  de  même 
rang  de  a,  mais  ce  n'esl  pas  suffisant. 


{ '  )    Voir  ma  Tlièse  :  Sur  quehjues  points  du  calcul  fonctionnel, 
p.  3o.  Paris,    llermann. 
(')  Loc.  cit.,  p.  -io. 
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Je  dis  maintenant  que  l'espace  Q  forme  une  classe 
normale  ('  ). 

Il  suffit  pour  cela  de  démontrer  les  deux  propriétés 
suivantes  : 

i"  On  peut  généraliser  dans  0  le  théorème  de 
Cauchj  sur  la  convergence  d'une  suite.  Autrement 
dît,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
suite  de  poinls  de  Q,  a"\-  a^'^\  .  .  . ,  rt'"^  .  .  • ,  ait  une 
limite  est  que,  quelque  soit  e  >  o,  on  |)uisse  trouver 
un  entier  n  tel  que  l'on  ail,  quel  que  soit  l'entier/?, 

(a'"',  a(«+/'')  <  t. 

La  condition  est  nécessaire;  car,  s'il  v  a  une  limite 
a,  on  aura,  pour  q'^  n  —  i, 

(a(9',a)<^ 
et,  par  suite, 

(a'"',  a<«+/'')^(af"',  a) ->r  (a'"+i>\a)  <  1  -t-  -  =  e. 

RéciproquemenI,  si  la  condition  est  vérifiée,  on  a  la 
même  condition  pour  les  coordonnées  de  rang  déter- 
miné i,  puisque 

I  a'/'^  —  aY'+i'^  I  i  (a'"',  a'"+i'^  ). 

Donc,  pour  chaque  valeur  de  i  la  suite  a^-'',  a'/^\  .  .  . , 
a^-'\  ...  est  convergente.  Soit  a,  sa  limite;  il  faut 
d'abord  montrer  cpie  ^.df  converge.  Or  posons 

aii.'"=  a,— rt,"'. 
On  a,  quels  que  soient  i  el/>, 

[a\"'>—a\"+P^Y-h.  .  .-f-  [ai"'—  a;"+''^]2^(a'"',  «'"+/'' )2 <  e». 

(')  Loc.  cit.,  p.  23.  La  proposition  actuelle  a  été  énoncée  sans 
démonstration  par  M.  Riesz,  loc.  cit..  sous  la  forme  qu'on  obtient 
en  prenant  comme  éléments,  non  des  points,  mais  des  fondions. 


(  3o5  ) 
Laissons  i,  n  fixes  et  faisons  croître  p  indéfiniment; 


on  aura 

(20) 

[<>-«.?  +  .. 

.+  [a;."'-a/]-^<eî; 

donc 

[co'«)p  +  . 

..-+-[<'P<EÎ 

pour  i  q 

iielconque. 

■*  Ainsi, 

la  série 

[a><,"*]''-+-...+  [oj'/'>]2  4-... 

est  convergente;  il  en  esl  donc  de  même  delà  série 

[  to','"  +  aV"  ]2  +  .  .  .  -f-  [  wi")  +  a'/'^Y  +  .  .  . , 


c'est-à-dire  de  la  série 

(«.)^-+- 


(««)^- 


La  suite  «,,  a^,   .  .  .    définit  bien  un  point  de  iï.   De 
plus,  l'inégalité  (vo)  ayant  lieu  (piel  (|iie  soit  /,  on  a 


+  [a^."' 


<£; 


la  suite  œ 


»(a) 


a  bien  pour  limite  le  |)oint  a. 


2°  La  classe  des  points  de  iî  est  séparable.  Autre- 
ment dit,  on  peut  trouver  une  suite  infinie  dénom- 
brable  S  Je  points  de  Q,  A"),  A^^j^  _^  V^  .  .  .,  telle 
cpie  tout  point  de  Q  puisse  être  considéré  comme  la 
limite  d'une  suite  A'/'»^,  A^/'j\  .  .  .,  A^/'"',  .  .  .  convena- 
blement extraite  de  la  suite  S. 

En  efTet,  si  l'on  se  donne  une  suite  de  q  nombres 
rationnels  d'un  signe  quelconrpie  suivis  d'une  infinité 
de  zéros, 


«2. 


o, 


la  somme  de  ses  carrés  esl  convergente  ;  elle  définit  donc 

un  ceilain   point  a  de  Q.  Je  dis  (|ue  l'on   peut  prendre 
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pour  suite  A^'',  A '-^,  ...  l'ensemble  Sde  lous  les  poinls  a 
obtenus  en  donnant  à  q  toutes  les  valeurs  possibles.  Il 
est  d'abord  évident  que  tout  point  de  Q  peut  être  con- 
sidéré comme  limite  d'une  suite  extraite  de  S.  En  eflet, 
quel  que  soit  q  et  quel  que  soit  le  point  a  de  Q,  je 
pourrai  toujours  choisir  un  point  rj.'^l^  de  S,  dont  les 
coordonnées  a^  ,  •  •  .,  ''J-^  i  o,  .  .  .  vérifient  les  condi- 
tions 


a:,?''l<  —  ■ 
nq 


'       9- 


d'où 


(a,  a'?')-- 


M' 


I 

9,2 


tA 


(a,+,  )2+(a,+2)^ 


quantité  infiniment  petite  lorsque  ^  croît  indéfiniment. 
Donc  a  est  bien  la  limite  d'une  suite  de  points  extraite 

de  S  : 

a(»',     a<2',      ...,     aS<i\      .... 

11  faut  encore  montrer  que  l'on  peut  ranger  tous  les 
points  de  S  en  une  suite  infinie.  En  elfel,  appelons  S^ 
l'ensemble  des  poinls  de  S  dont  toutes  les  coordonnées 
sont  nulles  à  partir  du  rang  q  -\-  i  inclusivement.  Il  est 
facile  de  voir  qu'on  peut  ranger  tous  les  nombres 
rationnels  en  une  suite  dénombrable  (') 

Cl,      C2,       .  .  •  ,      Cn,       .... 

Alors   les  coordonnées   d'un    point    quelconque    de    S^ 
peuvent  s'écrire  sous  la  forme 

Cl,     c,-,      ...,     c;,     o,     o,     


(')   Voir,  par  exemple  :  Borel,  Leçons  sur  les  /onctions   de  va- 
riables réelles,  p.  2. 
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Un  jjoinl  quelconque  M   de  ï^  est  donc  déterminé 
|)ar  q  indices  entiers;    on    peut   le  désigner   sans   am- 
biguïté   par   la    nolalion    M, ,  ;   or  on   sail   (')   que, 

dans  ces  conditions,  Tensemble  S^  est  dénombrahle. 
Par  suite,  l'ensemble  S  qui  est  un  ensemble  dénom- 
brable  d'ensembles  dénombrables  de  points  est  aussi 
un  ensemble  dénombrable  de  poinis.  De  sorte  (pion 
pourra  ranger  ses  éléments  en  une  suile  infinie  de 
points  kS^\  A(2),  .  .  .,  A"),  .... 

Ensembles  compacts .  —  Cherchons  maintenant  à 
(pielles  conditions  un  ensemble  de  points  de  Q  sera 
compact,  d est-à-dire  tel  qu'on  puisse  extraire  de 
toute  infinité  de  points  de  cet  ensemble  au  moins  une 
suite  convergenle.  Si  les  |)oints  de  Q  n'avaient  qu'un 
nombre  fini  de  dimensions,  il  suffirait  que  l'ensemble 
se  trouve  dans  un  domninc  limité,  c'est-à-dire  que  les 
coordonnées  de  ses  points  restent  comprises  entre  des 
limites  finies.  Ici,  la  condition  n'est  plus  suffisante.  Or, 
si  l'on  veut  généraliser  la  théorie  des  ensembles,  la 
notion  d'ensemble  borné  n'a  plus  aucune  importance 
dès  qu'elle  ne  coïncide  plus  avec  celle  d'ensemble 
compact.  Il  est  donc  essentiel  de  Irouver  la  condition 
suffisante. 

J'avais  énoncé  sans  démor)stialion  cette  condition 
dans  les  Comptes  rendus. 

Pour  (ju'un  ensemble  E  de  points  de  il  soit  conq)act, 
il  faut  et  il  suffit  : 

i"  Que  les  coordonnées  («,,  rto,  ...,^«)d'un  point 
de  cet  ensemble  restent  comprises  entre  deux  nombres 
fixes,  indépendants  du  |)oint; 

2"   Que,  (piel  que  soil    s  >>  o,  on    puisse  Irouver   un 

(  ')  Loc.  cit.,  p.  2. 
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entier  n  tel  que  l'on  ail 

(a„+i)2-+-(«„+,)2-f-.-.-f-(«/«+p)^-f-.  ..<  £ 

pour  lûiil  point  de  l'ensemble,  n  gardant  la  même 
valeur. 

On  peut  réunir  ces  deux  conditions  dans  la  suivante  : 
il  faut  et  il  suffit  qu'il  existe  une  suite  de  nombres 
fixes  convergeant  vers  zéro,  M, ,  Mo,  .  .  . ,  M^,  •  •  . , 
tels  que  Von  ait  pour  tout  point  de  Vensemble  et 
quel  que  soit  n 

Démontrons  d'abord  que  la  condition  est  suffisante. 
Considérons  une  infinité  I  de  points  de  l'ensemble  E. 
Je  dis  que  I  possède  au  moins  un  élémenl  limite.  En 
effet,  les  coordonnées  de  rang  i  des  points  de  î  sont 
toutes  comprises  entre  — M,  et  H-M,;  on  peut  donc 
extraire  de  I  une  suite  I,  de  points 

a<«',     a'2',     a(3',     ... 

dont  la  suite  des  coordonnées  de  rang  i  est  convergente. 
En  procédant  de  même  dansl,,  on  formera  une  suite  I2 
de  points  de  1,, 

Ad)         /,'2)         hv 

dont  les  coordonnées  de  rang  2  ont  une  limite.  On  for- 
mera de  même  une  suite  I3  prise  dans  I2, 

^(1)  Ai)         /-(3) 

dont  les  coordonnées  de  rang  3  ont  une  limite,  etc. 
Alors  la  suite  S  de  points 

«(1),        A'2',        C'3',         ... 

sera  extraite  de  I  et  ses  coordonnées  d'un  rang  déter- 
miné p  auront  une  limite  a^  quel  que  soit/>.  Je  dis  que 
les    nombres  a.p    peuvent   être    considérés   comme    les 
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coordonnées  d'un  point  a  de  ù  et  que  la  suite  S  a  pour 
limite  a.  En  effet,  désignons  par  À'"',  X["\  ...  les  coor- 
doiniées  du  /j'^"'«  point,  )J"',  de  la  suite  S.  On  a,  quels 
que  soient  m,  /i  et  /?, 

Si  l'on  fait  croître  n  [ni  el  p  restant  fixes),  on  aura 

(a,„+,  )2  +  (a„,+2  )2  +  .  .  .  +  (a„,+;/)2  £  (  M,„  )\ 

quels  que  soient  m  el  p;  donc,  quand  p  croît,  le  pre- 
mier membre  croît  (ou  ne  décroît  pas)  en  restant  borné. 
Par  suite,  la  série 

af  +  «2  +. .  .-4-  a2, -H.  .  . 
est  convergente  et  l'on  a  même,  quel  que  soit  /??, 

(a,„+,)"''  +  .--+(^/n+/>)-  +  ---i(M„,)'. 

Ainsi  a,,  ao,  ...  sont  les  coordonnées  d'un  point  a 
de  û.  De  plus,  on  a  toujours,  quel  que  soit  /i, 

Soit  alors  e  un  nombre  donné;  on  pourra  prendre  ni 
assez  grand  pour  que  4  ^^m  <C  T'   ''^  étant  ainsi  fixé, 

4 

on  pourra  choisir  un  nombre  q  tel  que  l'inégaliti'  n'^  q 
entraîne 

On  aura  donc;,  pour  n  >>  ^, 

(a,X"")2=[a,-XV"P  +  ...+  [^..-nrP 

-f-  ([  a„,^,  -  Xj;/<  ,  ]2  + .  .  .  )  <  m  ^  -^  1'  <  eî. 

4  //i  ■*         4 

Ainsi  la  suite  A^'^,  X^^',  ...  extraite  de  I  tend  vers  un 
certain  point  a  de  Q. 

Prouvons  ujaiutenant  que  la  condition  est  nécessaire, 
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Je  dis  d'abord  que  les  coordonnées  d'un  rang  déter- 
miné quelconque  des  points  d'un  ensemble  compact  E 
ont  une  limite  supérieure  pour  chaque  valeur  de  ce 
rang.  En  effet,  dans  le  cas  coniraire,  il  y  aurait  un 
rang  p  tel  qu'on  puisse  extraire  de  E  une  suite  S  de 
points  rt^'\  «^2^,  ...  dont  les  coordonnées  de  rang  p 
croissent  indéfiniment.  Alors,  il  serait  manifestement 
impossible  d'extraire  de  S  une  suite  de  points  ayant 
une  limite. 

Montrons  ensuite  que,  quel  que  soit  e  >>o,  on  peut 
trouver    un   entier    n    tel    qu'on    ait    pour    tout    point 


(a,,  «2, 


(«. 


,)deE 


En  effet,  dans  le  cas  contraire,  on  pourrait  trouver 
une  valeur  de  £  et  une  suite  de  points  a"^,  a^-\  ...  de 
E  tels  qu'on  ait 

(21)  (  a^«)  )2  4- (a<„«^,)2+(a^'V2)2 -+-...>£, 

quel  que  soit  «,  et,  comme  l'ensemble  est  supposé  com- 
pact, on  peut  admettre  que  cette  suite  est  convergente 
en  la  remplaçant  au  besoin  par  une  suite  convenable- 
ment extraite  d'elle-même.  Soient  alors  (a,,  ag,  ...) 
les  coordonnées  du  point  limite;  on  pourra  prendre  q 
assez  grand  pour  qu'on  ait 


(■a("',a)  < 

pour  n^  q. 
Alors 


et 


(««)--+-  (3t«+l)2- 


e 

4 


^2  -  -+-  2 (a'"',  a)«<  i  H-  -  =s. 
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contrairement  à  rinégalité  (  2  i). 
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Au  moyen  fies  théorèmes  précédents,  on  peut  appli- 
quer à  l'espace  ù  les  résuIlHls  généraux  de  ma  Thèse  et 
démontrer  par  exemple  (pie  foi/t  ensemble  fermé  de 
points  de  il  est  la  somme  d'un  ensemble  dénom- 
brable  et  d'un  ensemble  parfait  ou  nul  sans  élé- 
ments communs  (').  De  même  aussi,  pour  que  de 
toute  famille  V  (^dénombra ble  ou  non)  d'ensembles  1 
tels  que  tout  point  d'un  ensemble  déterminé  E  de 
points  de  il  soit  intérieur  au  sens  étroit  à  au  moins 
l'un  d'eux,  on  puisse  extraire  un  nombre  fini  d'en- 
sembles I  formant  une  famille  G  jouissant  de  la 
même  propriété  que  W,  il  faut  et  il  suffit  que  E  soit 
un  ensemble  compact  (2)  et  fermé  (''). 

Appelons  aussi  fonction  de  points  de  Q  une  fonc- 
tion dont  la  valeur  est  détei-minée  en  chaque  point 
de  ù.  Nous  pourrons  dire  que  la  fonction  F(^)  est 
continue  pour  :r  =  a  si  F(x)  tend  vers  F(«)  quand 
X  tend  vers  a. 

Alors  toute  fonction  continue  dans  un  ensemble 
compact  et  fermé  de  points  de  il  y  atteint  son  maxi- 
mum (^). 

Et  aussi  :  Pour  que  des  fonctions  continues  dans 
un  même  ensemble  E  compact  et  fermé  de  points 
de  il  soient  telles  que  de  toute  suite  de  ces  fonctions 
on  puisse  extraire  une  suite  uniformément  com'er- 
gente,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  fonctions  soient  en 
tout  point  de  E  bornées  et  également  continues  (^). 

En   particulier,  appelons  fonction  au  plus  du  pre- 


(')  Voir  ma  Thèse,  p.  27. 

(')   Voir  plus  haut  la  définition  d'un  ensemble  compact. 

(')  Loc.  cit.,  p.  26. 

(  *  )  Loc  cit.,  p.  9. 

(')  Loc.  cit.,  p.  3o. 


(  3.2  ) 
mier  degré  {^)  une  fonction  continue  clans  Ci  telle  que 
la  quantité 

soit  indépendiinle  de  x  et  d(;  )-. 

Nous  allons  cherclier  son  expression  générale.  Pour 
cela,  posons 

F{x)  =  ^(x)  —  ^(o): 

F(:r)  sera  une  fonction  continue  telle  que 
F{x)-hF{y)  —  F{x-^y)  =  o. 
On  voit  facilement  (|ue 

F{cx) = cF(x) 

si  c  est  un  nombre  rationnel,  d'après  la  méthode  bien 
connue  de  Cauchj.  Or,  si  c  tend  vers  un  nombre  irra- 
tionnel c',  F(cx)  tendra  vers  F(c'x),  puisque  la  fonc- 
tion est  continue;  donc  l'égalité  a  lieu  quel  que  soit 
le  nombre  réel  c.  On  en  déduit  facilement  <|ue,  quels 
que  soient  les  nombres  réels  c,,  6*2,  . . . ,  c^  et  les  points 


F(c,a7(i)-+-. 


rr^"^,  on  a 


CnFix^"^). 


Alors,  si  l'on  appelle  f'*'  le  point  dont  la  coordonnée 
d'ordre  A"  est  égale  à  i,  les  autres  coordonnées  étant 
égales  à  o,  et  ^"^^^  le  point  dont  les  k  premières  cooi'- 
données  ^,,  X2,  ...,  Xk  sont  celles  du  point  x,  les 
autres  étant  égales  à  o,  on  aura 

=  a-,F(i(»')-+-^2F(i<2')+...+  a-A-F(t'''-'). 


C)  Cf.  Maurice  Fréchet,  Sur  les  opérations  linéaires  {Trans- 
actions 0/  the  American  mathematical  Society,  1904,  p.  49^; 
1905,  p.  i34;  1907,  p.  433). 


(  3.^  ) 
En  posant 

on  a 

<I»  (a:-'*'  )  =  Uo-\-  UiXi-^  . .  .-+-  iiicXk- 

Or,  X  est  le  point  limite  de  a:'*'  ;  donc  ll^  x,  +. . .-+-  u/,x'/, 
tend  vers  F(^). 
Ainsi,  la  série 

est  convergente  quels  que  soient  les  nombres  x^ ,  x^^  .... 
pourvu  que  S:r|  converge.  Il  faut  et  il  suffit  pour  qu'il 
en  soit  ainsi  que  la  série  ^ui  converge.  On  a  alors 

4>(ar)  =  Uo+  «1^:1-4-  UiX^-^.  .  .-^  u/^-x/^-h .  . . . 

Réciproquemenl,   si    a,,,  «,,   ...   sont  des  nombres 
réels  tels  que  ^(u/()-  converge,  la  série 

Mo -4-  UiXi-\-  .  .  .-}-  U/,X/c-^  .  .  . 

converge  vers  une  fonction  du  premier  degré  dans  Q. 
De  même,    appelons  fonction   au    plus   du  second 
degî'é  dans  Q  une  fonction  W(.r)  continue  dans  Q  et 
telle  que  la  quantité 

soit  indépendante  de  x,  y,  z. 
lin  posant 

2G{x)  =  W{x)  —  W{—x), 
on  aura 

G{x-{-y^z)-G{x-hy)-G(y-hz) 

—  G(z-^-x)^Gix)-hG(y)-\-G{z)  =  o, 
avec 

G{x)  =  —  G{—x). 

On  tire  de  la  deuxicuje  relation  G(o)  =  o,  et  en  fai- 


(3.4) 
sanl  s  =  —  X  —  }'  dans  la  première, 

Gio)  -  G(-  z )  -  G{-  X)  -  G(- y ) 

d'où 

Gix  -h y)  —  G{x)  —  Gi y)  =  o. 

Ainsi  G(^)   est    une   fonction    au    |)lus  du   premier 
degré,  telle  que  G(o)  =  o;  elle  est  donc  de  la  forme 

Q(x)^  U\Ti  -^  ll.2X2-h  .  .  .  , 

la  série  ^u^^   étant  convergente.  Posons  maintenant 

li(x)  =  W(x)  —  G(x)  —  W(o). 

On  aura  encore 

/   H(x  -+-  y  -^  z)  —  H(x  +y)  —  H(y-hz) 
(22)       !       —n{z  +  x)  +  H(x)+H(y)-i-U{z)  =  o, 
\  H(o)  =  o; 

mais  celte  fois 

H{x)  =  Ui—x). 

Faisons  âaas  [22.)  y  :=  jc ,  z  =  —  x  ;  on  aura 

H(-ix)  =  ^n(x). 

On  voit  qu'on  a  H(cj?)  =  c-H(jr)  pour  c  =  o,  i ,  2.  11 
est  facile  de  montrer  que,  si  l'égalité  est  vraie  pour 
c  =  o,  1 ,  2,  .  . . ,  n,  elle  est  vraie  pour  c  =  /i  4- 1  ;  '1 
suffit  pour  le  voir  de  faire  dans  (22) 

y  =  x,         z  =  (n  —  i)x. 

Ensuite,  on  démontre  par  la  méthode  bien   connue 
de  Cauchy  que  l'égalité 

Hicx)  =  c^H(x), 

avant  lieu  pour  tout  nombre  entier,  a  lieu  pour  tout 
nombre  rationnel,  puis  pour  tout  nombre  réel. 


(  '^'^  ) 

Soil  miuiit»  iianl  r<  tiii  point  délcrtniiié  de  U  ;  la  (|ii.')n- 

tilé 

y{x,a)^H{x  -h  a}—\](T)  —  ii{a) 

est   une   Conclion   de   x    bien    déterminée   et  continue 
dans  Q,  et  l'on  a,  en  tenant  compte  de  (22), 

V{T-hy,a)  —  \(T,a}  —  V(r,  a)  =  o         et         V(o,  a)  =  o. 

Donc  V'(^,  a)  est  une  fonction  h<jniogène  du  pre- 
mier degré  par  rapport  à  x.  D'où,  quels  que  soient  les 
nombres  réels  c,,  Ca,  ...,  c„  el  les  po'inls  x^^\  x^^\  ... 
de  Q, 

V(X,  a)  =  c,  V(a-(",  a)  +.  .  .4-  c„V(a?(«',  a), 
avec 

Ceci   a    lieu   quel   que    soit   le   point  a;  alors,   comme 

V(a:^*^,  a)  =  Y  (a,  x"'^)^  on  aura 

V(X,  X)  =  c,V(X,a;(")+...+  c„V(X,ar(''0 


Vc/,cyV(a:(''),ar'y')- 


D'autre   part, 

V(X,  \)  =  H(-2X;  -11(X)-H(X)  =2H(X). 
D'où,  en  définitive, 

H(C|ar'"-4-.  .  .-^Cna-*"') 


'=^n,h''^[ 


En    particulier,    avec   les   notations   employées   |)lus 
haut, 


H(a7'A))=y       ^hjXiXj, 


(  '^^^  ) 

avec 

"/.,y=  — ^ ^^ 

2 

Les   u/,j  sont   des    constantes   déterminées  quels  que 
soient  les  entiers  h,  j  et  telles  que  Uhj=^  "y,A- 
En  passant  à  la  limite,  on  voit  que  la  série 

00 

1 

doit  converger  quel  que  soit  le  |^oint  x  de  Ù  de  coor- 
données ^,,  ^2,  . . .,  et  la  limite  est  H(.r). 

De  sorte  qu'on  obtient  enfin,  l'expression  générale 
des  fonctions  du  second  degré  au  plus  dans  Q  sous 
la  forme 

^'(X)  =   «0-+-  ^     UjXj-^    y  Uj^hXhXj. 

\  1 

La  méthode  peut  s'étendre  aux  fonctions  du  troi- 
sième degré,  etc. 

Application  à  la  théorie  des  fonctions.  —  M.  Riesz 
et  M.  Fischer  ont  démontré  que  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'une  suite  infinie  de  nombres 
réels  «I,  «2,  ...  représente  la  suite  des  coefficients  de 
Fourier  d'une  fonction  d'une  variable  réelle  sommable 
et  de  carré  sommable  est  que  la  série 


soit  convergente.  Donc  à  tout  point  de  îi  correspond 
une  telle  fonction  avant  pour  coefficients  de  Fouiier 
les  coordonnées  du  point,  et  inversement.  Il  faut  re- 
marquer que  la  fonction  n'est  déterminée  que  sauf 
peut-êlie  |)Our  un  ensemble  de  valeurs  de  la  variable 
de  mesure  nulle.  Mais,  si  parmi  les  fonctions  ajant  des 


(3.7  ) 
coefficients  de  Fumier   donnés,  il  existe  une  fonction 
continue,  il  n'en  existe  pas  deux. 

Ceci  étant,  on  voit  que  tous  les  théorèmes  énoncés 
plus  haut  s^ expriment  en  prenant  comme  éléments, 
non  des  points,  mais  des  fonctions. 

Au  lieu  de  diie  qu'un  point  a^"^  tend  vers  un  point  è, 
on  dira  (ju'une  fonclion  /"„  converge  en  tnojenne  vers 
une  (onction  f  et  cela  voudra  dire  que 


f     [f„{x)-f{x)Ydx 


lend  verso.  Il  suffit  pour  cela  que /"„  (x)  converge  uni- 
forniiMuent  versy(.r),  mais  ce  n'est  pas  nécessaire. 


[LUOf] 

Sl!U  LES  l»OL\GO\ES  IXSClilTS  ET  CmCOXSCIWTS 
A  LIES  QUAUitlQUES  IIOMOI OCALES  ; 

Par  m.   R    BRICARD. 


1.  On  doit  à  M.  Darboux  un  heau  théorème  qui 
constitue  une  extension  à  l'espace  de  celui  de  Poncelel 
relatif  aux  polvgones  inscrits  et  ciiconscrils  à  des  co- 
niques. L'éminent  géomètre,  qui  a  fait  connaître  ce 
lliéorème  en  1^70  ('),  l'énonce  ainsi  qu'il  suit  dans  ses 
Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces  (t.  II, 
p.  3o3)  : 

Si  un  polygone  est  circonscrit  à  deux  surfaces 
homofoccdes  et  sises  sommets  sont  placés  sur  d'autres 
surfaces  homofocales  aux  premières,  de  telle  ma- 
nière que  la  normale  en  chacun  de  ces  sommets  à  la 

(')  Bulletin  (le  la  Société  j)/iiloniat/iiijue,  l.  Vil,  18-0,  p.  92. 
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surface  homofocale  qui  contient  ce  sommet  soit  la 
bissectrice  intérieure  de  V  angle  formé  par  les  deux 
côtés  de  l'angle  qui  se  croisent  en  ce  sommet,  il  y 
aura  une  infinité  de  polygones  ayant  les  mêmes 
propriétés,  V un  quelconque  des  sommets  de  ces  poly- 
gones pouvant  se  déplacer  arbitrairement  sur  la 
surface  qu'il  est  assujetti  à  décrire. 

La  démoDStralion  de  M.  Darboux  repose  sur  la  con- 
sidération d'un  s_ystème  abélien  d'équations  dififéren- 
tielles  de  la  forme 

du,  du-2  du-. 


/?(«,)        \/P(aî)        v/P^"3) 
Ui  dui  Ui  dui  «3  du^ 

v/P(«,)      /p7^      v/P("3j  ~ 

[où  P(w)  désigne  un  |)olynoine  du  sixième  degré j, 
système  qui  s'intègre  algébriquement,  comme  on  sait. 
On  peut  également,  comme  l'a  fait  voir  M.  Staiide  ('  ), 
faire  intervenir  des  fonctions  0  à  quatre  paires  de  pé- 
riodes. 

La  démonstration  qneje  vais  dévelop|)er  est  d'un  ca- 
ractère beaucoup  plus  élémentaire.  La  proposition  à 
laquelle  elle  conduit  n'est  d'ailleurs  pas  identique,  ainsi 
(pi'on  le  verra,  à  la  précédente.  Dans  cette  dernière  il 
est  nettement  spécifié  que  les  normales  aux  diverses 
surfaces  liomofocales  introduites  sont  les  bissectrices 
intérieures  des  angles  du  polygone.  Cette  condition 
n'est  pas  exigée  dans  l'énoncé  qui  sera  donné  plus  loin. 

Les  principes  sur  lesquels  je  m'appuierai  sont  très 
simples.  Mais,  pour  donner  à  la  démonstration  toute  la 
rigueur  désirable,  il  est  nécessaire  de  présenter  en 
premier  lieu  quelques  remaïques  sur  les  polygones  cir- 
consciits  aux  quadriques. 

(')  Mathematische  Annalen,  t.  XXII,  i^83,  p.  i  et  \!^b. 
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2.  Soient  (Q)  une  (juadrique,  A,  A2  .  •  .  A/^  un  po- 
Ijj^one  de  II  côlés  circonscril  à  celle  quadriqne.  Ap- 
pelons B,,  Jio,  ...,  B,^  les  |)oliils  de  conlact  respectifs 
des  côlés  A,Ao,  A^^A;,,  .  .  .,  A,,  x\,.  Le  théorème  de 
Carnol  fournil  imniédialeinent  la  relation 


d'où 

(0 


A,B,  A2B2         A„B„       ^ 


BjA.  B2A3         B„A, 


On  voit  donc  qu'iT  existe  deux  espèces  de  polygones 
circonsciils  à  (Q)  :  ceux  pour  lesquels  l'égalité  (i)  a  lieu 
avec  le  signe  +  dans  le  second  membre,  ceux  pour 
lesquels  elle  a  lien  avec-  le  signe  — .  Je  dirai  que  les 
polvgones  de  la  première  catégorie  sonl  régulièrement 
circonscrits  cl  (|uc  ceux  de  la  deuxième  catégorie  sont 
irrégulièrement  circonscrits  à  (Q). 

Cela  posé,  considérons  une  quadrique(Q)  et  un  po- 
lygone A,  Ao  ...  A„  circonscrit  (légulièremenl  ou  non) 
à  cette  quadii(|ue.  Soient  toujours  B,,  B^,  ...,B„  les 
points  de  conlact  des  cotés  successifs  A|  A2,  A2  A3,  . . ., 
A„A,.   On  a 

,  Al  B|   Ao  B;  A„  B„  _ 

^'^''  B,A.,  B^As"'"  B„A,  ""' 

£  étant  égal  à  rt  1  suivant  tpie  le  polvgone  A,  Aj .  .  .  A„ 
est  régulièrement  on  irrégulièrement  circonscril  à  (Q). 

Appelons  Dj,  !),■),  ..,  D„,  i),  {Jig-  1)  les  droites 
conjuguées  par  lapport  à  (Q)  des  droites  B,  B2, 
B2B3,   ...,  BnBi  :   la  droite  D,  passe  par  le  point  Aj. 

Les  droites  D/  el  D,.^,  élanl  toutes  deux  situées  dans 
le  plan  laugenl  à  (Q)au  point  B/  se  rencontrent  en  un 
point  C/.  I^es  droites  D,,  Do,  ...,  D„  sont  ainsi  les 
côtés  consécutifs  d'un  polvgone  C„  C,  C2  •  •  .  (^//_i ,  au- 
(juel    est    inscrit   le    polvgone  AiAo.-.A,,.  Je  vais  dé- 


monlrer  la  relation 


(  -^20  ) 


/ox  G/t  Al   G)  Ao     ^  ^  C/z-i  A„  _    

AiC]    A2C2  A„C„ 

A  cet  effet  considérons  un  point  M,  variable  sur  D,. 
Joignons-le  à  B,   et  soil  M2  le   point  de  rencontre  de 

Fis.  I. 


M)B,  avec  D2.  Soit  de  même  M3  le  point  de  rencontre 
de  Mo  B2  avec  D3  et  ainsi  de  suite.  Le  point  M„  obtenu 
sur  D,i  étant  joint  à  B,,,  la  droite  M„B„  rencontre  D( 
en  un  point  M',.  Il  est  clair  que  M)  et  Mj  engendrent 
sur  D,  des  divisions  liomographiques  dont  A,  est  un 
point  double.  JNous  allons  cbercher  à  préciser  davan- 
tage la  nature  de  la  correspondance  entre  les  points  M, 
et  M', .  Pour  cela  on  aura  recours  à  la  considération  des 
génératrices  de  la  quadrique  (Q).  Ces  génératrices  se 
répartissent  en  deux  systèmes,  et  je  désignerai  par  G, 
et  G|  les  génératrices  passant  par  le  point  B^  et  appar- 
tenant respectivement  à  ces  deux  systèmes.  G/  et  G^ 
renconirenl  la  droite  D/  aux  deux  points  d'intersection 
a/  et  a'-  de  cette  droite  avec  (Q);  G,_4  et  G|_,  passent 
respectivement  par  a'-  et  a,-. 


(  3..   ) 

D'uprès  cela,  si  le  j»oitjl  AJ ,  \icDl  en  a,,  le  point  M;^ 
vient  en  a!,,  le  point  IM3  en  aj,  et  ainsi  de  suite.  Il  y  a 
maintenant  deux  cas  à  distinguer. 

i"  n  est  pair.  Alors  M|  élant  venu  en  a,,  M„  vient 
en  a,'j  et  M',  vient  en  a^.  De  même,  si  M,  vient  en  a',, 
M'j  vient  aussi  en  a',.  On  voit  donc  que  les  divisions 
homograplii(pies  engendrées  par  M,  et  M',  onfc  Irois 
points  doubles  A|,  a,  et  y.\.  Ceci  ne  peut  avoir  lieu  rpie 
si  ces  divisions  sont  confondues.  Ainsi,  lorsque  n  est 
pair,  M',  se  confond  avec  M,,  quelle  que  soit  la  posi- 
tion de  ce  dernier  point.  Autrement  dit,  il  existe  une 
infinité  de  polvgones  ayant  leurs  sommets  sur  D,, 
D^,  . ..,  D„  et  dont  les  côtés  passent  respectivement  par 
les  points  [^^ ,  Bo,  .  .  .,  b,^. 

2"  n  est  impair.  Alors,  si  le  point  M,  vient  en  a,, 
M,i  vient  en  a„  et  M',  en  a',.  De  même,  si  le  point  M, 
vient  en  a',.  M',  vient  en  a,.  On  conclut  de  là  (pie  dans 
le  cas  actuel  M,  et  M',  engendrent  des  divisions  en  in- 
volution,  définies  par  la  condilon  que  A|  est  un  point 
double  et  que  a,  et  a',  sont  un  couple  de  points  conju- 
gués. 

r^e  second  point  double  de  l'involulion  est  le  point  A', , 
conjugué  harnionicpie  de  A,  pai'  rapport  à  a)  a', .  M,  et 
M',  étant  deux  points  correspondants  quelcoiiques,  on  a 

A,  M,  a;  M, 


A, m;         a,  m; 

En   particulier,    si    A,  M,    et    A,M|    sont    infiniment 
petits,  le  second  membre  se  réduit  à  —  i  et  l'on  a 

A,M'i  =  — A,M,. 

On    peut   donc  énoncer  le  résultat   suivant,    valable 
que  n  soit  pair  ou  impair  : 

Si  le  point  M)  est  injiniment  voisin  du  point  A,, 
Ann.  de  Matliémat.,  4*  série,  t.  VIII.  (Juillet   1908.)  î  1 
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te  point  M', ,  obtenu  par  la  construction  indiquée  plus 
haut,  est  tel  que  l'on  ait 

(4)  A.M;  =(-i)"A,M,. 

Il  esl  mainlenanl  facile  tle  démontrer  la  relalion  (3). 
Sup|)osons  lOLijours  le  point  M,  infiniment  voisin  du 
point  A,  et  appliquons  le  théorème  classique  des  trans- 
versales au  triangle  A,  C,  Ao,  coupé  par  la  transversale 
MiBi^Mo,  au  triangle  AoCoAs,  coupé  par  la  transver- 
sale ^^2B2JM3,  et   ainsi  de  suite.  On  a 

Ml  Al   BiAo  M,  C,  _ 
M7C7  B,Ai  M.  Aj  ~  '■ 

Comme  M,  C|   diffère  infiniment  peu  de  A,  C,  et  MîC, 
infiniment  peu  de  AoC(,  on  peut  écrire 

M,  A,   BjAî   A2C, 


ou  encore 


De  même 


Al  G,    BiAi   MjA, 

C1A2  _  A, M 2  A,B, 
ÂTCT  ~  A,  M,    B.Aj' 

C2A3  A3l\l3     Ao  Dj 

A2  C2  A2 -M2    B2A3 

G„   1  A„  A„M„       A„_iB„_i 


et  enfin 


A„_iG„_t        A„_iiM„_i     B„_iA„ 

G„Ai  ^  A, m;  a„b„ 

A„G„        A„lM„  B„A, 


Multiplions    ces    relations    membre    à    membre,    en 
tenant  compte  de  (2)  et  de  (4  );  il  vient 

G/i  A|   Cl  Ao         G,t-i  A,;  

Al  G]    A2  G2  A/(G,j 

ce  qui  est  bien  la  relation  (3)  dont  la  suite  montrera 
l'importance. 
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3.  -Soient  malnleiiaiit  deux  fjuaclri(|iies  homofocales 
(Q)  el  (Q').  Par  un  point  M  de  rcs[)ace  on  pont  leur 
mener  quatre  tangentes  communes  MT,,  MT^,  MT3 
et  MT.,,  c|ui  sont  les  quatre  génératrices  communes  aux 
deux  cônes  (S)  el  (S')  de  même  sommet  M,  circonscrits 
respectivement  à(Q)età((V).  Or  ces  deux  cônes  ont, 
comme  l'on  sait,  les  mêmes  axes  principaux,  qui  sont 
les  normales  aux  trois  surfaces  homofocales  à  (Q)  et 
(Q'),  qui  passent  par  le  point  M.  f^es  sjniéiriques  de 
l'une  des  tangentes  communes,  MT,  par  exemple,  par 
rapport  à  ces  trois  axes,  sont  respectivement  MT», 
MT^eiMT,. 

Si  l'on  se  donne  rt/?/70/t  le  couple  des  tangentes  MT| 
et  MT2,  celui  des  axes  principaux  des  cônes  (S)  el  (S') 
par  rapport  auxquels  ces  tangentes  sont  symétriques 
est  parfaitement  déterminé,  el  il  en  est  de  même  de  la 
surface  liomofocale  qui  a  cet  axe  pour  normale.  Nous 
dirons  que  cette  surface  appartient  au  couple  de  tan- 
gentes communes  MT,,  MTj. 

Cela  posé,  considérons  un  polygone  A,  A2 ...  A„  cir- 
conscrit à  la  fois  aux  (juadriques  (Q)  et  (Q'j.  Nous 
désignerons  par  B,,  B2,  ...,  B,,  les  points  de  contact 
des  côtés  avec  (Q),  et  par  B', ,  B!,,  ...,  B,',  les  points  de 
contact  avec  (Q').  Soit  (Q,)  la  quadrique  homofocale 
à  (Q)  et  (Q'),  qui  passe  par  i(^  point  A,  et  qui  appar- 
tient aux  tangentes  communes  A,  Aj  et  A,  A„.  Soient 
(Q2),  ...,  (Q/j)  les  quadriipies  analogues  passant  res- 
pectivement par  les  points  A2,  .  .  .,  A„. 

D(''plaçons  infiniment  peu  et  d'une  façon  (pielconque 
le  point  A,  sur  la  quadrique  (Qi).  Soit  M,  sa  nouvelle 
position.  I^es  points  A2,  A3,  ...,  A«  éprouvent,  par 
suite  de  (M'  di-placcmcni ,  des  d('[)iacemenls  infininient 
petits  sur  les  (piadricpics  correspondantes  et  viennent 
respectivement  eu  Mo,  M3,  ...,  M„.  i^e  dernier  côté  du 
polygone,  A„A,,  devient  M„M', ,  M',    étant  infiniment 
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voisin  de  A) .  Nous  allons  chercher  la  relation  qni  existe 
entre  M,  el  M', . 

Remarquons  loul  d'abord  que  les  plans  tangents 
mènes  aux  quadriques  (Q)  et  (Q')  par  les  côtés  successifs 
du  polygone  A,  Ao . . .  A„  ont  leurs  traces  sur  les  plans 
tangents  aux  quadriques  (Qi),  (Qs)?  •  • -i  (Qw)  con- 
fondus deux  à  deux.  Par  exemple,  les  plans  tangents 
menés  à  (Q)  par  A,  Ao  et  A2Â3  (plans  dont  B,  el  B2 
sont  les  points  de  contact)  ont  même  trace  sur  le  plan 
langent  à  (Qo)  an  point  A^.  En  ctrel,  A|  Â2  et  AjAj 
sont  sur  le  côiie  (S),  circonsci  it  à  (O)  et  de  sommet  \.2i 
deux  généraliices  symétriques  par  rapport  à  l'un  des 
axes  principaux  de  ce  cône.  Les  plans  tangents  à  (S), 
c'est-à-dire  à  (Q),  menés  par  A,  A2  et  A2A3  sont  aussi 
symétriques  |)ar  ra|)port  à  cet  axe,  et  par  suite  ont  leurs 
traces  sur  le  plan  principal  perpendiculaire  confondues  : 
or  ce  plan  priiici[)al  n'est  autre  que  le  plan  langent 
à  (Qo),  d'après  la  manière  dont  celte  fpiadrique  a  éé 
choisie. 

f>es  traces  des  plans  tangents  à  (Q)  aux  points  B,, 
Bo,  . . .,  B„  sur  les  plans  tangents  respectivement  à  (Q»), 
(Q2),  ...,  (Qft),  aux  points  A,,  A2,  ...,  A„,  forment 
donc  un  polygone  (j„  C,  (^2  •  •  •  ^n -1 ,  q"'  donne  lieu, 
ainsi  qu'on  l'a  vu,  à  la  relation  (3)  écrite  plus  haut. 

Siq)posons  maintenant  (pie  le  déplacement  infini- 
ment petit  A,iM|  donné  au  point  A,  soit  dirigé  suivant 
C/jC,  {/ig-  2).  Il  résulte  de  propriétés  classiques  que 
A,A2  engendre  alors  un  élément  de  surface  dévelop- 
pable  dont  le  point  central  est  le  point  B, .  Le  déplace- 
ment correspondant  A2M2  du  second  sommet  A2  du 
polygone  est  dirigé  suivant  C,  (j^.  Mais  cette  dernière 
droite  est.  comme  on  vient  de  le  voir,  dans  le  plan 
langent  à  (^Q)  au  point  Bo.  A2A3  va  donc  encore  en- 
gendrer un  élément  de  surface  déveioppable,  ayant  pour 
point  central   le  point    B,,    el  ainsi  de   suite.   Ainsi    le 


(  ''^^  ) 

fait  que  le  |)i('mier  côté  du  polygone  engendre  un  élé- 
ment de  surfilée  développable  cniraîne  la  même  pro- 
priclé  pour  tous  les  cùlés  siiixauts  ('). 


Fie.  2. 


Il  résulte  de  là  rpie  le  point  A,  ayant  reçu  le  dépla- 
cement |)nrlic(dier  A,  M,  dont  il  s'agit,  dirigé  suivant 
G„C,,  le  poi ni  M',  sera  aussi  situé  sur  C„  C| .  Cherchons 
maintenant  la  relation  qui  existe  entre  les  longueurs 
des  segments  A,  M,  et  A,  M',  :  le  calcul  est  en  tous 
points  semblable  à  celui  du  numéi'o  précédent. 

M,  Mo  pouvant  être  considérée  comme  rencontrant 
A,A2  an  point  B', ,  on  a,  par  le  théorème  des  trans- 
versales, 

Ml  A,   B',  A 2  IMoC,    _ 
M,C,    B'i  A,   MTÂT  ~  '' 

ou,  en   négligeant  des  infiniment   petits  d'ordre  su})é- 
rieur, 

M,  A,  b;  Ao  A,C, 


A,  G,  b;  a,  m,  a.. 


=  ', 


ou  encore 


A2M2  ^  G.  Ai,  B;A2 
A,  M,        A,  G,  A,B', 


(')  M.   Daibouv   fail  cette  ieiuari|uc  ilans  sa    Théorie  des  sur- 
faces (t.  II,  |t    289 ). 


D 


e  même 

A3M3 

A,:\i., 
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C,A3  B^As 
A, G,  A0B2' 

A„M„ 

<'.«-,  A„     b;, 

A«^i  G„_  )   A„_ 
G„A,    B;,Ai 

- 1  A.,, 

A„_iM„_i 

A.  m; 

.B'„_, 

A«i'in  A,j  (j/;    A,j  l>„ 

En  miillipliant  membre  à  membre  les  égalilés  précé- 
denles,    il   vient,  en    tenant  compte  des  relations  (1) 

et  (3), 

A,  m; 


A.  M, 


=  (—!)"££' 


e'  t'ianl  égal  à  ±  i ,  suivant  que  le  polygone  A,  A2  .  .  .  A„ 
est  régulièrement  ou  irrégulièrement  circonscrit  à  la 
quadri«pie  (Q'). 

De  même,  donnons  au  point  Ai  le  dé[)lacement  in- 
finimeiil  petit  AiN,  dirigé  suivant  la  trace  A,C',  du 
plan  tangent  à  (Q)  en  B',  sur  le  plan  tangent  à  (Qj). 
L'extrémité  du  «"^'"'^  yôté  du  polvgone  viendra  en  iN',, 
situé  sur  A,  N,  et  tel  que  l'on  ait 

A,N,        '      '> 

Donnons  enfin  à  A,  le  déplacement  infiniment  petit 
quelconque  A|  P|  dans  le  plan  tangent  à  (Q,  ).  L'extré- 
mité du  /î"''"^côté  du  polygone  vient  en  P', .  Rapportons 
les  points  P,  et  P,  ati\  a\es  \,  C(  et  A,  C,  ;  soient  11  et  e 
les  coordonnées  du  premier  |)oinl,  u'  et  <■'  celles  du 
second;  «'et  f'  sont  fonctions  de  n  t;t  r,  et,  comme  ces 
dernières   variables   sont    infiniment  petites,    on   peut 

écrire 

u'  =  Aa  +  Bp, 

A,  B,  (>,  D  étant  des  çoellicienls  que  nous  allons  dé- 
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lerminer.  A  cet  cfrel  faisons  t'  =  o  ;  on  doit  alors  avoir, 
comme  on  a  vu, 

u' =  ( —  !)"££' W,  c'=0, 

d'où  l'on  lire 

A  =(—!)"££',  C=0. 

On  trouve  de  même 

B  =  o,  D  r^  f-  i/'ee'. 

On  a  donc 

(     u'  =   ( 1  )'»££'«, 

(  V   =  (— i)"£eV. 

Distinguons  maintenant  deux  cas  : 
i"  On  a 

(—  !)«££'  =  -|-I. 

Les  relations  (5)  sont  alors 

u'  =  M,         c'  =  t>. 

Le  point  P^  est  confondu  avec  le  point  P, .  Ainsi,  l()rsf|ue 
l'on  donne  au  |)reniier  sommet  du  poUgone  un  dépla- 
cement infiniment  pelit  cpielconque  dans  le  plan  tan- 
gent à  (Qi  ),  rexlréuiilé  du  dernier  côté  ne  cesse  pas 
d'être  en  coïncidence  avec  ce  premier  sommet.  On  [)cut 
ensuite  donner  à  ce  même  premier  sommet  un  nouveau 
(Jéplacement  infiniment  petit,  sans  <pie  le  polygone 
cesse  d'être  fermé,  et  ainsi  de  suite.  Ou  voit  donc 
qu'il  existe  une  infinité  de  polygones  de  n  cotes  cir- 
conscrits à  (Q)  et  (Q')  et  ayant  leurs  sommets  sur  les  " 
(piadriques  (Q,  ),  (Qa),  •••j(Q«K  1  "'•  <Jcs  sommets 
pouvant  occuper  une  position  arbitrant,'  Mir  la  cpia- 
dri(|ue  correspondante. 
■2"  On  a 

(—  !)"££'=—  (. 

Les  relations  (5)  sont  alors 


(  ^^^^  ) 

cl  le  |)Oiiil  P|  est  svin<''lrif|iif'  du  poiiU  P,  par  rapport 
àA|.  Aitisi,  (piaml  (iri  (léphice  iirhitraireineiil  lo  pre- 
mier soinmet  du  |)olvi;()ue,  celni-cl  cesse  d'èlrc  (eriné. 
Mais  menons  du  point  V\  une  tangente  commune  à  (Q) 
el(Q'),  rencontrant  le  plan  Lingrnl  à  ('Q2)en  i\n  [)oint  P.^ 
infiniment  voisin  du  point  Po,  cl  ainsi  de  suite.  On 
arrivera  finalement  à  un  poini  1^^^  infiniment  voisin  du 
point  P„  et  à  un  point  P',' ,  dont  les  coordonnées  satis- 
font aux  relations 


l'    =  —  V 


l^e  point  P'j  est  confondu  avec  le  point  P,,  et  l'on  a 
construit  un  polygone  fermé  de  in  côtés,  circonscrit 
aux  (piadriques  (Q)  et  (Q')  et  ayant  ses  sommets  op- 
posés situés  deux  à  deux  sur  les  (juadriques  (Qi), 
(Q,),  ...,-(Q,). 

('e  polygone  est  régulièrement  circonscrit  à  chacune 
des  quadriques  (Q)  et  (Q').  En  effet,  les  deux  côtés 
opposés  P/P,^.,  et  P/P/_,_,  touchent  (Q),  par  exemple, 
en  deux   [)oints   |3,  et  P'  infiniment  voisins.    Les    deux 

p.  3.  P'-S'- 

rapports  „  !/'     et       '        sont  donc  de  même  signe,  et 

nP  •  3  ■ 
Q  p       étendu  à  tout   le  polygone  a  hien 

le  signe  -f-. 

Ce  polygone  satisfait  donc  à  la  condition  examinée 
dans  le  premier  cas:  le  produit  analogue  à  ( — i)"e£' 
est  pour  lui  égal  à  +  1  .  On  pourra  donc  construire  une 
infinité  de  polygones  de  2"  côtés  circonscrits  à  (Q)  et 
(4>')  et  ajant  leurs  sommets  opposés  situés  deux  à  deux 

sur(Q.),(Q2),  ...,(Q«)- 

En   résumant  les   résultats  de   l'analyse  précédente, 

nous  parvenons  à  ce  tliéorème  : 

Soient  {Q)el  (Q')  deux  (jnadrujnes  homofocales, 
l\  un  polygone  de  n  côtés  circonsciit  à  la  J'ois  à  (_Q) 


\ 


(  '^■^-<J  ) 

et  à  (<)'),  3  lai  nombre  <'gol  à  +  i  ou  à  —  i  suivant 
que  n  est  régulièrement  ou  irrégulièrement  circon- 
scrit à  (Q),  e'  un  nombre  (dialogue  relatif  ci  (Q')- 
Soient  (Qi),  (Qa),  •••^  (Q")  '*  qu(tdriques  liomofo- 
cales  aux  deux  premières,  passant  respectisement 
par  les  sommets  du  polygone  II,  chaque  quadrique 
appartenant  aux  deux  cô/és  qui  se  croisent  au 
sommet  correspondant.  Cela  posé  : 

!"  Si  le  produit  ( —  i)"s£'  est  égal  à  +  i,  il  existe 
une  infinité  de  polygones  de  n  côtés  circonscrits  à 
(Q)  et  (Q')  et  ayant  leurs  sommets  respectivement 
sur  (Qt),  (Q2)i  ••  M  (Q«)'  ^'"''  ^^^^  sommets  pouvant 
être  pris  arbitrairement  sur  la  quadrique  corres- 
pondante- 

2"  Si  le  produit  ( —  i)"££'  est  égal  à  —  i ,  il  existe 
une  infinité  de  polygones  de  'in  côtés  circonscrits  à 
(Q)  et  (Q')  et  ayant  leurs  sommets  opposés  situés 
deux  à  deux  sur  (Qi),  (Qa),  •  •  -,  (Q/j)-  ^^  polygone 
de  n  côtés  d'où  l'on  est  parti  doit  être  considéré 
comme  un  polygone  de  -in  côtés  dont  les  sommets 
opposés  sont  confondus  deux  à  deux. 

Pai'  exemple,  coupons  les  deux  (piiidriqucs  ((^)  el 
(Q')  p;ir  un  p'an  (pielconc|iie.  Soient  C  el  C  l(;s  deiiv 
coniques  d'iiilerseclioii  ;  conslrnisons  \\n  triangle  cir- 
co  fscril  à  la  fcjis  à  C  et  (7  :  ce  triangle  est  régulièrement 
circonscrit  à  chacune  des  quadri(|ues  (cai-  un  triangle 
ne  peut  être  irrégulièrement  circonscrit  à  une  quadrique 
que  si  les  points  de  contact  des  côti's  sont  en  ligne 
droite,  et  cela  exige  que  la  quadrique  soit  un  cône).  Par 
consé(juenl,  le  produit  ( — i)" es' est  ici  égal  à  — i,  et, 
si  l'on  considère  les  (piadriques  (Q,),  (Q-.),  (Q3)  passant 
par  les  trois  sommets  i\\\  triangle,  il  existe  une  iniinilé 
d  hexagones  avani  leurs  sommets  opposés  situés  deux 
à  deux  sur  ces  tiois  (|uadri(pies  el  circonscrits  à  (^j  el 
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(<!>').  Le  triangle  cPoù  l'on   esl  parti  doit  être  considéré 
comme   un    tel   hexagone   avant   ses   sommets  opposés 
confondus. 


4.  Il  va  sans  dire  que  le  théorème  démontré,  étant 
d'une  nature  essentiellement  projeclive,  s'étend  à  des 
quadriques  faisant  partie  d'un  faisceau  tangentiel.  Il 
faut  seulement,  (Q)  et  (Q')  étant  deux  quadriques  du 
faisceau,  définir  ce  qui!  (aul  entendre  par  quadrique 
du  même  faisceau  |)assant  j)ar  un  point  M  et  appai  te- 
nant à  un  couple  donné  de  tangentes  communes  à  (Q) 
et  (Q')  issues  du  point  M. 

Soient  (S)  et  (S')  les  deux  cônes  de  sommet  M  cir- 
conscrits à  (Q)  et  (Q').  Les  quatre  généralrices  com- 
munes à  ces  deux  cônes,  MT,,  MTo,  MT3  et  MT^,sonl 
les  tangentes  communes  à  (Q)  et  (Q')  issuesdu  pointM. 
Considérons  deux  de  ces  tangentes,  MT|  et  JMT2  par 
exemple.  Le  pôle  de  leur  plan  par  rapport  à  chacune 
des  quadriques  (Q)  et  (Q')  est  dans  le  plan  tangent  à 
l'une  des  trois  quadriques  du  faisceau  qui  passent  par  M. 
Cette  quadrique,  ainsi  parfaitement  déterminée,  sera 
dite  appartenir  au  système  des  deux  tangentes  MT| 
et  MT2. 

Dans  le  cas  où  le  faisceau  tangentiel  considéré  esl 
un  système  de  quadriques  homofocales,  on  se  rend 
compte  immédiatement  de  l'identité  tie  la  nouvelle  dé- 
finition avec  celle  qui  a  été  donnée  plus  haut. 

Remarquons  que  la  démonstration  du  théorème  au- 
rait pu  êtie  donnée  sans  modification  pour  le  cas  généial 
où  les  qiiadrifpies  considérées  apparliennenl  à  un  fais- 
ceau tangentiel  quelconque  :  en  eliet,  nous  n'avons  fait 
intervenir  aucune  des  propriétés  métriques  spéciales 
aux  quadriques  liomofocales. 
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[02e] 

m\  LE  ri:\  I  RE  de  coiiikike  \v\m  houlette  ; 

Par  m.   a.  PRLLET. 


Soil  A  un  point  d'une  figure  plane  invariable  de 
forme  se  déplaeani  ^ur  son  plan;  pour  une  position  de 
la  figure,  soient  I  le  centre  instantané,  et  a  ,  a,  /  les 
distances  du  point  I  à  A,  au  centre  de  courbme  (a)  de 
la  courbe  que  dé<;rit  A  et  au  point  d'inlerseclion  de  lA 
avec  le  cercle  des  inflexions.  On  a 

aa-t-  f(rt  —  a)  =  o. 

Cette  équation  se  déduit  facilement  dos  i^emarques 
sur  le  moui'cment  (T une  figure  p/ane  exposées  dans 
le  Bulletin  de  lu  Société  ma  thé  mal  i  que  (1907), 
p.  25 2. 

11  en  résulte  que,  connaissant  le  cercicdes  inflexions, 
on  construira  (acilement  a  étant  donné  «,  a  étant 
donné  a,  et  /  étant  donnés  I,  a  et  a.  Dans  le  cas  où  su 
place  M.  Farid  Bou]ad(  numéro  de  mars  1908,  p.  128)  de 
la  connaissance  de  A, (a),  B,  ((3),  on  déduit  I,  puis  les 
poinisd'inlerseclion  de  lA  et  IB  avec  le  cercle  des  in- 
flexions (pi'on  peut  dès  lors  construire  puisqu'on  en 
possède  trois  points. 

Je  saisis  l'occasion  pour  rectifier  la  rédaclion  du  n"4 
de  l'article  précité.  Soient  C  b;  cône  lieu  des  axes 
inslanlaiit's  de  lolalion  d'un  solide,  mobile  autour  d  un 
point  '(\y^c  O,  dans  l'espace;  C  le  cône  lieu  de  cet  axe 
dans  le  solide;  OM  la  génératrice  de  contact  des  deux 
cônes,  axe  inslanlané  à  l'inslant  considéré.  Menons  par 
le  poini  M  un  plan  perpendictilaire  à  OM  ;  ce  plan 
coupe  le  cône  C  suivant    une   courbe  B  et  le  cône  C 
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suivant  une  courbe  B' ;  soit  A  un  jjoint  du  solide  silué 
dans  ce  plan;  l'axe  du  plan  osculaleur  de  la  courbe 
sphérif|ue  décrite  par  A  dans  le  nionvemenl  du  solide 
passe  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  plane 
décrite  par  A  en  faisant  rouler  B'  sur  B;  de  sorte  que 
cette  courbe  plane  a  un  contact  du  second  ordre  avec  le 
cône  décrit  par  la  droite  OA. 


SOLUTIONS  DE  OlESriO\S  PROPOSEES. 


1745. 

I  1896,  p    440.) 


On  pose 

'Xn=^ia^^-i-bx-hc)(iax'^-\-bx-{-c)...(nax--^bx-^c). 

1°  Démontrer  que  l'expression 

I -t- G,»  a,  +  G 2  a.2 -H .  .  . -(- C7,  a„ 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

(C-f-l)"-H  PiX{C-~  I  )"-'-h  Pî-r^c  -H  i)"-2-t-.  .  .+  P„x", 

Pp  étant  un  polynôme  entier  en  a,  b,  x  indépendant  de  c. 
1°  Pour  a7  =  o,  (Pn).c  =  o  est  un  polynôme  entier  en  a 
et  b.  Trouver  ce  polynôme  développé  par  rapport  aux 
puissances  décroissantes'  de  b.  Démontrer  que  si  a  est  po- 
sitif, ce  polynôme,  considéré  comme  fonction  de  b,  a  toutes 
ses  racines  réelles;  si  a  est  négatif,  il  a  au  plus  une 
racine  réelle.  (R.Gilbert.) 

SOLUTION 
Par  M.  R.  Gilbert. 

1°  Considérons  la  suite  «oi  "1,  "21  •••)  "/n  •••   définie  par 

»i  =  (/i  4-  k)  Uq, 
(i)  u,i  ■=  (  h  n  -h  k )  Un    \  —  h(  n  —  1)  Un  ~i  ; 

proposons-nous  de  calculer  u,i  en  fonction  de  n. 
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De  la  relation  (i)  on  déduit 

A«„  =  M„-i_i  —  Un  —  [h{n  -^  \)  -^  k  —  i]  u„  —  hnii„^i 


àu„  =  [/<(«  -H  I)  +  /.j  \u„-i  —  h{n  —  1)  A«„_2. 

On    voit   cjue  relie    lelation   est  de  la  même  forme  que  (i). 
Alors,  en  a|)j)li(juanl /?  fois  le  même  calcul,  on  trouve 

^/>  u,i  =  \h{n  -{-  p  )  -If  k)  \i'  u,,^^  —  h{n  —   i)  M'  u„-2, 

ce  qui  dnnne  en  paiticulicr  la  relation 

A/'+'ho=  \h(p  -^  [)-i-  k  —  i]  A/' Mo, 

el,  |>ar  suite,  en  posant 

(■i)       p,,  =  (  /i  -t-  A  —  I  )  (  ih  -+-  /f  —  I).  .  .(ph  -4-  A-  —  i), 


A,,  Mo  =    «uP/M 

c'est-à-dire,  pour  u„. 

Un  =  Mo(  I  +  c  >  [î,  4-  c?,  p2  -+-..-  -+-  g;;  ?„  ) 

ou   encore   symboliquement   (Lucas,    Théorie    des    nombres, 
Chap.  XIII), 

M„=   Mo(l   -f-   P/«'. 

Les  formules  (i),  (a)  peuvent    être   modifiées    de    la    façon 
suivante. 
Posons 

y  étant  pour  le  moment  un  paramèlie  arbitraire. 
Alors 

«•«  —   (  -  n  -h  -  )  Va    1 -(  n~\)  i'„^i. 

\y       yi  y^ 

et  il  est  facile  de    voir  que  les   relations  (i)   et  (2)  pourront 
s'identifier  avec  les  suivantes: 

(3)  i'„  =  {anx  -+-  b)  p„_i -H  ac{n  —  i)Vn-î, 

{\)    ap  =  (ax'--\-  bx-irc)(iax^  -^  bx  -i-  c)..  .{nax^-hbx  +  c). 
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Il  suffit  de  déterminer  y,  h  et  k  de  façon  que 

X  ^—  cy, 
/i  =  —  a  cy- , 

et  la  relation  entre  les  ii  et  les  ^  devient 

(^„a7"  =  (a  —  c)'"'. 
D'où  Ion  déduit 

puis 

(a  -+-  i)'"^  =  {vx-^  c  -f-  !)'">. 

Si  donc  on  pose 

Q„  =  I  +  c;,  a,  -H  G?,  «2  -H ...  -t-  G;;  a„, 

on  a 

-H  G{>/,  r/'  (  c  + 1  )«-/'  -4- . . .  -1-  G;;  f„  a:" . 

Nous  n'avons  pas  encore  pour  Q„  le  dévelop|)enienl  indiqué 
dans  l'énoncé,  car,  d'après  (3),  v /,  est  un  polynôme  en  a,  b, 
X,  etc. 

Mais  remarquons  qu'il  résulte  de  cette  même  relation  (3) 
que  v-ipCl  v-,i,+i  sont  des  polynômes  en  (c -H  i)  de  degré  p. 
c'est-à-dire  que 

V^j  étant  un  polynôme  en  a,  b,  x  indépendant  de  c.  Remplaçons 
dans  Q„;  on  voit  que  le  coefficient  de  {c-\~i)"-p^  en  suppo- 
sant Q„  ordonné  par  rapport  aux  puissances  de  (c  H-  i),  est 

xP{  CP  \l  ^  X  Gr  •  V/U,  +  x^-  Cr-  V|,+2  +  ...)=.xP  V,,. 

■1°  L'expression  de  P,,  pour  x  =  o  est  le  produit  par  C^  de  V^ 
où  l'on  fait  :r  =  o,  ou  encore  le  produit  par  Cp  de  v i,  où  l'on 
fait  à  la  fois  x  =^  o  et  c=  —  i.  Dans  ces  conditions,  la  rela- 
tion (  î)  devient 

i'«  =  b  t'„_,  —  a(n  —  I)  i'„_s. 

Nous  avons  à  étudier   les  polynômes  t'„   considérés  comme 
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fonctions  de  b.  Or  d  abord,  si  a  est  positif,  ces  polynômes 
jouissent  des  propriétés  des  suites  de  Sturm,  et  par  conséquent 
ont  toutes  leurs  racines  réelles.  Pour  voir  ce  qui  arrive 
lorsque  a  est  négatif,  calculons  d'abord  les  polynômes  Vn  or- 
donnés en  b. 

Il  est  i'ycilc  de  voir  que  si  l'on   pose 

tvi  =  (6  -  I)  Wo  =  (6  — ijt'o, 
puis 

Wn  =  {b  —  i)  tv„-i  —  a(n  —  i)  iv„_2, 
on  a 

ce  qui  permet  de  calculer  i'„  : 
—  U 


r ,  n{n  - 


b"- 


n{n  —  \)  ( n  —  '■i.)(  n  —  3  )  . 


"    *a2^...     i'o. 


Si  a  est  négalil' :  i"  si  n  est  pair,  (•„  est  toujours  positif; 
■2"  si  n  est  impair,  r„  est  le  produit  |)ar  b  d'une  quantité  po- 
sitive. Donc  i>,i  a,  dans  ce  cas,  au  plus  une  racine  réelle,  qui 
est  nulle. 


2070. 

A  quelles  conditions  doit  satisfaire  un  tétraèdre  pour 
que  les  droites  qui  joignent  chaque  sommet  au  centre  du 
cercle  circonscrit  à  la  face  opposée  f  appartiennent  à  un 
même  hyperboloïde?  (D'  P.   Zkemann.  ) 

SOLUTION 

Par  M.  TÈTi:. 

J'appliquccnchaqucsommelilutétraédre  trois  forces  dirigées 
respectivement  suivant  les  arêtes  de  ce  sommet.  Je  vais  déter- 
minerces  forces  de  façon  que  les  troisquisont  appliquéesen  un 
même  sommet  se  composent  suivant  la  droite  joignant  ce 
sommet  au  contre  du  cercle  circonscril  de  la  face  opposée.  Et 
je  cbercherai  les  conditions  poui-  que  le  tétraèdre  soit  en 
équilibre  sous  l'action  d'un  tel   système. 

D'ailleurs,  pour  qu'un  système  de  forces  appliquées  suivant 
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les  arêtes  dun  tétraèdre  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  forces  dirigées  suivant  chaque  arête  se  fassent  équi- 
libre. 

Gela  posé,  soient  ABGD  le  tétraèdre,  ^,  y,  o  les  angles  de  la 
face  opposée  à  ^  et,  de  même,  a",  p",  6;  a"',  {î'",  y'"-  ^"  recon- 
naît facilement  que,  pour  que  les  trois  forces  appliquées  en  A 
aient  leur  résultante  suivant  la  droite  indiquée,  elles  doivent 
être  proportionnelles  à 

AB.sin2(i,     AC.sin2JÎ,     AD.sin20. 

Donc,  pour  que  le  tétraèdre  réponde  à  l.i  question,  on  devra 
avoir 


sin  2  a 

sin  2  [i 

sin  2  a 

sin  2  Y 

V 

'       sin  2  o' 

sin  2  a          sin  3  0 

A 

sin  2  ^" 

si  n  2  Y 

—                ? 

V 

X 
sin  2Jî"' 

l        -       p 
sin  2  y'"       sin  2  y" 

1^ 

iji 

p 

^                 P 

Éliminons  v,  [J--,  "',  p  entre  ces  6  équations  : 

sin  2a'  sin  2  ^"  sin 2 y  =  sin  2a"  sin  2  jî  sin  2  y') 
sin  2  a"  sin  2  '('"  si  n  2  0  =  sin  2  a'"  sin  2  y  si  n  2  0', 

sin  2  a'"  sin  2  [î    sin  20'  =  sin  2a'  sin  2  p  sin  26. 

Telles  sont  les  conditions  demandées. 


QllESriO\S. 


2090.   On  considère   une  épi-  fhypo-)  cycloïde  ayant  R  pour 
rayon  du   cercle   fixe  O  (de  base)  et  R'pour  rayon  du   cercle 

r> 

mobile  C  et  telle  que  R'  =  —  ,  m  étant  un  nombre  entier.  L'aire 

7)1 

de  la  podaiiede  la  courbe  par  rapport  à  un  point  quelconque 
de  la  circonférence  d'un  cercle  concentrique  au  cercle  O  et 
de  rayon  p  est  constante  et  a  pour  expression 


I 


U  = 


:t(R±2R'; 
4R' 


f(R±2R')î+p2J, 


le  signe  -i-  s"ap|)liquant  à  une  éj)icycloïde  et   le  signe  —  à  une 
hypocycloïde.  (  E.-N.  Barisien.) 


[M-4d] 


m\  li:S  SURFACES  DK  STEIVEH 

Par  m.  Gaston  COTTY, 

Kl(''\e  à  l'École  Normale  supérieure. 


Soienty, ,  /o, /;).  /*/,  quatre  polynômes  iioiiiogènes  el 
du  second  tlej^ré  par  rapport  à  trois  variables  .r,  y^  z, 
entre  lesquels  il  n'existe  aucune  relation  linéaire. 

Posons 

'  Z  =/3(.r,  y,z), 


X,  \,  Z  et  T  sont  les  coordonnées  d'un  point  d'une 
surface  de  Steiner  (S). 

L'étude  de  ces  surfaces,  faite  par  Clebsch  (Journal 
de  Crelle,  1867),  a  déjà  fait  l'objet  d'une  Note  de 
M.  Lacour  (  '  ).  qui  a  étudié  le  cas  général. 

Je  nie  propose  de  faire  la  discussion  de  la  nature  de 
ces  surfaces  en  nie  plaçant  à  un  point  de  vue  différent 
de  celui  de  Clebscb. 

A  toute  surface  de  Steiner  (2)  on  peut  faire  corres- 
pondre le  faisceau  ponctuel  du  troisième  ordre  (F) 
ayant  pour  coniques  de  base,  rapportées  à  un  triangle 
de  référence  quelconque  dans  un  plan  auxiliaire,  les 
courbes  /i  =  o,  /2=o,  /■i=  o,  /,=  o,  les  sections 
j)lanes  de  (S)  ayant  pour  images  sur  ce  plau  les  co- 
niques de  (F)  el  un  cbangemcnl  du   tétraèdre  de   rél'é- 

(')  A'ottvelics  Annules,  l'^y^i,  p.  4^7  cl  .'nji). 

Ann.  de  Mathéniat.,  4'  série,  l.  VIII.  (Août  1908.)  22 
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rence  auquel  est  rapporté  (S)  avant  simplemenl  pour 
eflel  de  remplacer  les  expressions  de  O,  \,  Z  el  T  par 
les  ])remiers  membres  des  équations  de  quatre  autres 
coniques  quelconques  du  faisceau  (F)  n'appartenant 
pas  à  un  même  réseau  ponctuel. 

(^eci  rappelé,  nous  vojons  que  (2  )  est  caractérisée 
par  le  faisceau  ponctuel  (F),  ou  mieux  par  le  faisceau 
tangentiel  linéaire  (<ï>),  conlravarianl  du  faisceau  (F). 

C'est  à  la  discussion  de  la  nature  de  ce  faisceau  tan- 
gentiel que  nous  rapporterons  la  classification  des  sur- 
faces de  Steiner.  La  discussion  sera  aiusi  plus  com- 
plète el  bien  plus  simple,  particulièrement  en  ce  qui 
concerne  les  surfaces  cubiques  réglées. 

La  signification  géométrique  de  (<ï>)  résulte  du  théo- 
rème suivant,  que  je  rappellerai  en  quelques  mots  : 

Les  coniques  (T  )  du  faisceau  (<I>)  sont  les  images 
des  lignes  asymptotiques  de  la  surface. 

En  effet,  d'un  point  quelconque  m,  on  peut  mener 
aux  courbes  (F)  deux  tangentes  formant  un  faisceau 
en  involution.  Il  existe  donc  deux  droites  (les  rayons 
doubles  de  Tinvolution  précédente),  D,  et  Do,  formant 
une  conique  harmoniquement  circonscrite  à  toutes  les 
coniques  (F)  et  appartenant  par  conséquent  au  fais- 
ceau (F).  Cette  conique  (D,  H-  Dg)  est  l'image  d'une 
section  de  S  par  un  plan  (H)  passant  par  le  point  M 
dont  ni  est  l'image.  On  voit  aisément  que  cette  section 
a  un  point  double  en  M  et  que  (II)  est  le  plan  langent 
à  2  en  M. 

Une  droite  ne  pouvant  être  l'image  que  d'une  co- 
nique ou  d'une  droite  de  (2),  la  section  de  (2)  parle 
plan  tangent  (II)  ne  peut  se  composer  que  de  deux 
coniques,  ou  une  droite  et  une  conique,  ou  deux 
droites.  Les  deux  asjmptoliques  en  M  seront  tangentes 
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à  ces  deux  courbes,  et  leui*s  images  seronl  tangentes 
en  m  à  (D,)  et  (D2).  On  sait  (|ue  (D,  )  et  (D2)  sont  les 
tangentes  en  m  aux  deux  coniques  du  faisceau  (4>)  pas- 
sant par  m,  et  l'on  en  déduit  imuiédiatenient  que  les 
coniques  (F)  sont  images  des  asjmptotiques  de  (S). 

Quand  D)  et  Do  sont  confondues  pour  certaines  posi- 
tions particulières  de  /»,  elles  correspondent  en  géné- 
ral à  des  lignes  doubles  ou  à  des  sections  par  des  plans 
tangents  singuliers  louchant  S  suivant  une  conique 
double. 

Nous  sommes  conduits  à  distinguer  six  cas  fonda- 
mentaux suivant  que  les  coniques  du  faisceau  $  sont  : 

1°  Tangentes  à  quatre  droites  distinctes; 

2"  Tangentes  à  deux  droites  et  tangentes  à  une  troi- 
sième droite  en  un  point  fixe; 

3"  Osculatrices  en  un  point  et  tangentes  à  une 
droite; 

4'^   Bilangentes; 

5"  Surosculatrices  en  un  point; 

6°  Décomposables  en  couples  de  points,  cas  sans 
intérêt  qui  correspond  aux  surfaces  du  second  degré 
réglées,  que  nous  laisserons  de  côté. 

I.  Les  coniques  (F)  du  faisceau  (4>)  sont  tan- 
gentes à  quatre  droites  distinctes. 

C'est  le  cas  étudié  dans  la  Note  précédemment  citée. 
La  surface  (S)  est  du  quatrième  degré,  à  trois  lignes 
doubles,  quatre  coniipies  singulières  (dans  quatre 
plans  tangents  singuliers);  ses  lignes  asvmptotiques 
sont  des  quartiques  unicursales. 

H.  Les  coniques  (F)  sont  tangentes  à  deux 
droites  (D)  et  (D'),  et  tangentes  à  une  troisième 
droite  (A)  en  un  point  fixe  M. 


(  -"^^o  ) 
IJ  el  D'  se  coupent  en  K.  Nous   prendrons  comme 
cotés  du   triangle  de  référence  auquel  sont  rapportées 
les  coniques  (F  )  :  KM,  sa  conjuguée  par  rapport  à  (D) 

et  (D'),  et  (A). 

Les  équations   de  (D),  (D')  et  (A)  seront  respecti- 
vement 


(D) 
(D') 

(A) 


y 
y 


z  =  o, 
:;  =  o, 


L'équation  tangentielle  des  coniques  (F)  est  alors 
2  ).  uiv  -t-  (  np2  _  t;2  )  —  o  ; 

en  coordonnées  ponctuelles, 

h^y^-  -T-  J-  —  2  À  ^j-  =  o. 

Les  coniques  du  faisceau  (F)  étant  liarmoniquement 
circonscrites  aux  coniques  (F)  de  (<I>j,  on  forme  aisé- 
ment léquation  du  faisceau  (F)  : 

kx"--^  B(  j)-2—  z"-)  -^  aCjrj  -i-  "i-Dyz  =  o. 

On  peut  donc  trouver  un  tétraèdre  de  référence  tel 
que  (2  I  ait  pour  équations 

X  =  r\ 
Y  =  >-2  +  ^2. 
Z  =  ixf, 
T  =  7.yz. 

Léquation  ponctuelle  de  (S)  est  alors 
ZV-4XYZ2-f-4X2T2=  o. 

Elle  est  du  quatrième  degré,  a  un  point  triple 
(X  =  \=:Z  =  û)  par  lequel  passent  deux  lignes 
doubles   (Z  =  o,  T  =  o)   et  (X  =  o,  Z  =  o).  Le  long 
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de    celle    dernière,     la    surface    a    deu\    nappes    qui 
touchent  le  plan  X  =  o. 

Les  sections  planes  sont  des  quarlicpies  unicursales 
ayant  un  point  double  sur  (Z  =  o,  T  =  o)  et  deux 
branches  tangentes  au  plan  X  =  o  sur  (X=:  o,  Z  =  o). 
(S)  possède  deux  plans  tangents  singuliers  louchant  la 
surface  suivant  des  coniques  doubles  ayant  pour 
images  (D)  et  (D'). 

Les  asjniplotiques  ayant  pour  images 

X2y2—  "ilz.X-hX^^  O, 

on   forme    aisément   les   expressions   des  coordonnées 
d'un  point  en  fonctions  homogènes  de  x  el  y  : 

X  =  l^-x-*, 

Y  =X2a-2y2-i-(X272  4-.r2)2, 

z  =  -nX^T^y, 

T  =  A.rKi  X-^--t-  X-). 

Ce  sont  des  quarliques  tangentes  à  la  droite 
(X  =  o,  Z  =  o)  au  point  triple  de  la  surface  et  aux 
deux  coniques  singulières. 

IfL  Les  coniques  du  faisceau  (<I>)  sont  oscula- 
trices  en  un  point  (M)  et  tangentes  à  une  droite  (A). 

Nous  choisissons  ainsi  le  triangle  de  référence  au- 
(piel  nous  rapportons  (^)  :  jc  =  o  est  la  tangente 
commune  aux  coniques  en  M,  Z  :=  o  est  la  droite  A, 
)•  =  o  est  une  droite  passant  par  M  et  formant  un 
triangle  avec  les  deux  droites  précédentes. 

L'équation  tangentielle  des  coniques  de  (^)  est 

f2  —  jt  Wf  -+-  -xX  Cd'  =  o, 

d'où  l'équation  du  faisceau  conlravarianl  (^F)  : 
Kx"-^  B(j2  4_  xzx)-^  G^2_j_  ilixy  =  o. 
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Les  coordonnées  d'un  point  de  (Z)  sont 

X   =  372, 

Y   =y2-)-  IZT, 

T  =  ixy, 
el  l'équation  réduite  de  (S)  est  alors 

(4XY  — T2)2— 64X3Z  =  o; 

(£)  est  du  quatrième  degré,  à  une  droite  double 
(X  =  o,  T  =  o)  correspondant  à  jc  =:  o,  le  long  de 
laquelle  la  surface  touche  le  plan  X  =  o. 

Elle  a  un  seul  plan  tangent  singulier  («  =  o)  lou- 
chant (S)  suivant  la  conique  double  : 

(^  =  o,  4XY-T2  =  o). 

Un  plan  passant  par  la  droite  double  coupe  la  sur- 
face suivant  une  conique  tangente  à  cette  droite  et 
tangente  à  s  =  o  au  point  où  son  plan  coupe  la  co- 
nique singulière. 

Les  sections  planes  sont  des  quartiques  iinicursales 
ayant  un  point  singulier  sur  la  droite  double 

(X  =  o,  T  =  o). 

Les  lignes  asymptotiques  ont  pour  images  les  co- 
niques 

( X ar  -H  j )^  —  ixz  ■=  o^ 

d'où  les  expressions  des  coordonnées  d'un  point  se 
déduisent  aisément  : 

X  =  ^2, 
T  =  ixy. 
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Ce  sont  des  courbes  du  rjualrième  degré  unicursales, 
tangentes    à   la    conique    singulière    et   présentant  un 
point  singulier  sur  X  =  o,  T  =  o. 

IV.  Les  coniques  du  faisceau  (<ï>)  sont  bitan- 
g  entes. 

Elles  sont  tangentes  aux  deux  droites  ^  =  o,  y  =  o 
à  leurs  points  d'intersection  avec  ;;  =z=  o.  L'équation 
générale  des  coniques  (T)  est 

UV  —  \X  «'2  =  o 

ou,  en  coordonnées  ponctuelles, 
xy  =  X^2. 

L'équation  du  faisceau  (F)  se  forme  aisément;  on 
trouve 

Aa72-4-  BjK^4-  -y.QiXz  -f-  i\yyz  =  o, 

ce  qui  conduit  à  poser 

J  Z  =  2.r3, 
,   T  =  -273, 

X,  Y,  Z,  T  étant  les  coordonnées  d'un  point  variable 
de  (S)  par  rapport  à  un  certain  tétraèdre  de  référence. 
L'équation  réduite  de  (ï)  est 

YZ2— XT2=  „; 

(S)  est  une  surface  réglée  du  troisième  degré  admet- 
tant comme  directrice  rectiligne  double  la  droite 
(Z=:o,  T  =  o)  et  comme  directrice  simple   la  droite 

(X=:0,   Y  =  o). 

Inversement,  il  est  aisé  de  montrer  que  toute  surtace 
du   troisième   degré  réglée,  ayant   ses  deux  directrices 
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dislincles,   a  une  é(|iialion    de  celle  forme  et  est   une 
surface  de  Sleiner. 

Les  génératrices  reclilignes  de  (-)  ont  pour  innages 
des  droites  passant  par  le  jioint  (^  =  o,  y  =  o). 

Les  lignes  asyinptotiques  de  (S)  se  composent  de 
ces  génératrices  et  des  courbes  avant   pour  iuiages   les 

coniques 

xy  —  \z-  =  o. 

Ce  sont  des  quartitpies  : 

Y  =l-^zK 
Z  =  -^.r^z. 
T  =  -ilzKr. 

Elles  passent  par  les  deux  poinls  (  \  =  o,  Z  ^  o,  T=  o) 
et  (Y  =  o,  Z  =  o,  T:=o)  de  la  direcliice  double  et 
sont  tangentes  en  ces  poinls  respectivement  aux  géné- 
ratrices (X  =  o,  Z  =  o)  et  (Y  r=  o,  T  =  o)  de  (S).  Ce 
sont  les  courbes  d'intersection  de  (S)  et  des  quadriques 

XY  —  —  ZT  =  o, 

4 

l'intersection  complète  se  composant  en  réalité  d'une 
asymptolique  et  des  droites  (X=o,  Z  =  o)  et 
(Y  =  o,  T  =  o). 

V.  Les  coniques  du  faisceau  (^<ï>)  sont  suroscula- 
trices  en  un  point. 

Soit  (^  =  o,  y  =  o)  le  point  de  surosculalion  el 
:v  =  o  la  tangente  en  ce  point;  l'équation  tangenlielle 
de  (4>)  est 

» IX  W"^ Mil'   =  O 

OU,  en  cooidonnées  ponctuelles, 

y'^  —  \xz  -t-  À  ^-2  =  o . 


I 
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Le  faisceau  (F  )  a  pour  équation 

.\.x--h  B  (  j'2  -r-  2.ZT)  -h  2  Gyz  -T-  >■  D  xy  =  o. 

Posons 

X  =  x\ 

X  =^--1-  izx^ 

Z  =  -lyz, 

T  =  ia^j'. 

X,  V,  Z,  T  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  (2)  par 
rapport  à  un  certain  tétraèdre  de  référence.  (1)  a  pour 
équation  ponctuelle  réduite 

T»— 4X(VT  — .>.XZ)  =  o. 

Elle  a  une  seule  ligne  double  (X  =  o,  T  =  o)  et  est 
réglée. 

C'est  une   surface  réglée  du    troisième  ordre  où  les 
deux  directrices  sont  confondues  (surface  de  Cajiey). 
Et,  inversement,  on  prouve  facilement  que  toute  sur- 
face de  (Jaylev  peut  être  ramenée  à  cette  forme  type  e 
est  une  surface  de  Steiner. 

Les  sections  planes  sont  des  cubiques  ayant  un  point 
double  sur  la  ligne  double. 

Les     génératrices     rectilignes    correspondent     aux 
droites  passant  par  le  point  yx  =y=:  o). 

l^es   asvmptoliques   sont  les  génératrices  rectilignes 
et  les  courbes  ayant  pour  images  les  coniques  de  ($)  : 

y^  —  4  ^^  -r-  X  :r*  =  o. 

Exprimons  les  coordonnées  d'un  point  [)ar  des  fonc- 
tions lioinogènes  de  deux  paramètres;  nous  avons 

X  =  -^x^, 
Y  =  ixy^-h  Ix^, 
L  =y{lx^-i-y^), 
T  =  ix^-y. 
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Ce    sont   des  cubiques    gauches   tangentes  au  point 
(  X  =  Y  =  Z  =  o)  à  la  directrice  double  (X=:  o,  T=:  o) 
de  la  surface  (S). 


\  1.   Autres  cas  possibles  pour  les  coniques  (<I>). 

On  voit  que  /) ,  y^?  .Aj /'.  sont  linéaires  séparément 
par  rapport  aux  variables  ^,  j' et  :;  prises  séparément 
cl  que  les  coniques  de  (F)  passent  par  deux  points 
fixes.  Les  surfaces  (S)  sont  des  quadriques  réglées. 

Remarque  I.  —  Dans  les  cas  l\  et  V  seulement,  les 
coniques  de  (F)  passent  par  un  seul  point  fixe.  C'est 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  sur- 
face définie  par  les  équations  (i)  soit  du  troisième 
degré  et  réglée.  Il  est  aisé  de  traduire  ce  résultat  ana- 
lyliquement. 

Cherchons  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que,  la  condition  |)récédente  étant  remplie,  la  surface 
cubique  ait  ses  deux  directrices  confondues. 

On  sait  que  les  coniques  (^<ï> )  sont  surosculatrices, 
condition  nécessaire  et  suffisante.  La  propriété  géo- 
métrique correspondante  pour  le  faisceau  (F)  contra- 
variant  de  ($)  est  la  suivante  :  les  coniques  de  (F) 
réduites  à  une  droite  dotdjle  sont  telles  que  cette  droite 
passe  par  le  point  de  surosculation,  et  inversement 
toute  droite  passant  par  ce  point  est  conique  double 
de  (F).  Cette  propriété  est  caractéristique,  comme  il 
est  facile  de  le  voir  géométriquement  ou  sur  les  diverses 
équations  trouvées  pour  (F).  Traduisons  ceci  analjti- 
quement  : 

Exprimons  d'abord  que  (S)  est  du  troisième  degré; 
les  coniques  y',  1=0,  /'2=o,  ^31=0,  f^=o  passent 
par  un  point  fixe;  par  une  transformation  homogra- 
phique  convenable  effectuée  sur  .r ,  y  et  j,  on  fait  dis- 
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pai'aître   les  termes  en  z'^  dans/'i,  fiifwifs-  Le  point 
de  surosculalion  est  alors  x  =  y  =■  o.  El  il  nous  reste 
à  exprimer  que  [(xx -\-  ^>')^  est  une  conique  du   fais- 
ceau (F),  quels  que  soient  a  et  ^i. 
On  a 


L'équation  de  (F)  est 

Identifions  ceci  avec 

{'xx^'^yr-. 


(f  =  I,  2,  3,  4). 


On  obtient 


A  (7 ,  -+-  B  «2  -t-  G  «3  -4-  D  «4  —  'X'^  =  o, 
A/>i-+-B62+C63+  06^  —  32  =  o, 
Aci  -I-  Bc2  -H  Gcs  -f-  r3ci  —  a^  =  o, 
A  ^1  -1-  B  c^2  -1-  G  rf; 
Agi  -h  Be^  -\-  Ce-, 


Dd, 
Deu 


=  o, 
=  o, 


€e  qui  exige  que  l'on  ait 


a. 

«2 

«3 

a; 

a2 

6, 

h. 

b. 

^i 

.2 

Cl 

Cj 

C3 

('4 
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^1 
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^3 

^4 

o 

ei 

e% 

^3 

'^i 

c» 

équation  du  second  degré  en  -  devant  avoir  une  racine 
double.  D'où  la  condition  cherchée  : 


rtl 

"i 

Ih 

h. 

dx 

d, 

ei 
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b, 
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Remarque  II.  —  Nous  ferons  encore  remarquer  que, 
pour  les  surfaces  du   troisième  degré  réglées,  le  degré 
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de    leurs    asy m plo tiques    est    caractéristique    de    leur 
nature;  ce  degré  est  égal  à  4  pour  les  surfaces  à  direc- 
trices distinctes  et  à  3  pour  les  surfaces  de  Cajiey. 


[R4a] 

SLR  L'ÉQlIMItRK  DU  COItPS  SOLIDE  ; 

Par  m.  Georges  LERY. 


Je  me  propose  d'obtenir  les  conditions  nécessaires 
et  sliffisantes  d'équilibre  d'un  corps  solide,  en  suppri- 
mant tous  les  théorèmes  inutiles.  Les  h^'pothèses  mé- 
caniques indispensables  se  incitent  delles-mémes  en 
évidence. 

Les  démonslralions  faites  au  moyen  delà  Géométrie 
analytique  sont  aussi  simples,  bien  qu'un  peu  plus 
longues  à  dire,  par  la  Géométrie. 

1.  Géométrie.  —  On  définira  le  moment  d'un  vec- 
teur, ses  coordonnées,  la  somme  géométrique  et  le 
moment  résultant  d'un  système  de  vecteurs. 

On  résoudra  le  problème  suivant  :  Construire  un 
vecteur  connaissant  ses  moments  par  rapport  à  deux 
points  A  e^B.  Il  y  a  une  condition  de  possibilité,  c'est 
que  les  deux  moments  aient  des  projections  équipol- 
lentes  sur  la  droite  AB,  et  alors  il  y  a  une  solution 
unique. 

En  effet,  je  puis  prendre  le  point  A  comme  origine  : 
soient  J7,j^,  z  les  coordonnées  de  B;  X,  \,  Z  les  pro- 
jections du  vecteur  cherché;  L,  M,  N  et  L',  M',  N'  les 
composantes  de  ses  moments  par  rapport  à  A  et  B.  Les 
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équations  du  problème, 

L'==L  -(y-A-z\), 

M'=  M  —  (^X  — ,rZ), 

^^'=^  -{x\-y\), 

o  =  LX^MY-f-NZ, 

donnent  une  solution  en  X,  Y,  Z  si  Ton  a 

La:  -H  M  K  H-  Nz  =  \J x  -i-  .M'  r  -+-  \'c;  t-  o. 

2.  Cinématique.  —  A|)rès  nvoir  étudie  la  vitesse  et 
raccélération  d'nn  point,  on  démontrera  les  deux  pro- 
priétés suivantes  : 

TuKOiiiiMK  l.  —  Pour  que  deux  points  restent  à 
une  distance  invariable,  il  faut  et  suffit  qu\ï  chaque 
instant  les  projections  de  leurs  vitesses  sur  la  droite 
qui  les  joint  soient  équipollentes. 

Car  l'égalité 

{  X  —  x')-  ■+■  {y  — ^r')--t-  (z  —  ^'  y-—  con«t. 

entraine 

, ,  dx        ,  ,    dy  ,    dz 

{x  —  X  )  -^  ■+  (  y  —  y  ) ^  -h  i  z  —  z  )  -r- 
'  dt         -^       -^   '  dt  '  dl 

, .  dx'  ,    dy'        ,  ,    dz 

^ix-x)-^-^iy-y^^^iz-z)-^, 

et  iuversemeni . 

THKOKÈMr.  11.'^ — Dans  le  /noine/uent  d'un  solide, 
il  existe  à  chaque  instant  deux  vecteurs  H  et  K  ayant 
pour  origine  un  point  arbitrairement  choisi  A  et 
tels  que  la  vitesse  d^ un  point  quelconque  IM  du  corps 
soit  donnée  par  l'égalité  géométrique 

il)  VM=n  +  èiHMK. 

Kn  eflet  :  i"  si  les  vitesses  de  plusieurs  points  M,, 
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Ma,  ...  sont  données  par  la  formule  (i),  leurs  distances 
mutuelles  ne  varient  pas  (théorème  I). 

2°  Comme  la  position  d'un  solide  est  définie  par  celle 
de  trois  de  ses  points,  il  suffit  de  montrer  qu'on  peut 
déterminer  H  et  K  connaissant  les  vitesses  de  trois 
points  A,  B  et  C.  On  a 

Va=H, 

Vc=H  +  DlLcK. 
La  première  égalité  définit  H;  les  autres  s'écrivent 

ORbK=Vb-Va, 
OR(,K=.Vc— Va; 

elles  déterminent  R,  comme  on  l'a  vu,  caria  condition 
de  possibilité  du  problème  est  remplie. 

Le  théorème  est  exprimé  en  Géométrie  analytique 
par  les  équations 

V.t  =  $  -hcjz-  ry, 
\ y  =  "/;  -4-  rx  —  p  z, 

\'~  =  ^  +py  —  g  X- 

E.  r,,  "Ç  étant  les  composantes  de  H,  et  />,  q.  r  celles 
de  —  K. 

3.  Dynamique.  —  On  définit  la  masse  d'un  corps 
au  moyen  de  la  balance.  Soit  un  point  matériel  en  mou- 
vement, de  masse  /;?,  avant  à  un  certain  moment  l'ac- 
célération J.  On  dit  (|ue  ce  point  est  soumis  à  la  force 

F  =  mi. 

On  justifie  sans  peine  ces  deux  définitions  par  des 
faits  d'expérience  courante.  L'étude  des  forces  et  des 
circonstances  extérieures  avec  lesquelles  elles  sont  en 
relation  est  en  général  du  domaine  de  la  Physique  ;  elle 
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donne  lien   à   tin   nombre  considérable    d'hypollièses. 
On  n'étudie  en  Mécanic[iie  que  les  cas  les  ])Ins  simples. 
Le  poslulal  suivant  est  fondamental  : 

PiuivciPE  DE  Gaulée.  —  Si  un  point  matériel  est 
soumis  à  un  ensemble  de  circonstances  extérieures 
qui,  séparément,  produiraient  des  forcesF t,  F^,  ..., 
tout  se  passe  comme  s'il  était  soumis  à  une  force 
unique  K,  égale  à  la  somme  géométrique  des  précé- 
dentes. 

On  en  déduit  les  équations  du  mouvement  dun 
poini 

"'  —i—r  =  ^    ^) 

it'- 


dr- 


et  l'équation  des  forces  vives, 

d  -  nu-i  =  \(\dj-^Y  dy  h-  Z  dz  ). 

La  quantité  entre  |)arentlièses  s'appelle  travail élémen 
taire  de  la  force  X,  Y,  Z. 

Conditions  d'équilibre  du  point  matériel.  —  Pour 
que  le  point  reste  en  repos,  il  faut  qu'on  ait 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  le  point  a  nn  mou- 
vement uniforme.  Il  reste  en  repos  si  sa  vitesse  initiale 
est  nulle. 

i.  Corps  solide.  —  (  )n  le  regarde  comme  constitué 
de  points   matériels   maintenus  à   des  dislances    inva- 
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riables  par  les  forces  intérieures.  On  admet  que  ces 
dernières  sont  deux  à  deux  égales  et  directement  op- 
posées [principe  de  Aeivton)  et,  par  suite,  qu'elles 
forment  un  svstème  dont  les  six  coordonnées  sont 
nulles. 

On  en  déduit  sans  peine  les  six  équations  du  mou- 
vement, qui  ne  contiennent  que  les  forces  extérieures. 

>    m  — p—  =  >   A ,  .... 

..^        df^        ^^ 


dt  j^'"  V  '  dt       "  dt 


et  Téqualion  des  forces  vives, 

rt  y  -  wr2  =y  {\  dx -^  \  dy -:- 'L  dz). 

Théorème  lll.  —  Le  travail  éiéinentaivc  cV un  sys- 
tème de  forces  appliquées  à  un  solide  ne  dépend  que 
des  coordonnées  du  système,  et  non  de  chaque  force 
en  particulier. 

En  effet,  en  appliquant  le  théorème  II,  on  obtient 
X  dx  -i-  Y  dy  —  Z  f/s  =  (  t  X  ^  T,  Y  ^  r  Z  -:-/7  L  —  ^  M  +  /-N  )  rf/. 

Le  théorème  peut  être  inexact  si  les  points  d'appli- 
cation sont  mobiles  dans  le  corps,  car  le  théorème  II 
ne  s'applique  plus. 

Théorème  IV.  —  Pour  qu'un  corps  soit  en  équi- 
libre, il  faut  et  il  suffit  que  le  système  des  forces 
extérieures  ait  ses  six  coordonnées  nulles. 

i"  Les  conditions  sont  nécessaires,  d'après  les  équa- 
tions du  mouvement. 

2"  Elles  sont  suflisantes,  car  le  théorème  des  forces 
vives  donne  alors 


2 '«(''■-— '■o)  =  o, 
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el,  si  ('o  est  nulle  pour  chaque  poini, 

donc  la  vilesse  r  de  chaque  point  est  nulle. 

o.  On  voit  qu'il  y  a  seulement  deux  principes  à 
admettre:  celui  de  Galilée  et  celui  de  Newton.  Il  est 
inutile  de  supposer  qu'on  peut  transporler  une  force 
en  un  point  quelconque  de  sa  direction,  qu'on  peut 
introduire  ou  supprimer  deux  forces  égales  et  dire(;te- 
uient  opposées,  (pi'un  corps  n'est  en  équilibre  sous 
l'action  de  deux  forces  que  si  elles  sont  égales  etdirec- 
ment  opposées. 

On  a  en  outre  l'avantage,  par  celte  méthode,  de 
donner  aux  élèves,  d'une  façon  simple,  deux  notions 
importantes  :  celle  de  la  vilesse  des  points  d'un  solide 
en  mouvement,  et  celle  du  travail  des  forces  applicpiées 
en  des  points  bien  déterminés  du  solide. 


[05ia] 

\OTE  SIR  LES  SIIHFACES  A  LI(i\ES  DE  COIKBIKE  PLANES  ; 

Pau  m.  J.  HAAG. 

l'rofe>seur  de  Malliéiiialiques  spéciales  au  f^ycée  de  Douai. 


Soient(S)  une  courbegaucheet?/  larcde  cettecourbe, 
compté  à  partir  cl'une  certaine  origine.  Attachons  à 
cette  couibc  un  Irièdre  (T)  dont  l'origine  sera  en  un 
point  quelconque  de  (S);  l'axe  des  x  sera  la  tangente, 
M  >'  sera  la  normale  principale  et  M;  la  binormale.  On 
sait  (pi'on  a  alors  le  système  de  Iranslalions  et  de  rola- 

Ann.  de  Malkcniat.,  4'  série,  l.  VIII^  (Aoùl  190H.)  23 
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tion  suivant  : 

s=l,        •/)  =  o,        I  =  o,       p— —  -,        q  =  a,        ''=7' 

0  et  T  étant  les  rayons  de  courbin*e  et  de  torsion,  et  la 
variable  a  jouant  le  rôle  du  temps. 

Ceci  étant,  imaginons  que  dans  le  plan  ^\xy  on  trace 
une  courbe  (C)  dont  les  équations  paramétriques  soient 

^=/(«,  t'),      y  =  giU'V),      z=o. 

Quand  u  varie,  cette  courbe  engendre  une  certaine 
surface  (S). 

Cherchons  d'abord  la  condition  pour  que  sur  celle 
surface  les  courbes  ^'  =  const.  soient  les  trajectoires 
orthogonales  des  courbes  (C).  Quand  u  seul  varie,  les 
déplacements  élémentaires  d'un  point  P  quelconque 
de  (C)  sont 


La  condition  d'orthogonalité  cherchée  est  donc 

On  remarque  que  cette  équation  ne  renferme  que  /'. 
Or,  quelle  relation  y  a-t-il  entre  différentes  courbes 
gauches  pour  lesquelles  le  rayon  de  courbure  a 
même  expression  en  fonction  de  l'arc  de  la  courbe? 
Si  nous  considérons  la  développable  (D)  dont  (S)  est 
l'arête  de  rebroussement,  on  voit  immédiatement  que 
l'élément  linéaire  de  cette  développable  est 

^5^  =  dx^-^  r^x^  du-. 

Il  ne  dépend  que  de  /•. 

On  déduit  de  ces  remarques  le  théorème  suivanl  : 

Théouème.  —  Considérons  une  famille  quelconque 
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de  sections  planes  (G)  d^ une  surface  quelconque  (S). 
et  soient  (C)  leurs  trajectoires  orthogonales  sur 
cette  surface.  Les  plans  des  courbes  (G)  ont  une  cer- 
taine enveloppe  (D).  Déformons  celte  enveloppe 
sans  déchirure  ni  duplicalure,  de  telle  façon  que 
ses  génératrices  rectilignes  demeurent  des  droites. 
Si  chaque  plan  tancent  entraîne  avec  lui  la 
courbe  (G)  correspondante,  on  obtiendra  une  nou- 
velle surface  (S,).  Les  points  des  différentes 
courbes  (C)  qui  étaient  primitivement  sur  une  même 
trajectoire  orthogonale  (C)  demeurent  encore, 
après  la  déformation,  sur  une  même  trajectoire 
orthogonale  (G',)  des  courbes  (G,  ). 

Ge  théorème  piésenle  une  grande  analogie  avec  un 
théorrmc!  démontré  par  Rihauconr  sur  les  congruences 
de  conrhes  planes  ('). 

Supposons  maintenant  que  les  courbes  (G)  soient 
lignes  de  courbure  sur  (S!).  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il 
faut  et  suffit  que  l'angle  0  que  fait  la  tangente  à  (G') 
avec  le  plan  '^ïxy  soit  une  fonction  de  u.  Or,  si    Ton 

pose 

i)x  \  -        /  dy 


•^■'=U,-'-->')'-^(i.-^'-")'-^/'^^ 


on  a 


d'où 


sine  =  ^, 
A 


ôx  \  -        I  dy 


da-''y)^\Tu-^'^^   =cot^O;,V^ 


ou 


C)   RiRAUcoun,   Sur    la   déformation    des  surfaces    {Comptes 
rendus,  t.  LXX,  1870,  p.  33o). 


en  posant 

(3j 
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p  cot6. 


Pour  avoir  la  surface  à  lignes  de  courbure  planes  J;i 
plus  générale,  il  faut  donc  résoudre  le  système  (i),  (2  1 
par  rapport  à  :r  et  y.  Avant  résolu  ce  système,  on 
en  déduira  des  courbes  (C)  que  Ton  placera  dans  les 
différents  plans  osculateurs  de  la  courbe  gauche  (S)  la 
plus  générale  dont  la  courbure  évaluée  en  fonction  de 
l'arc  est  égale  à  /•.  Ces  courbes  seront  lignes  de  cour- 
bure d'une  surface  qui  coupera  leurs  plans  respectifs 
sous  un  angle  ^  tel  que  ion  ait 

tansrO  =  f.. 


p  désignant  la  torsion  de  (S)  changée  de  signe. 

On  pourra  en  particulier  supposer  que  la  fonction  p, 
qui  peut  être  prise  arbitrairement,  soit  égale  à  Uï.  On 

aura  alors 

tango  =  i, 
d'où 

A^  =  o. 

Par  suite,  les  tangentes  à  (C)  seront  des  droites  iso- 
tropes. On  en  déduit  immédiatement  que,  si  les 
courbe-s  (C)  ne  sont  pas  des  droites  isotropes,  la  sur- 
face (S)  devient  alors  une  développabic  circonscrite 
au  cercle  imaginaire  de  l'infini. 

On  déduit  de  tout  ce  qui  précède  le  théorème  sui- 
vant : 

TnÉORiorE.  —  Soient  (A)  une  déi-eloppable  isotrope 
et  (D)  une  autre  développable  quelconque.  Défor- 
mons (D)  de  façon  que  ses  génératrices  demeurent 
rectilignes  et  supposons  que  ses  plans  tangents 
entraînent  avec  eux  les  courbes  suivant  lesquelles 


(  ■>■>:  ) 

i/s  coupaient  (A).  Après  la  déformai  ion  la  plus 
fiénérale,  ces  courbes  planes  constituent  des  lignes 
de  courbure  de  la  surface  sur  laquelle  elles  se  trou- 
vaient. De  plus,  toute  surface  à  lignes  de  courbure 
planes  peut  être  obtenue  de  cette  façon. 

Ce  théorème  est  d'ailleiirs  fort  connu  [voir  D.vu- 
lioux,  Théorie  des  surfaces,  t.  IV,  p.  206). 

Étudions  iiialnieuant  le  sjstènie  (1),  (2).  On  en 
déduit  tout  dabord  ({ue  la  surface  à  lignes  de  courbure 
planes  la  plus  générale  dépend  de  (piatre  fonctions 
arbitraires  d'une  variable,  à  condition  toutefois  de  choi- 
sir convenablement  la  variable  c.  Nous  ne  nous  occupe- 
rons pas  de  l'intégration  de  ce  système.  Nous  allons 
simplement  lui  faire  subir  quelques  transformations 
(|ui  nous  conduiront  à  un  résultat  intéressant. 

On  satisfait  aux  équations  (1)  et  (2)  en  posant 

/   ô.r 

l  -—  =  ry  -\-\Jv  coso, 

)  ail  "  ' 


(4) 


|§^=-/-a:+Uj-sincp, 


-—    = A  SMIO, 

âv  ' 

-fl.  =  A  coscp, 

les  fonctions  A  et  es  étant  des  fonctions  inconnues 
(le  u  et  de  c.  Ces  fonctions  ont  d'ailleurs  une  significa- 
tion géométri(pie  simple.  Dabord  es  désigne  l'angle 
(le  Mx  avec  la  normale  en  P  à  (C).  Puis,  si  l'on  appelle 
T  l'arc  de  la  courbe  (C),  on  a 

de  sorte  (pie  le  rayon  de  coubure  (C)  est  égal  à  -^  •  Éga- 
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Ions  mainlenanl  les   deux  valeurs   de  - — —,  ainsi   que 

celles  de-r-^)  que   l'on  peut  déduire  de  (4)  et  (5), 
On  a 

,,        .         do  .  O'i         à'/.    . 

(  /•  -r-  U  cos',i  )  y.  C0S9  —  U  V  sino  —^  =  —  A  cosv  V 7~sin®, 

^  '  '  '  -^         •  Ov  ^  au        Ou        ' 


r/,  sinç  -r-  U  sin'^À  cos<p  -+-  Uy  cos'y 

=  —  A  sincs  —  -+-  T—coso, 
'  ou        ou 


dv 


d'où  l'on  déduit  aisément 

(6)  r  -+-  U  cos<f  -T- 


du 


U    ^  =  — . 

'^  dv         du 

Si  l'on  voulait  achever  l'intégration  du  système  (i), 
(2),  il  faudrait  tirer  y  de  cette  dernière  équation  et 
porter  dans  (3)  et  (4).  Mais  on  est  conduit  à  des  cal- 
culs qui  semblent  compliqués.  Occupons-nous  seule- 
ment de  l'équation  (6),  qui  nous  donne  l'angle  'i.  Si 

l'on    pose    tangi  =  ^,    elle    devient   une    équation    de 

Riccati  en  t.  Si  nous  convenons  alors  d'appeler  lap- 
port  anharmonique  de  quatre  tangentes  à  une  courbe 
plane  quelconque  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
tangentes  parallèles  menées  à  un  cercle  du  plan  de 
cette  courbe,  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  sui- 
vant : 

Théorème.  —  Considérons,  sur  une  surface  à 
lignes  de  courbure  planes,  quatre  lignes  de  seconde 
courbure  quelconques.  Ces  quatre  lignes  rencontrent 
chaque  ligne  de  première  courbure  en  quatre  points 
dont  les  tangentes  ont  un  rapport  anharmonique 
constant. 
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Si  l'on  suppose  en  particulier  une  surface  à  lignes  de 
courbure  circulaires,  on  retrouve  un  théorème  dû  à 
IVf .  Picard  (Annales  scientifiques  de  VEcole  Normale 
supérieure,  a*"  série,  t.  VI,  1877,  P-  ^^2). 

Plus  particulièrement  encore,  on  en  déduit  que  : 

Étant  donnée  une  famille  quelconque  de  cercles 
sur  une  sphère,  quatre  de  leurs  trajectoires  orthogo- 
nales coupent  tous  les  cercles  de  la  famille  en  quatre 
points  de  même  rapport  an  harmonique . 

D'où  l'on  déduit  par  inversion  le  même  théorème 
|)Our  une  famille  plane  de  cercles  (Darboux,  Théorie 
des  surfaces,  t.  1,  p.  116).  Si  l'on  combine  cette  der- 
nière propriété  avec  le  premier  théorème  de  celte  Note, 
on  obtient  immédiatement  une  proposition  due  à 
M.  Demartres  ('  )  : 

TnÉOTikME.  —  Etant  donnée  une  surface  quel- 
conque possédant  une  famille  de  cercles,  quatre  tra- 
jectoires orthogonales  quelconques  coupent  chaque 
cercle  en  quatre  points  de  rapport  anharmonique 
constant. 

Nous  terminerons  en  faisant  remarquer  que,  d'après 
ce  qui  précède,  la  détermination  des  lignes  de 
seconde  courbure  d'une  su/ face  à  lignes  de  cour- 
hure  planes  se  ramène  à  l'intégration  d'une  équa- 
tion de  Riccati.  Nous  savons  même  quelles  variables 
il  faudra  choisir  pour  tomber  sur  cette  équation. 
Enfin,  il  résulte  de  là  que,  si  l'on  connaît  une,  deux  on 
trois  lignes  de  seconde  courbure,  les  autres  se  déter- 
mineront par  deux,  une  ou  zéro  quadratures. 

(')  Annales  de  l'École  Normale,  H'  série,  t.  II,  i8Sj. 


(  M\o   ) 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  LÉCOLE  POLYTECIINIOIIE  EN  1908. 
COMPOSITION  DE  GEOMETRIE  ANALVTIOIE  ET  MECANIUIE. 

Solution  p\r  M.   PHILBERT  DU  PLESSIS. 


On  considère  un  plan  P  et  un  système  (  S  )  de  forces 
appliquées  à  un  solide  invariable  ;  ce  système,  par 
hypothèse,  n'est  équivalent  ni  à  une  force  unique, 
nia  un  couple,  nia  zéro. 

I.  Démontrer  sans  calcul  que  le  système  (S)  peut 
être  en  général  remplacé  par  deux  forces,  V une  F, 
normale  au  plan  V,  l  autre  Fo  située  dans  ce  plan. 

Indiquer  les  conditions  de  possibilité  du  problème . 

II.  Soient  Ox,  Ojk,  Os  trois  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  ;  X,  Y.  Z,  L,  M.  N  les  six  coordon- 
nées du  système  (S),  c^  est-à-dire  les  projections  sur 
les  axes  de  la  résultante  générale  et  du  moment 
résultant  relatif  au  point  O. 

Soit  enfin 

IIX  -i-  V y  -r-  H  .s  -+-  A  =  <) 

V équation  du  plan  P. 

On  demande  de  calculer  les  coordonnées Xi^yi.^  ;;, 
du  point  de  rencontre  S.de  la  forceY  ^  avec  le  plan  P. 
ainsi  que  V  équation  du  plan  W  mené  perpendiculai- 
rement au  plan  P  par  la  droite  D  qui  porte  Fj. 

III.  On  assujettit  le  plan  V  à  passer  par  une  droite 
fixe  donnée  A. 

Trouver  le  lieu  géométrique  [C]  du  point  A,  et  le 
lieu  géométrique  [S]  de  la  droite  D,  quand  le  plan  P 
pivote  autour  de  la  droite  donnée  \. 


(  •^<>'  ) 

IV.  Former  V équation  réduite  de  la  surface  [2] 
et  discuter  la  nature  de  cette  surface  suivant  les 
positions  diverses  de  la  droite  donnée  A. 

1.  Les  forces  F,  et  F2  clierchées  élanl  équipollenles 
resjDectivenlent  aux  projections  oilhogonales  delà  résiil- 


lanle  générale  sur  la  normale  au  plan  P  et  sur  ce  plan,  il 
est  nécessaire,  pour  qu'aucune  d'elles  ne  soit  nulle,  que 
la  direction  de  cette  résultante  générale,  et  par  suite 
l'axe  central  du  sjsl«''ine,  ne  soit  ni  perpendiculaire 
ni  parallèle  au  plan  P. 

Celte  condition  étant  supposée  remplie,  l'axe  central 
rencontrera  le  plan  P  en  un  point  G  où  l'on  pourra  faire 
la  réduction.  Soient,  dès  lors,  R  et  G  la  résultante 
générale  et  le  moment  résultant  portés  sur  cet  axe  cen- 
tral. Projetons  orthogonalement  ces  deux  vecteurs  en  R, 
et  G2  sur  la  normale  en  G  au  plan  l^,  en  R2  et  Gi  sur  ce 
plan,  |)uis  lrans|)orloiis  les  vecteurs  R(  et  R2  [)arallèle- 
ment  à  eux-mêmes  en  F,  et  F2,  leurs  points  d'applica- 
tion étant  amenés  sur  la  perpendiculaire  en  G  au 
plan  RGG|  (perpendiculaire  contenue  dans  le  plan  1^), 
en  A  et  en  R,  de  façon  que  les  moments  de  F,  et  de  Fa 
par  rapport  au  point  G  soient  respectivement  G,  et  G2, 
c'est-à-dire  que 

F,=  CA.G,,         F2=CB.G2, 


(  362  ) 
le  sens  de  CA  ou  de  CB  étant  tel  que,  pour  l'observa- 
teur  CG)    ou  GGo,   le  sens  de  F4    ou  de   F2   soit  de 
gauche  à  droite. 

Remarquons  que  le  moment  résultant  du  système 
par  rapport  au  point  A,  se  réduisant  à  celui  de  F2,  est 
normal  au  point  P,  et  le  moment  résultant  par  rapport 
à  un  point  quelconque  de  la  droite  BF2  ou  D,  se  rédui- 
sant à  celui  de  F) ,  est  situé  dans  ce  plan. 

II.  Les  composantes  du  moment  résultant  en  (^,^',  z) 
étant 


L-yZ+zY, 


M 


zX  -^  xZ,         N  —  xY  -^- yX, 


on    exprime    l'orthogonalité    de    ce    moment    pris    en 
(a?j,y),  :;|)  et  du  plan  P  par  les  équations 


(0 


I-— riZ-i-SiV 


M 


5,X  -f-  J-iZ 


•ï'iY^y,  X 


auxquelles  il  faut  joindre 

(2).  uar,-^  i-ji-i-  ivzi-h  h  =  o, 

puisque  le  point  A  est  dans  le  plan  P. 
La  dernière  équation  (1)  peut  s'écrire 


(r^i-i-  «'^i)X  4- ^1(1^ Y  -+-  wZ }■ 


M( 


-\t'  =  o. 


En  l'ajoutant  à   l'équation    (2)    multipliée    par    X» 
on  a 

iTi  (  »  X  -f-  (■  Y  -I-  (V  Z  )  -f-  M  <i^  —  N  {'  -H  /?  X  =  o, 
d'où 


^-1=: 


\t— M»'  — AX 

«X 


(3j 


l' Y  -h  w  Z 
et,  par  pernuitation  circulaire, 


u  X  j-  r  Y  -H  (v-  Z 
Mu  —  Lv  —  hZ 


«  X  —  r  Y 


H   Z 
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De  même,  piiisqii'en   tout  point   de   D   le    moment 
résultant  est  situé  dans  P,  celte  droite  appartient  au  lieu 
des  points  où  ce  moment  est  parallèle  à  P,  dont  Pécpia- 
tion  est 

«(  L  — 7Z -H  3  Y) -+- t'dVI  —  z  X -+- rrZ) -4- «'(N  —  a- Y -j- jkX)  =  () 
ou 


(4) 


-1-  ;;  (  «  Y  —  <•  X  )  -4-  L  u  -+-  iM  t'  -+-  N  i*' 


Or,  on  vérifie  immédiatement  que  ce  plan  est  per- 
pendiculaire au  plan  P,  attendu  ([u'on  a  identiquement 

a{vT,  —  w  Y )  -4-  i'  ( tv X  —  uL)-\-  w  iyu\  —  c X  ) ^  o. 

Le  plan  représenté  par  (4)  n'est  donc  autre  que  le 
plan  n  de  l'énoncé. 

lll.   Si  le  plan  V  passe  par  une  droite  fixe,  on  a 

H  =   Ui-+-  À«.2>  l'  =  fj-f-  À  1-2, 

II'  =  tVi  -4-  À  «'2,  h  =  Al  -^  À  //2, 

À  étant  un  paramètre  arbitraire,  et,  comme  tous  les 
coefficients  de  (4)  sont  linéaires  en  «,  v,  w,  le  plan  II 
passe  également  par  une  droite  fixe.  Si  nous  posons 

Np  —  M<v  —  //X  —  a, 
L n'  —  Nu  —  /i  Y  =  A, 
Mu  —  Le    —  hZ    =  c\ 

îf  X  -+-  t' Y    -4-  w  Z  =  d, 

et  si  nous  représentons  par  rt,,  ^/,  c/,  di  ce  que 
deviennent  ces  quantités  quand  on  y  renriplace  les  u,  »', 
(v,  h  par  Ui,  c,,  (v,,  A,-,  nous  voyons  que  les  coonlon- 
nées  du  point  A  sont  données  par 

>■         _         "         _  f 


À  rf  2  bi-^}J)o  Cl  -r-  X  C2  (/i  -+-  À  d'i 
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d'où 

(5) 


a\d-,  —  a-i d\        b\  do  —  b^di        c^d^  —  c^,  d^ 

équalious  d'une  droite  qui  est  le  lieu  [C]  du  poinl  A. 
De  même  si,  représenlant  par 

P  =  o         et         II  =  o 

les  équations  des  plans  P  et  II,  nous  désignons  par  1^/ 
et  11/  ce  que  deviennent  leurs  premiers  membres  parla 
même  substitution  que  ci-dessus,  nous  voyons  que,  ces 
équations  s'écrivant 

Pi  — ÀP,=  o      ei       ni-+-),n,  =  o, 

le  lieu  \Z\  de  leur  droite  D  d'intersection  est  donné 
par 

(6)  PiHs— P.IIi^  o, 

quadrique  réglée  dont  nous  allons  discuter  la  nature, 
et  qui  contient  d'une  part  la  droite  A,  de  l'autre  la 
droite  A'(n,  r=  o.  110=  o")  autour  de  laquelle  pivole  le 
plan  n. 

IV.  Pour  opérer  la  réduction  de  Téquation  (6),  fai- 
sons un  choix  particulier  d'axes.  Prenons  comme  axe 
des    ;   l'axe   central    du    système  (S),   ce    qui  revient 

à  l'aire 

X  =  o,  Y  =  o.         Z  =  R, 

L  =  o,         M  =  o,  N  =  G, 

et  comme  axe  des  x  la  perpendiculaire  commune  à  cet 
axe  et  à  la  droite  A  dont  les  équations  seront  dès  lors 

la  signification  de  /  étant  fournie  par 
t  =  langio. 


(  :m  ) 

si  co  esl  Tang 

e 

d 

e  A  avec  la  direction  de  0^.  Cela  revient 

à  prendre 

«1=1, 

p,  =  0,          H'i  =  o,               /'i  = — a7u, 

«2  =  <>: 

i>.2=\,              (lo  =  /,               h.i=z  o, 

d'où  se  dédiiisenl 

«1  =;  o,  hi  =  —  G,         Cl  =  Ra^o,         <^/i  =  o, 

«2=  G,         ^2=0,  C2  =  o,  rAj  =  — R/. 


r5') 


Les  équations  (5)  deviennent  alors 

j  Rtx  -+-  G    =o, 
1  Ra^o^  -H  (jz  —  o, 

et  l'équation  (6) 

(G')     R(if;2-i-j'2^— R/K3  —  (R.-ro-+-  GO-^-f-  GtT^,=  o. 

Dans  le  cas  où  l'angle  tu  est  droit  (A  orthogonale  à 
l'axe  central)  et,  par  suite,  t  infini,  cette  équation  se 
réduit  à 


(«•.") 


Ryz  -^  G(x  —  .To)  =  o. 


Lorsque  f  n'est  pas  infini,  l'équation  en  s  de  l'équa- 
tion (G'),  préalablement  divisée  par  II,  esl 


I  A'  O 

O         r  — 

/ 
o         —  - 


OU 


/2 


(  I  —  *  1  (  .v2    -  5 j  =  o, 

dont  les  racines  sont 


I, 


*2  = 


(  :m  ) 

On  a,  d'aiilre  pari  [avec  les  nolalions  habituelles  (')]. 


Par  snile,  la  forme  rëduile  correspondant  à  (6')  est 

<7)    a7'2-+-l K^— ^^ ; -' Tr?— ^  =  «' 

OU,  si  l'on  se  reporte  à  l'expression  ci-dessus  de  t, 

U) 
(•j'ois)     37  2  COSCO  -HJ'  ^  COS^ — 

,     .      M       (R^TnCosw  —  Gsinoj)^ 

_   -'-2^,12 ^ —T^, =0, 

7.  \  R-  COSOJ 

équation  qui  représente  un  hyperboloïde  à  une  nappe, 
à  moins  que  10  =  0,  ou  que 


tang 


R^o 


auxquels  cas  F  hyperboloïde  se  réduit  respectivement  à 
un  cylindre  de  révolution  ou  à  un  cône. 

La    dernière    condition    exprime    d'ailleurs    que   la 
droite  A',  dont  les  équations  0,  =  o,  172=0  sont  ici 

y  "=  o, 

Ra7  — G/  =  0, 

rencontre  la  droite  A  définie  par  les  équations  (5'). 

Pour  l'équation  (6"),  également  divisée  par  R,  l'équa- 
tion en  s  est 

—  .v       o  o 

I 
o       —  s 


(')    NiEWENGLOWSKi,    Cours  de   Géonidtrie   analytique,    t.    III, 
p.  ■>-i\. 


à 


(  36;  ) 
ou 

dont  les  racines  sont 


1  I 

5,=  O,  ^2=    -  ,  .^3  = 

2  2 


On  a  d'ailleurs  ici  (  '  j 

H G^ 

P   ~       4R2' 

d'où  la  forme  réduite 

(7  )  .r^  — 3^ — ^A-  =  o, 

représentative  d'un  paraboloïde  hyperbolique  équi- 
latère. 


REMARQUES   GÉOMÉTRIQUES. 

Si  l'on  a  recours  à  la  notion  du  complexe  de  Chasles 
(complexe  linéaire  des  axes  de  moment  nul  du  système) 
on  peut  remarquer  que,  puis(|ue  le  moment  résultant 
en  A  est  normal  au  plan  P,  ce  point  A  est  le  loyer  du 
plan  P.  Par  suite,  lorsque  ce  plan  varie  en  passant  par 
une  droite  fixe  A,  le  point  A  décrit  la  droite  conjuguée 
de  A.  Tel  est  donc  le  lieu  [C]. 

Toutes  les  droites  du  complexe  qui  passent  par  le 
point  I,  à  l'infini  sur  le  support  de  F),  rencontrent  le 
support  D  de  F2.  Autrement  dit,  le  |)lan  polaire  de  1  est 
le  plan  fl  mené  par  D  perpendiculairement  au  plan  P. 
Or,  lorsque  le  plan  P  pivote  autour  de  A,  le  point  I  décrit 
la  droite  à  l'infini  [  l]  des  plans  perpendiculaires  ;i  A. 
Son  plan  polaire  H  passe,  par  suite,  constammeni  pur 
la  droite  A'  conjuguée  de[I]. 

(')    NiKWENGLOwsKi,    Cours  de  Géométrie  analytique,  t.    III, 
p.  j-i. 


(  368  ) 

La  droite  D  apparaît  donc  comme  l'inlersecLion  de 
deux  pians  P  et  II  rectangulaires,  passant  chacun 
par  une  droite  fixe,  A  pour  l'un,  A'  |)our  l'autre.  Le 
lieu  [S]  de  cette  droite  est  donc  rhvperboloïde  de 
Chasles  défini  par  ces  deux  droites.  Cet  hyperboioïde 
se  réduit  à  un  cylindre  de  révolution  si  elles  sont  para- 
lèles  et  à  un  cône  si  elles  se  rencontrent.  Elles  ne 
peuvent  d'ailleurs  être  parallèles  que  si  A  est  parallèle 
à  l'axe  du  complexe,  avec  lequel  A'  vient  alors  coïn- 
cider. 

Si  A  est  orthogonale  à  l'axe.  A'  est  la  droite  à  l'infini 
du  plan  mené  par  cet  axe  perpendiculairement  à  A, 
et  l'hyperboloïde  de  Chasles  devient  un  paraboloïde 
hyperbolique,  d'ailleurs  équilatère  puisque  sa  généra- 
trice A  est  perpendiculaire  au  plan  directeur  con- 
tenant A'. 

NOTE  ADDITIONNELLE. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  montrer  comment  se  pouvait 
résoudre  la  Partie  II  si  l'on  ne  songeait  pas  à  utiliser  les 
remarques  énoncées  à  la  fin  de  la  solution  de  la  Partie  I 
ci-dessus,  relativement  à  la  direction  du  moment  résultant 
soit  en  A,  soit  en  un  point  courant  de  D. 

Si  donc,  (xi,  yt,  Zi)  étant  le  point  A,  {  x^,  j'-i,  -2)  un  point 
courant  de  D,  on  représente  par  Xj,  Yj,  Zj  et  Xj,  Y,,  Zj  les 
composantes  des  forces  Fj  et  F.2,  on  a  immédiatement 

(1)  UXi-i-Vfi-{-»'Zi-^h=Q, 

(2)  uXi-h  vy^-h  »>Zî-\- h  =  o, 

i    X  =  X,  -  Xo, 

(3)  )  Y  =  Y, +  Y,, 

i  z  =  z,  ~z,, 

(4j  \   M  =  ^,  \,  — ,r,Z,-^5,X,— ^oZ., 

(    X  =  .ri\\  —  yi\i-^Xi\2—y.2\i, 


(  369  ) 

puis,  en  exprimanl  que  la  force  F,  e«t  normale  au  plan  P, 
X,        Y,        Z, 


(5) 


et  que  la  force  F,  est  dans  ce  plan, 

(6)  mX, -t- rY,-^  n^Z2  =  o, 

soit  en  tout  onze  équations  pour  déterminer  les  onze  incon- 
nues constituées  par  Xj,  jj,  Zi,  Xj,  Y),  Z|,  Xj,  Y2,  Zj  et  deux, 
des  coordonnées  x-y,  y^,  z-i.  la  troisième  étant  arbitraire 
puisqu'il  s'agit  d'un  point  quelconque  de  la  droite  D. 

Calculons  dès  lors  x^,  y\,  z^. 

Des  deux  premières  équations  ( \)  nous  déduisons 

Li^  —  Mit  =  Zifpi'i  -1-  uxi)  —  5,  (p  Y,  -f-  mX,) 

-H  Zo(  vyi-\-  UX2) —  ^2(1-' Yj  -H  mXj) 

ou,  en  tenant  compte  de  (i).  i'i)  et  (6), 

Le  —  .M  «  =    -  Zi{wzt-+-  h)  —  ^,  (  t^  Y1-4-  wXi) 

—  Z2(  IVZ^-h  h) -h  Z-iivZ^ 

=  — (mXi-(-  i>\i-h  tvZi  )Zi  —  /i(Z,-t 
Or,  des  équations  (3),  eu  égard  à  (6),  on  tire 

u\  -\-  i>\  -+-  wZ  =  i<  X 1  -I-  i»  Y ,  -i-  tv  Z 1 . 
Il  vient  donc  finalement 

\.i>  —  M  u  =  —  ( u\  ^  vY  -+-  wZ)Zi  —  /iZ, 

M«  —  l.r  —  /jZ 


Z2). 


d'où 


u\  ^  V  Y 


Hf'Z 


Pour  Xi  et/i,  il  suffit  de  faire  une  permiiialion  circulaire. 
On  retrouve  ainsi  les  formules  ci-dessus. 

Passons  au  plan  FI.  Ce  plan,  contenant  le  point(.r2,  ^2.  -2*  • 
et  la  force  de  composantes  (X..,  Yo,  Z2),  et  itant  perpendicu- 
laire au  plan  P  dont  la  normale  a  pour  paramètres  directeurs 
(h,  V,  tv),  aura  une  équation  delà  forme 

\  X  —  ^^2   y  — y-i    -  —  -2  ! 

X,  Yo  Z-, 


Ann.  de  Mat/uniai.,  i"  série,  l.  VIII.  (  \oi1t  1908.) 
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(  3-0  ) 
c'est-à-diz'e 

X  («'Y.2 — K-2.<i)-\-y  {uTLi — (vX^i-t-^  (t'X2 — uY^) 
—  \XiiwY.i—  vZi)^y^(u  Z-i —  (vX,  )  H-  52(1^X2 —  «  Y2)]  =0. 

Or,  si  l'on  tient  compte  des  équations  (  5  j,  les  équations  (3) 
donnent  immédiatement 

w\z  —  t' Z2  =  (V  V  —  (' Z ,         ul,%  —  (V X 2  =  «/ Z  —  tp X , 
f  X2  —  u  Y2  ==  t'  X  —  u  Y, 

et  les  équations  (4) 
Lu  -\-  M p  -H  N  (p 

=  ;r2  (  W  Yo  —  f  Zo)  -i-J'2(  ''^2  —  w\2)-^  Z=>{l'\i  —  «  Y2). 

Il  vient,  par  suite,  pour  l'équation  du  plan  n, 

X  [vZ  —  w\  )-^  y  (iv\  —  M  Z  )  —  ^  C  H  Y  —  «'  X  ) 

-i-  L  i<  -f-  M  j'  -+-  N  Mf  =  o. 

Remarque.  —  Les  équations  (5)  exprimant  que  Fj  est  nor- 
male au  plan  P  n'interviennent  pas  dans  le  calcul  de  X\.  yi,  Zi. 
Et,  en  effet,  le  point  \  est  indépendant  de  la  direction  de  Fj, 
pourvu  que  ¥-2  soit  dans  le  plan  P,  attendu  que,  quelle  que 
soit  cette  direction,  ie  point  A  reste  toujours  celui  où  le 
moment  résultant  est  normal  au  plan  P,  c'est-à-dire  le  foyer 
de  ce  fover. 


C0\C01RS  D'AD)IISSIO\  A  L  ECOLE  POLVTECHMOIE  EX  1908. 
COMPOSITION  D'ALGÉBUE  ET  DE  TRIGO\OMÉTKIE. 

SOLLTIO"   PAR   M.    Je.vn   SER\'AIS. 


1.    Construire  la  courbe  qui  représente  la  fonction 

log- 
JK  =  4  ^  -i -7,  • 


(  3;,    ) 
[I.   Soit  (G)  l'arc  de  celte  courbe  qui  a  pour  ori- 
gine le  point  A,  où  elle  traverse  l'axe  des  x^  et  pour 

Fi^.  I. 


extrémité  le  point  B  qui  correspond  au  maximum 
de  y.  Calculer  l'aire  (S)  comprise  entre  V arc  (C), 
l'axe  des  x  et  V ordonnée  BD  de  B. 

III.  .So/V  iM  un  point  quelconque  de  (G).  Menons 
la  perpendiculaire  PM  à  l'axe  des  x\  soit  N  le  point 
oii  elle  rencontre  la  corde  AB.  Menons  par  N  la 
parallèle  à  l'axe  des  x  qui  coupe  en  R  l'arc  (C)  et 
en  (^  la  parcdlèle  à  l'axe  des  y  menée  par  A.  Por- 
tons sur  le  prolongement  de  PM  une  longueur  MS 
égale  à  QR. 

f^rsque  M  décrit  (C),  S  décrit  un  arc  de  courbe 
(C/);  cet  arc  passe  au  point  A.  Calculer,  à  un  cen- 
tième près,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à 
cet  arc  i  C)  au  point  A. 

I^  .  Soit  (S')  l'aire  balayée  par  le  segment  de 
droite  MS  lorsque  Mdéc/-it(C).  Montrer  qu' il  existe 
entre  (2)  et  (2)  une  relation  numériciue  qui  subsiste 
lorsqu'on  remplace  dans  les  constructions  précé- 
dentes l'arc  {Q) par  un  autre  arc  de  courbe  quel- 
conque ayant  les  mêmes  extrémités  k.  et  B,  pourvu 
toute/ois  que  ce  nouvel  arc  soit  situé  au-dessus  de  AB 
et  ne  soit  pas  rencontré  en  plus  d' un  point  par  une 


(  3:^  ) 

paj'allèle  quelconque  à  l'un  ou  l'autre  des  axes  de 
coordonnées. 

Nota.  —  Le  signe  log  représente  des  logarithtnes 
népériens  dont  la  lettrée  représente  la  base. 

Les  axes  de  coordonnées  sont  supposés  rectangu- 
laires. 

I.   Pour  que  _)^  soit  réel  et  bien  déterminé,  il  fantque 

la  valeur  de  x  soit  positive. 

Si  l'on  pose 

loga7  =  3, 
on  a 


y  =  \e 


dy        ,     1  —  z 


dz 


=  \e 


La  dérivée  s'annule  pour 

3  =  2,         :r  =  e^ 

On  a,  par  suite,  le  Tableau  de  variation  et  la  courbe 

ci-dessous  [fi g-  2)  : 

Fig.  2. 


X 

z 

y 

0 

X 

0 

décroît 

I 

0 

30 

00 

croît 

e 

I 

0 
croît 

e2 

1 

e  (  max.) 
décroît 

-h  oc 

-H  ce 

0 

La  courbe  coupe  O.r  au  point  A  d'abscisse  .r  =  e. 


(  373  ) 
La  tangente  à  l'origine  est  verticale,  car  en  ce  point 

dy        dy   dz         ^     i  —  z 
dx        dz  dx  z'^  e^  ' 

la  valeur  de  -r-  est   infinie,   car  le  dénominateur  z"^ e'^ 
dx 

tend  vers  zéro  quand  z  croît  indéfiniment  par  valeurs 

négatives. 


11.   L'aire  demandée  a  pour  valeur 

X=    /      y  dx  ^    I    le — - — e~dz. 

Je      -^  J,  ^' 

ceci  s'écrit 

:L  =  ^ef^lde^^e-~d(l^=uf^di^{'^ 
■Z  =  ^e  {—  —e]  =.2e3— 4e2 


111.  Soient  .r ,  y  les  coordonnées  de  M  et  x' ^  y'  celles 
de  R.  Le  point  N  a  pour  coordonnées  x^y'  et,  comme 
il  est  situé  sur  AB,  on  a 


D'ailleurs  on  a 


,       X  —  e 

y  =  Z — r 


,     lo^.r'  —  I 
y  =4e-5 


Par  suite,  on  a,  entre  x'  et  x,  la  relation 
loga;' —  I         X  —  e 

Soit  u  le  segment  QR  : 

«  =  ar'  —  e. 


(  •^74  ) 
d'où 

log(«  -H  g)  —  I         X  —  e 
^  '  [log(  a-^  <?;]-  e  —  I 

Y  étant  l'ordonnée  de  S,  on  a 

Y  =  JK  H-  Il 

et,  par  suite,  le  coefficient  angulaire  de  la  courbe  (C) 

est 

d\  _  dy        du 
dx        dx        dx 

Nous  avons  déjà  calculé  -~-  : 

rfr  •?.  —  \os.oc 

-  -  =  Ae ^^ —  ' 

dx  x{\ogx)^' 

...    Hl 
dx 


pour  avoir  -j^,    différeniions  la  relation  (i)  qui  donne 


9.  —  lo2;(  M  -t-  e  )       1        ,            dx 
4  e  -n -2 -TT du  =  

d'où 

du  a -i- e        f  lop(  it -^  e)]^ 


f/jr        4  e  (  e  —  I  )  2  —  log  (  u  —  e  ) 

Au  point  A  on  a 

ar  =  e,  if  =  o  ; 


par  suite, 

dr        , 
dx  "'' 

4 

du               1 

et  enfin 

I 

Ue  —  i) 

IV.  Donnons  à  x  un  accroissement  A.r,  et  soit  (t'  le 
rectangle  élémentaire  MM'S'S  (Jïg-  3}  correspondant 
de  S';  à  ce  rectangle  correspond  un  rectangle  élémen- 
taires-, ^QRR'Q'deTaireS,  comprise  entre  la  courbeC, 


(  375  ) 
la  jjaiallèle  AA'à  Oy  el  la  parallèle  A'B  à  O.r.  cr'  et  t<  , 


Fis.  3. 


ayant  même  hauteur   u,  sont  entre  eux  cotnine  leurs 
bases,  MM'=  A^  et  QQ'=  A/: 

7'    _  Av-'   _ 

m  étant  le  coefficient  angulaire  de  AB. 
On  a  donc 


et  par  suite,  en  sommant  les  rectangles, 


2j  =  m::.,. 


Or,  dans  les  hypothèses  faites,  S,  est  égale  à  la  dif- 
férence entre  iaire  du  rectangle  AB'BA'  et  S.  Si  Ion 
désigne  AB'  par  a,  on  a  BB'=  ma  el,  par  suite, 


X  =  mi  rnri- —  Z  ). 


Cette  relation  est  indcpendante  de  la  forme  de  la 
courbe. 


(  3:6  ) 

Dans  le  cas  particulier  dont  il  s'agit, 


on  a  donc 


m=  ,  a  =  e*  —  e; 

e  —  i 


e  —  I  ^ 


CERTIFICATS  DE  CALCUL  DIFFEUE\TIEL  ET  INTÉGRAL. 


Caen. 


Épreuve  théorique.  —  I.  Tromper  une  surface  S,  passant 
par  la  parabole  définie,  en  coordonnées  rectangulaires, 
par  les  équations 

3"  =  R,        J)'^  =  laz, 

et  telle  que  le  plan  tangent  en  l'un  quelconque  de  ses 
points,  M,  rencontre  à  la  distance  constante  R  de  l'origine 
la  droite  menée  de  cette  origine  à  la  projection  du  point  M 
sur  le  plan  OXY. 

II.  Etant  donnés  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ, 
déterminer  les  trajectoires  orthogonales  des  cercles  qui 
touchent  OZ  en  O  et  qui  ont  leurs  centres  sur  la  droite 

5  =  o.     '    X  =  a; 

montrer  que  ce  sont  des  cercles  situés  dans  des  plans  per- 
pendiculaires à  OXZ. 

Épreuve  pratique.  —  Intégrer  l'équation 

d^y  ,       cliy        ^.        dv         ,,  8  33 

X^  -—•  H-  I  3  .r^  -r-^   -H  6 1  ^  -^ h  bj  K  =  — r  H • 

dx^  dx-  dx  x-         X 

(Juillet  1907.) 
ÉpREUVii  THÉORIQUE.  —  I.  Déterminer  l'intégrale  de  l'é- 


(377  ) 

quation 

dz  ,  âz 

z(  X  -i-  z) y(  r-H  -)-—  =o, 

qui  se  réduit  à  \ y  pour  x  =  \. 

II.  On  considère  la  surface  déterminée,  en  coordonnées 
rectangulaires,  par  les  équations 

X  =  3u  -1-3 uv^  —  u^, 
y  =  "iv  -+-3u^i>  —  v^, 
z  =  3u^~  U''-. 

Cherche/-  les  lignes  de  courbure  et  montrer  que  ce  sont 
des  cubiques  situées  dans  des  plans  parallèles  à  OX  ou 
à  OY,  suivant  la  série  dont  elles  font  partie. 

(Novembre  1907.) 

Marseille. 

EpRKi  VE  THÉoRiQVE.  —  1°  Exposer  la  théorie  du  change- 
ment de  variables  dans  une  intégrale  double. 

2°  Vérifier  que  les  deux  systèmes  de  sphères  définies  par 
les  équations 

ax).--\-  (  x'^ -\-  y"^ -+-  z"^  —  a^)\  -+-  lay  =  o, 
x^  -4-  _}  -  -4-  3^  _|_  ^2  —  •>.  a  (  37  -+-  y  )cos  [Ji  -i-  -^.az  si  n  [x, 

où  ),  et  [1  sont  des  paramètres  arbitraires,  ont  même  enve- 
loppe. 

Déterminer  les  lignes  de  courbure  de  cette  enveloppe, 
les  centres  de  courbure  principaux  en  un  point  et  le  lieu 
de  ces  centres  de  courbure. 

EpRKi  VE  PHATiyiE.  —  i"  Déterminer  tous  les  zéros  et  tous 
les  pôles  de  la  fraction  rationnelle 

R{z)  = 


(Z  t  }(  Z'* 2  Z-'  —  •>.  Z'2 


OÙ   t  est  un    pôle   sinij>ic  dans   le  plan   des  -,   et   indiquer 
leurs  ordres  respectifs. 

•i."    On  isole   chaque  pôle  de  R[z  ),  y  compris  t,  dans    un 
contour  fermé  simple  ne  contenant  que  ce  pôle. 


(  3:8  ) 

Calculer  les  valeurs  de  l'intéi^rale 


I  Riz)dz 


le  long  des  contours  ainsi  formés,  le  point  z  se  déplaçant 
dans  le  sens  positif. 

3°  Les  intégrales  ainsi  obtenues  sont  des  fonctions  de  t. 
Démontrer  que  leur  somme  est  nulle  et  que,  de  ce  fait,  on 
peut  déduire  la  décomposition  en  éléments  simples  de  la 
fraction  rationnelle  en   t 


it^^  If- —  ît 


4°  Calculer  la  fonction  primitive  de  cette  fraction. 

(Novembre  1907.) 

Montpellier. 

Eprecvi:  écrite.  —  Une  courbe  C.  rapportée  à  trois  axes 
rectangulaires,  est  représentée  par  les  équations 

X  =■  1  abt, 
y  =  «Mog^, 
z  =  b'^  f\ 

où  t  est  un  paramètre  variable. 

^°  Calculer  l'arc  d  une  portion  de  la  courbe  C. 

•2°  Déterminer  le  rayon  de  courbure,  le  rayon  de  torsion 
et  les  coordonnées  du  centre  de  courbure  en  un  point 
quelconque  de  la  courbe  C. 

3^'  Un  cylindre  a  ses  génératrices  parallèles  à  taxe 
des  Z,  et  pour  directrice  la  courbe  G;  calculer  la  surface 
de  ce  cylindre  comprise  entre  la  courbe  C,  le  plan  xOy 
et  deux  génératrices. 

Eprelve    PUATiguE.  —  Intégrer  l'équation  différentielle 

x^  —~-  -H  2  (  I  —  a   X-  —T'-  -i-  a-  ur  -f-  —  y  ]  =  bx  -+-c, 
dx^  dx-  \    dx       -^  ] 

Examiner  ce  que  devient  la  solution  générale  dans  le  cas 
particulier  où  a  =  i,  (Novembre  1907 


(  -^79  ) 

Paris. 

Epreuvk  THEORIQUE.  —  I.  Oii  Considère  l'équation  aux 
différentielles  totales 

(l)       dz  r=  {  Ps^z^  ^  ■i.]à  Z  -^  C)dx  -^  {  k^  Z'^  -h  iBi^-r-Ci)^/)', 

où  A,  B,  C,  A|,  Bi,  Cl  sont  des  fonctions  des  deux  variables 
indépendantes  x  et  y. 

ï°  On  demande  de  former  les  conditions  auxquelles 
doivent  satisfaire  les  fonctions  A,  B,  G,  A,,  Bj,  Ci  pour 
que  l'équation  i\)  soit  complètement  intégiable. 

1°  Ces  conditions  étant  supposées  satisfaites,  expliquer 
comment  on  achèvera  Vintègration  de  cette  équation,  si 
Von  connaît  une  ou  plusieurs  intégrales  particulières. 

ËXEMPLK.  —  Étant  donnée  une  famille  de  courbes  T,  re- 
présentées dans  un  système  d'axes  rectangulaires  par  les 
deux  équations 

x^  —  ■2z-  =  a,         5^^  —  5  X-  z^  -\-  mx^  z  -i-  4  -*  =  è, 

où  a  et  b  sont  des  paramètres  arbitraires  et  m  un  coeffi- 
cient constant,  on  demande  de  déterminer  ce  coefficient  m 
de  façon  que  ces  courbes  T  soient  les  trajectoires  orthogo- 
nales d'une  famille  de  surfaces,  et  de  trouver  cette  fa- 
mille de  surfaces. 

II.  Soit  f{x,  y  )  une  fonction  continue  des  deux  varia- 
bles X  et  y.  Démontrer  que  l'intégrale  double 


V{x,y)=^   I     lf(u,v)dudv, 


étendue  à  l'aire  du  triangle  A.MB,  limité  par  la  bissec- 
trice OAB  de  l'angle  xOy^  et  par  les  parallèles  aux  axes 
menées  par  un  point  variable  M,  est  une  fonction  des 
coordonnées  x  et  y  de  ce  point  M  qui  satisfait  à  la  relation 


dx  dy 
En  déduire  une  intégrale  de  l'équation 

£±.-^fix.y^=^o 


(  38o  ) 

qui  soit   égale  à  x-,   et   dont    la    dérivée    — ^    soit    égale 

à   e^    lorsque   le    point   M    est  situé  sur   la    bissectrice   de 
l'angle  xOy. 

Epreuve  pkatique.  —  Calculer  l'intégrale  définie 


/ 


-  e-^%\x\x  dx. 

{X  -^\)^ 

(Juin  1907.) 


I.  Épreuve  THÉORIQUE. —  \°  Déterminer  les  deux  fonctions 
V{t)  et  (»(t  )  de  telle  façon  que  la  fonction  y,  représentée 
par  la  formule 


y  =  {x 


«)  /  f{t)V{t)dt-^(x  —  b)  I    f(t)v>{t}dt, 


soit  une  intégrale  de  Véquation  différentielle 

pour  toutes  les  formes  possibles  de  la  fonction  f(x). 
Quelles  sont  les  conditions  qui  déterminent  cette  intégrale 
particulière  ? 

•A*»  Soient  Ri  et  R^  les  rayons  de  courbure  principaux 
d'une  surface  de  révolution  S  en  un  point  M  de  cette  sur- 
face, Ri  désignant  le  rayon  de  courbure  correspondant 
au  centre  de  courbure  situé  sur  l'axe. 

On  demande  :  1"  de  former  l'équation  différentielle  à 
laquelle  doit  satisfaire  la   méridienne  C  de  la   suif  ace   S 

pour  que  le  rapport  —  soit  égal  a  une  fonction  donnée  de 

l'angle  ç  que  fait  avec  l'axe  le  plan  tangent  au  point  M 
à  la  surface  S  ;  2"  d'intégrer  cette  équation  différentielle 
en  supposant  qu'on  a 

I\i  _      m 

Ro        cos  (p  ' 

m  étant  une  constante  donnée.  Cas  où  m  =  o. 


(  38,   ) 

II.  Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale  définie 


cos  "ix      , 

dx. 


J^     cos  a;  -i-  2 

(Octobre  1907.) 

Poitiers. 

Épreuve  THÉORIQUE.  —  I.  En  un  point  M(x,j^,  z)  d'une  sur- 
face Son  mène  la  normale  MN  gui  rencontre  en  N  le  plan 
des  xy  et  le  plan  tangent  qui  coupe  ce  même  plan  des  xy 
suivant  une  droite  D  : 

i"  Soit  0  la  distance  du  point  î^  à  la  droite  D;  on  de- 
mande de  former  l'équation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  S  pour  lesquelles  on  a 

f  étant  une  fonction  donnée. 

2°  Montrer  qu'en  prenant  comme  nouvelle  fonction  in- 
connue, Z,  une  certaine  fonction  de  z  on  peut  ramener 
cette  équation  à  la  forme 

P..Q=  =  ,        (P=|.Q  =  |). 

Intégrer  en  appliquant  cette  remarque. 

3"  Former  l'équation  dilférentielle  des  projections  or- 
thogonales sur  le  plan  des  xy,  des  trajectoires  orthogo- 
nales des  sections  de  l'une  des  surfaces  S  par  les  plans 
5  =  const.;  intégrer  cette  équation  et  interpréter  géomé- 
triquement le  résultat. 

II.  A  quelles  conditions  doivent  être  assujetties  les 
constantes    réelles    a    et    b    pour  que    l'intégrale    définie 


I 


ait  un  sens  ? 


{  cosa^  -I-  a){cosx  —  b  ) 


Calculer  sa  valeur  en  introduisant  la  variable  com- 
plexe z  =  e'-'',  et  appliquant  la  théorie  des  résidus. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'aire  de  la  partie  du 
cercle  osculateur  en  un  point  d'une  ellipse,  qui  est  exté- 
rieure à  l'ellipse.  (Juillet  1907.) 


(  382  ) 

Rennes. 

Epreuve  théorique.  —  I.  Intégrer  le  système  d'équations 
différentielles 

dr  dy  dz 

X  —  m  y       y  -r-  mx         z 

où  m  désigne  une  constante  positive. 

Les  axes  étant  supposés  rectangulaires,  montrer  que  la 
courbe  intégrale  (C)  qui  passe  par  le  point  (Mo  )  de  coor- 
données a.  o,  c  peut  être  représentée,  en  coordonnées 
semi-polaires,  par  les  équations 

/•  =  ae"', 
_  c 


Calculer  l'arc  MqM  de  la  courbe  (C)  compté  à  partir 
de  Mo.  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  l'arc  Mo  M, 
puis  la  portion  de  la  surface  du  cône 


a 

qui  est  comprise  entre  les  génératrices  OMo,  OM  et  l'arc 
MqM  de  {C}. 

II.  1°  On  considère  la  courbe  (C)  intégrale  du  problème 
précédent  ;  montrer  que  la  tangente  et  la  normale  princi- 
pale font  des  angles  constants  avec  Oz. 

Quelle  propriété  présente  la  courbe  (C)  sur  le  cylindre 
projetant  cette  courbe  sur  le  plan  .rOy? 

Est-il  possible  qu'une  surface  lieu  d'une  infinité  de 
courbes  (C)  admette  toutes  ces  courbes  comme  lignes  géo- 
désiques  ? 

2"  Lorsque  le  point  Mo  décrit  dans  le  plan  z  Ox  la  droite 

z  =  px  -+-  q, 

les  courbes  {C)  correspondantes  engendrent  une  surface?):, 
exprimer  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette 
surface  en  fonction  des  deux  paramètres  a  et  G. 


(  383  ) 

Montrer  que  les  lignes  de  la  surface  S  correspondant 
rt  0  =  const.  sont  des  droites,  et  que  ces  droites  coupent 
toute  courbe  (C)  génératrice  sous  un  angle  constant. 

Démontrer  que   le   long  d'une   courbe  (C)   la  normale 

principale  fait  un   angle  constant  avec  la   normale  à  la 

surface. 

or  dv  —  Y  dx        djc 

Epreuvk  pratique.  —    I.    L'expression  "- —         "^     -  -\ 

X  \  y''-  —  x-  ^ 

est  une  différentielle  exacte. 

Calculer  l'intégrale  curviligne 

r'^'-'^/xdy—y  dx        dx  \ 

prise    le    long    d'un    chemin  allant    du    point  (a,    b)    au 
point  ix,  y). 

II.  Si  P  et  Q  sont  des  fondions  /lomogènes  de  même 
degré  des  deux  variables  x  et  y,  l'expression 

Çldx~P  dy 

est  une  dij/'é  rende  lie  exacte. 

Appliquer  ce  résultat  à  l'intégration  de  l'équation 
différentielle 

\y  —  \l y-  —  x"- )  dx  —  x  dy  =  o. 

Indiquer  d'autres  procédés  pour  intégrer  la  même 
équation.  (ÎN'ovembre  1907.» 


CERTIFICATS  IIE  GÉOMKTIIIE  SLPÉRIEl  UE. 


Paris. 


Épreuve  théorique.    —  On   considère    les  hyperboloïdes 
de    révolution    à    une    najype    représentés  par    l'équation 

X-'   _^  y  -^  ^^ 


(  384  ) 

où  a  et  b  sont  des  constantes  et  c  un  paramètre  variable. 
On  demande  :  i"  de  former  l'élément  linéaire  de  la  sur- 
face réglée  engendrée  par  celles  de  leurs  génératrices 
rectilignes  qui  rencontrent  l'axe  des  z;  1°  de  déterminer 
les  lignes  asymptotiques  de  cette  surface. 

Epreuve  pratique.  —  Déterminer  le  mouvement  station- 
naire  de  l'électricité  sur  une  plaque  circulaire  homo- 
gène pourvue  de  deux  électrodes  qui  débitent  des  quantités 
d'électricité  égales  et  contraires. 

Dessiner  la  forme  générale  des  lignes  de  courant  et  des 
lignes  équipotentielles.  (Mars  1907.) 


QliESriO\S. 


2097.  Étant  donnés  dans  un  plan  un  cercle  et  un  point  H, 
on  considère  les  triangles  qui  ont  pour  orthocentre  le  point  H 
et  dont  un  côté  est  un  diamètre  MM'  du  cercle. 

i"  Trouver  le  lieu  du  troisième  sommet  P. 

1°  Trouver  l'enveloppe  (E)  des  droites  PM,  PM'.  Les  points 
de  contact  de  ces  droites  avec  l'enveloppe  étant  N  et  N',  faiie 
voir  que  la  droite  NN'  passe  en  \\  et  est  parallèle  à  MM'. 

3"  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  PMM'  passe  par  deux 
points  fixes  :  il  en  est  de  même  du  cercle  des  neuf  points.  Les 
pieds  des  hauteurs  du  triangle  PMM'  étant  K  sur  MM',  I  sur 
PM,  l'sur  PM',  la  droite  IL  passe  par  un  point  fixe. 

4°  Laconique  de  foyer  H  inscrite  au  triangle  PMM'  est  tan- 
gente à  deux  droites  fixes  ;  son  petit  axe  a  une  longueur 
constante. 

On  désignera  par  a  le  rayon  du  cercle  donné,  par  c  la  dis- 
tance du  point  H  au  centre  0  de  ce  cercle. 

(G.    FONTENÉ.) 

2098.  Construire  une  hyperbole  connaissant  en  position  : 
un  axe,  un  cercle  bitangent  dont  le  centre  est  sur  l'axe,  une 
direction  asymplotique,  et  les  points  de  rencontre  avec  l'axe 
de  la  tangente  et  de  la  normale  en  un  point  de  l'hyperbole. 

(  R.  Gilbert.  ) 


(  385  ) 

[K14d] 

SUR  L'EXPRESSION  DE  CERTAINS  VOLUMES  ; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


I. 

De  divers  théorèmes  connus  on  peut  dégager 
l'énoncé   suivant  : 

Théorème.  —  Si  dans  un  solide,  toute  section 
parallèle  à  un  plan  donné  P  a  son  aire  exprimée 
par  une  fonction  du  second  degré  de  la  cote  du 
plan  sécant, 

le  volume  d'un  segment  quelconque  compris  entre 
deux  plans  parallèles  au  plan  P  admet  les  diverses 
expressions  suivantes  : 

(I)  V=  J(B^B'-t-4B"), 

(2) 
(3) 

B  et  B'  sont  les  aires  des  deux  bases,  B"  est  l'aire  de 
la  section  faite  par  un  plan  parallèle  aux  bases  et  équi- 
dislant  des  bases,  S  esl  l'aire  de  la  section  faite  par 
un  plan  parallèle  aux  bases  aux  deux  tiers  de  la  hau- 
teur à  partir  de  la  base  B.  Les  formules  précédentes 
se  déduisent  de  celle-ci  : 

ah^        b/r- 
V  =  -—  H r-c/j, 

3  2 

Ann.  de   MathémaC,  4°  si;rie,  l.  \  III.  (Septeinl)ie  1908.)     2:j 
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h 
4 

(B-^ 

3S); 

V 

B' 

h  -^ 

(  380  ) 
les  cotes  étant  comptées  depuis  le  plan  de  la  base  B. 

1°  a.  La  formule  (i)  a  été  donnée  par  Mascheroni 
pour  le  volume  du  prismaloide,  et  on  l'établit  alors 
directement  sans  faire  intervenir  l'expression  de  l'aire 
des  sections  parallèles  aux  bases;  il  est  d'ailleuis  facile 
de  vérifier  que  cette  aire  est  donnée  par  une  fonction 
du  second  degré  de  la  cote  du  plan  sécant.  La  même 
formule  s'applique  en  remplaçant  les  polygones  B 
et  B'  par  deux  aires  planes  quelconques  situées  dans 
des  plans  parallèles,  et  en  prenant  pour  surface 
latérale  une  surface  réglée  quelconque. 

Voici  un  exemple  qui  n'a  peut-être  pas  été  remar- 
qué. Considérons  dans  l'espace  n  droites  fixes  a,  |3. 
v.  ...  et  un  plan  P  ;  un  plan  sécant  parallèle  au  plan  P 
rencontre  les  droites  fixes  en  des  points  A,  B,  C,  ..., 
ce  qui  détermine  un  polygone  ABC.  .  .;  si  le  plan  se 
déplace,  ce  polygone  engendre  un  volume  qui  est  de 
la  nature  des  volumes  ci-dessus;  la  surface  engendrée 
parle  côté  AB,  par  exemple,  est  en  effet  un  paraboloïde 
hyperbolique,  et  il  suffit  de  considérer  les  génératrices 
du  second  svstème  pour  que  la  portion  de  surface  laté- 
rale correspondante  se  trouve  définie  de  la  manièie 
indiquée  plus  haut.  On  peut  d'ailleurs  vérifier,  dans  le 
cas  de  trois  droites,  que  l'aire  S  a  une  expression  de  la 
forme  indiquée;  si  le  lrinon)e  en  5  a  des  racines,  il 
existe  deux  droites  A',  A"  parallèles  au  plan  P  et  qui 
rencontrent  les  trois  droites  a,  ^,  y;  dans  le  cas  parti- 
culier où  ces  trois  droites  sont  parallèles  à  un  même 
plan,  l'une  des  droites  A'.  A"  est  rejetée  à  lintini,  et 
l'on  a  par  suite  r/  =  o;  on  a  donc  alors  simplement 

V  =  B"/i. 

b.  La  formule  (i)  a  été  donnée  par  Sarrus  pour  le 
cas  général  indique  dans  l'énoncé. 


(  38-  ) 
Il  est  facile  de  l'élablir  directemenl  pour  le  cas  du 
segment  sphérique.  La  fonniile  ordinaire  relative  à  ce 
volume  est 

-  -  ^  -^  • 

Or,  si  l'on  désigne  par  c  le  layon  de  la  section  (aile 
dans  la  sphère  par  un  plan  parallèle  aux  bases  el  é(|ui- 
dislanl  des  bases,  on  a 

^'  —  7,  '       T  > 

on  a  donc 

D 
D 

6 

(On  peut  encore  établir  directement  la  formule  par 
Vanneau  sphérique,  el  en  conclure  qu'elle  s'applitpie 
au  segment  sphérique.) 

On  passe  aisément  de  la  s|)lièi'e  à  l'ellipsoïde  de  ré- 
volution, de  là  à  rellipsoïde  à  axes  inégaux,  de  là  enfin 
au  c'as  où  les  bases  du  segment  ne  sont  pas  |îei-pendi- 
culaires  à  un  axe  [principal,  deux  solides  compris  entre 
deux  plans  parallèles  ayant  même  volume  si  tout  plan 
parallèle  à  ceux-là  et  couq^ris  entre  eux  détermine  dans 
les  deux  solides  des  sections  de  même  aire  (axiome  de 
Cavalieri). 

2°  La  formule  (2)  se  trouve,  pour  le  cas  du  |)risma- 
toïde,  dans  l'Ouvrage  récent  de  M.  Halsted  :  lîational 
Geomelry.  M.  Cli.  Michel  a  remarcpié,  dans  le  Bulletin 
des  Sciences  niatliéniatiques  cl  physiques  élémen- 
taires, que  cette  lormule  est  le  cas  le  plus  simple  dune 


(  388  ) 
formule  générale 

1  -i-  A 

X  et  Y  étant  les  aires  de  deux  sections  faites  par  des 
plans  parallèles  aux  bases,  de  part  et  d'autre  de  la 
section  movenne,  à  des  distances  du  plan  de  cette  sec- 
tion données  par  les  formules 

^  _  y  _      /î 
T^~  ~^  ~  /Ha' 

la  formule  (2)  correspond  à  la  valeur  a  =  3. 

3°  La  formule  (3)  a  été  donnée  par  Maclaurin 
{Traité  des  fluxions)  pour  le  cas  de   l'ellipsoïde   de 

révolution.  Le  coefficient  a  est  alors  — "^  -»  >  h  étant 
le  rajon  équatorial. 

Dans  le  cas  du  segment  spliérif|ue,  on  a  la  formule 

V  =  -c-h , 

19. 

qu'on  déduit  de  la  formule  ordinaire  au  moyen  de  la 
relation  déjà  écrite 

c2= -— . 

1  4 

La  formule  de  Maclaurin  a  été  retrouvée  par 
Desboves  {Questions  cV Algèbre,  i8-3^  pour  le  cas  du 
segment  sphérique,  et,  pour  le  cas  de  l'ellipsoïde  de 
révolution,  par  le  frère  Gabriel-!Marie  {Géométrie, 
F.  L  C,  i8-5)  et  par  Desboves  {Nouvelles  Annales, 
i8j-,  p.  227  et  2-8). 

IL 

Le  volume  du   prismatoïde  est  encore  donné  jiar  la 


(  389  ) 
formule 

V  =  B"//  ^  P  X  J, 

P  étant  l'aire  d'un  poljgdne  équiangle  aux  bases  et  qui 
a  pour  côtés  la  demi-diftéreiice  de  leurs  côtés  liomo- 
logues  (ou  considère  les  faces  triangulaires  comme  des 
trapèzes  avant  une  base  nulle),  (^ette  formule  a  été 
donnée  par  M.  Koppe  (^Journal  de  Crelle,  t.  18, 
i838,  p.  2-5);  on  en  trouve  une  démonstration  dans 
les  Nouvelles  Annalea  (2"  série,  t.  VI,  p.  4o8).  Cette 
formule  est  bien  coniîue  dans  le  cas  du  troue  de  cône. 


1.  Une  Note  des  Nouvelles  Annales  (1848,  p.  245) 
donne  le  renseignement  suivant  :  On  trouve,  dans  le 
Lilavati  (Chap.  NUI,  §  2*21),  cette  évaluation  du 
volume  d'une  pyramide  tronquée  à  bases  rectangles 

V  =  -  \ab  -f-  a' b' -^  (a  -i-  a'){b  -+-  6')J, 

a  et  b,  a'  et  //  étant  les  dimensions  des  deux  bases. 

Une  traduction  du  Lilavati  se  trouve  dans  l'Ou- 
vrage de  Colebrookes  :  Algebia  wiih  AritJimelic  and 
Mensuiation  froni  the  Sanscrit  of  Brahmegupta 
an d  Bh askara,  181-. 

2.  On  peut  considérer  un  téLraèdie  comme  un  pris- 
matoïde,  les  plans  qui  donnent  B,  B',  B"  étant  paral- 
lèles à  deux  arêtes  opposées  AB  et  CD;  on  retrouve  la 
forniide  connue 

V=  iAB  X  CD  X  u, 
0 

p.  étant  le  moment  des  deux  droites  AB  et  CD  {Nou- 
velles Annales,  ibid.,  p.  241). 


(  390 


[K3  et  K12] 

LES  CO\SrKL'CTIO\S  GÉOMETRIOIES  EXÉCITÉES  AL  MOYE\ 
M  LIGNES  nUOITES  ET  D  L\  CEIICLE  FLXE,  D  APRÈS 
JACQIES  STEI\EU  (BERU\,  1833). 

Par  m.  Albkrt  LÉ\Y, 
Professeur  au  Lycée  ^  oltaire. 


I 


Ce  travail  a  pour  but  de  faire  connaître  en  le  résu- 
mant un  Mémoire  souvent  ignoré  de  Steiner. 

Toutes  les  constructions  géométriques  ordinaires 
peuvent  se  ramener  à  une  seule  :  trouver  les  points 
d'intersection  d'une  droite  et  d'une  circonférence. 

Mais  de  ce  que  les  points  d'intersection  d'une  droite 
et  d'une  circonférence  donnée  sont  connus  on  peut 
tout  d'abord  déduire  facilement  la  solution  des  pro- 
blèmes suivants  : 

Mener  des  parallèles. 

Etant  donnée  une  longueur,  la  rendre  un  certain 
nombre  de  fois  plus  grande,  ou  la  diviser  en  parties 
égales. 

Mener  par  un  point  une  droite  qui  fasse  avec  une 
droite  donnée  un  angle  donné. 

Partager  un  angle  en  deux  parties  égales  ou  le  rendre 
un  certain  nombre  de  fois  plus  grand. 

Mener  par  un  point  une  droite  égale  en  grandeur  et 
en  direction  à  une  droite  donnée. 

On  en  déduit  ensuite  le  moyen  d'obtenir  les  points 
d'intersection  d'une  droite  et  d'une  circonférence 
donnée  par  un  ravon  mais  non  tracée. 

Ceci  dit,  l'auleur  montre  dans  un  premier  Chapitre 


I 

é 
à 


(  -9^  ) 
comment  les  propriétés  du  (|iiatlrilatère  complet  per- 
mettent, au  mojen  de  la  règle  seule,  d'obtenir  le  qua- 
trième point  d'une  division  harmonique  connaissant 
les  trois  premiers,  ou  le  (piatrième  rajon  d'un  faisceau 
harmonique. 

CHAPITRE  II. 

CONSTRlCnONS    EFFIÎCTUÉKS    AU    MOVIîN    DE    LA    REGLE, 
AVEC    CERTAINES    DONNÉES. 

A.  On  connaît  deux  parallèles,  ou  un  segment  par- 
tagé dans  un  rapport  rationnel  donné. 

l.  On  connaît  trois  points  en  ligne  droite  G,  D,  F; 
D  est  le  milieu  de  GF,  mener  par  un  point  donné  H  la 
parallèle  à  GDF.  On  mène  HG,  HF  ;  sur  GH  on  prend 

Fis.  I. 


un  point  quelconcpie  A  ;  on  mène  AD,  AF  :  AD  coupe  HF 
en  G,  GC  coupe  AF  en  I,  IH  est  la  droite  cherchée. 

II.  Etant  données  deux  parallèles  GF,  IH,  trouver 
le  milieu  de  GF.  On  joint  un  point  quelconque  à  deux 
points  G  et  F  pris  sur  la  première  droite,  les  droites 
AF,  AG  rencontrent  la  seconde  en  IH,  on  joint  FH,  GI 
qui  se  coupent  en  C,  la  droile  AC  coupe  GF  au 
point  D  demandé. 
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III.  Klant  données  deux  parallèles,  menei-,  par  un 
poinl  donné,  une  droile  paiallèle  aux  deux  premières. 

Sur  la  première  droite  on  prend  deux  points  quel- 
conques G  et  F,  on  en  détermine  le  milieu,  on  est  ra- 
mené au  premier  problème. 

IV.  On  a  deux  droites  parallèles  et  sur  l'une  d'elles 
une  longueur  BC. 

a.  Prendre  sur  la  même  droite,  à  partir  d'un  point 
donné,  ti  fois  la  longueur  BC. 

b.  Partager  BC  en  un  certain  nombre  de  parties 
égales  ou  en  deux  parties  proportionnelles  à  deux 
nombres  donnés. 

c.  Construire  sur  la  même  droite  une  longueur  qui 
soit  à  BC  dans  un  rapport  rationnel  donné. 

Par  un  point  tpielconcpie  A  on   mène   une   parallèle 
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aux  deux  droites  données.  On  joint  AB,  ACqui  coupent 
la  deuxième  droile  en  b,  c. 

On   joint   C6   qui   coupe   k.y  en   G.  Gc  coupe  B  x 

en  D, 

CD  =  DG. 

AD  coupe  ba  en  c?,  on  joint  b<i  qui  coupe  Bx  en  E, 
DE  =  CD. 


et  ainsi  de  suite. 
On  a 


BF  =  4BC. 


(  -Hi^  ) 

a.  Soit  à  porter  une  loni;iieiir  =  4BG;  à  partir  de  O 
on  joint  06  qui  coupe  Aj'  en  P,  on  joint  P/  qui 
coupe  Bx  en  R.  OR  est  le  segment  cherché. 

b.  Soit  à  partager  BC  en  n  parties  égales;  soit,  par 
exemple,  b/=nbc',  on  joint  CZ>,  B/qui  se  coupent 
en  I;  on  joint  le,  Id,  le  qui  coupent  OF  en  y,  o,  c. 
Pour  partager  dans  un  rapport  p  '.  q ,  on  prend 
bk  :=  (p  -\-  q)bc^  be  =z p.  bc]  on  joint  6^,06  qui  se 
coupent  en  I,  on  joint  le  qui  coupe  Bx  en  e.  e  est  le 
point  cherché. 

c.  Soit  à   trouver  une  droite  qui   soit  à  BC  dans  le 

a  .  ke         q 

rapport  —  et  supposons  le  rapport  —r  =  — • 

On  joindra  Bè,  Ce  et  par  le  point  où  se  coupent  les 
deux  droites  on  mènera  la  ligne  qui  passe  par  k  et  qui 
renconireia  BC  en  N,  CN  sera  la  droite  cherchée,  car 
P 


on  aura 


BC 


CN  q 

Remarque.  —  Si  Ton  doit  seulement  trouver  une 
longueur  qui  est  à  BC  comme  i  à  n  [n  entier),  on  peut 
procéder  ainsi  : 

On  joint  un  point  A  à  BC;  AB,  AC  coupent  la  paral- 
lèle en  b,  c.  Bc,  C6  se  coupent  en  r/;  Ad  coupe  BC  en  D 

Fig.  3. 
F    E 


qui  est  le  milieu  de  BC.  cD  coupe  C6  en  e,  Ae  coupe 
BC  eu  E,  (^E=  ô  BC,  car  dan?   le  quadrilatère   com- 
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plel  Kced  (dont  les  diagonales  sont  Ae,  cd  et  CD)  les 
quatre  points  B,  E,  D,  C  forment  une  division  harmo- 


CE 
ED 


BG 
BD 


GE  =  ED. 


CE  =  -BC. 


De  même  «E  coupe  .Ce  en  /",  A/*  coupe  BC  en  F, 
CF  =  -  BC.  et  ainsi  de  suite. 

4 

Ce  procédé  ingénieux,  dit  Steiner,  paraît  avoir  été 
indiqué  pour  la  première  fois  par  un  capitaine  d'artil- 
lerie, un  Français,  Brianchon  (Application  de  la 
théorie  des  transi-ersales,  Paris,  1818). 

On  a  sur  une  droite  deux  longueurs  BD,  DC  dont  le 
rapport  rationnel  est  connu,  on  demande  de  mener  au 
moyen  de  la  règle  seule  une  parallèle  à  la  droite  donnée 
par  un  point  donné. 

Ce  problème  avant  plus  d'intérêt  théorique  que 
d'utilité  pratique,  Steiner  indique  une  solution  som- 
maire, abandonnant  à  d'autres  le  soin  d'en  trouver  une 
plus  facile  et  plus  commode. 

Le  ra|)port  rationnel  des  deux  longueurs  BD,  CD  peut 
toujours  être  exprimé  par  le  rapport  de  deux  nombres 
entiers  a  et  b  premiers  entre  eux;  soit  a  >  b.  On  con- 
struira le  point  E,  conjugué  harmonique  de  D  par  rap- 

>   r>        / -  1'  BD         BE       •  f^x? 

port  a  B  et  C,  et  l  on  aura  p-pr  =  7^^;;  si  L<rL  =  .r, 


CE' 

bia 


si  CE 


a  —  b 


soit  BC  =ia  ^  b  =_)', 


a  —  b' 


on  peut  donc  déduire  des  deux  longueurs  BD,  CD  deux 
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longueurs  BC,  CE  dont  le  rapport  est  celui  de  la  diffé- 
rence au  plus  petit  des  deux  nombres  C  C'est  pour- 
quoi en  répétant  le  procédé  on  arrivera  à  deux  lon- 
gueurs égales,  car  si  a  —  ^>  ^  ^,  par  une  nouvelle 
construction  on  aura  deux  longueurs  dont  le  rapport 
h  .  •  ,.  '  i  .• 

est  T'  on    conliniiera   lusqu  a   ce  cru  on  obtienne 

a  —  ib  .11  1 

=-  où  a  —  n  <^  b  soit  c.  On  trouvera  ensuite  deux 

a  —  no 

longueurs  dont  le  rapport  est  t '  ^L  ainsi  de  suite; 

comme  rt,  6,  c  sont  des  nombres  entiers  qui  vont  en  di- 
minuant, on  arrivera  à  deux  longueurs  dont  le  rapport 

est 
I 

Si  par  exemple  «  =  2,  6  =  1,  on  aura  ^  =1  3.  C  sera 
le  milieu  des  deux  points  B  et  E. 

B.  On  donne  deux  couples  de  droites  parallèles,  ou 
deux  longueurs  paitagées  en  des  rapports  rationnels, 
avec  un  couple  de  parallèles  et  une  droite  |)artagée  en 
un  rapport  rationnel. 

1.  On  a  deux  couples  de  parallèles,  c'est-à-dire  un 
parallélogramme,  on  demande,  au  moyen  de  la  règle 
seule  : 

a.  De  tracer  par  un  point  donné  une  parallèle  à  une 
droite  quelconque  donnée; 

b.  De  partager  une  longueur  quelconque  datis  un 
rapport  donné. 

Soit  ABCD  le  parallélogramme  donné,  dont  les  dia- 
gonales se  coupent  en  E;  par  le  point  E  on  mène  la 
parallèle  aux  droites  Al)  et  BC.  Soit  GHR  une  droite 
donnée,  qui  coupe  les  trois  parallèles  en  G,  F,  H.  F  sera 
le  milieu  de  GH  et  l'on  saura  mener  par  un  point  quel- 
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conque  la  parallèle  à  GH,  On  pourra  aussi  joindre  lE, 
KE,  la  droite  LM  étant  parallèle  à  IK,  on  saura  mener 

Fig.  4. 


par    un  point   quelconque    une    parallèle    à    ces    deux 
droites. 

c.  La  deuxième  question  se  résout  au  moven  de  la 
première. 

II.    On  connaît  : 

a.  Trois  parallèles  qui  coupent  une  droite  donnée 
dans  un  rapport  rationnel  donné  : 

Ou  b.  Sur  deux  parallèles  deux  longueurs  qui  sont 
dans  un  rapport  donné; 

Ou  c.  Deux  parallèles  quelconques  et  une  longueur 
partagée  dans  un  rapport  donné  ; 

Ouf/.  Deux  longueurs  quelconques  situées  sur  deux 
droites  qui  se  coupent  et  partagées  dans  des  rapports 
donnés. 

On  demande  : 

a.  De  mener  par  un  point  quelconque  une  parallèle 
à  une  direction  donnée; 
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jj.   De  partager    une  longueur  quelconque  dans   un 
lapporl  donné. 

Les  trois  parallèles  coupent  la  droite  en  A,  C,  E,  de 


telle  sorte  que  ^^^  =~  f  — étant  irréductible  j. On  prend 
AG  =  p  fois  une  longueur  quelconque  mesurée  sur  AB 

Fi^.  5. 


et  CB  =  </  fois  cette  longueur,  les   droites   CG  et  BE 
sont  parallèles;  on  est  ramené  au  cas  précédent. 

Soient  AB,  CD  les  parallèles  données,  AB  et  CH  les 
longueurs  dont  on  connaît  le  rapport—;  AC  et  CH  se 
coupent  en  E  (figure  précédente)  et  l'on  a 


AE 

GË 


AB 
CH 


AC 
CE 


p  —  q 


on  est  ramené  au  cas  précédent. 


Fig.  6. 

A 


B 


Soient  A  et  B  les  deux  parallèles  données  et  soil 


CD 
DE 


P. 
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on  peut  mener  par  les  trois  points  C,  D,  E  des  parallèles 
aux  droites  A  et  B,  on  est  ramené  au  cas  a. 

Soient 

AB  _  />  DE  _  /• 

W  q'         ËF  ~  s' 

par  les  points  D,  E  et  F  de  la  seconde  menons  des  parai-         '; 


lèles  à  la  première,  nous  sommes  ramenés  au  cas  a. 

C.    On  donne  un  carré. 

Si  le  parallélogramme  devient  un  carré  on  pourra,  en 
plus  des  problèmes  précédents,  résoudre  les  problèmes 
suivants  : 

a.  Mener  par  un  point  donné  une  perpendiculaire  à 
une  droite  donnée. 

b.  Partager  un  angle  droit  en  deux   parties  égales. 

c.  Multiplier  un  angle  donné  par  un  angle  donné  n. 

Soit  ABCD  le  carré  donné;  si  par  le  centre  de  ce 
carré  on  mène  une  droite  quelconque  GF,  il  est  facile 
d'avoir  la  droite  IK.  qui  lui  est  perpendiculaire  en  son 
milieu  E;  par  F  on  mène  FH  parallèle  à  BG  et  par  H  la 
parallèle  HI  à  la  diagonale  AG.  lEK  est  perpendicu- 
laire à  GF,  car 

FG  =  IIB  =  BI         et         BF  =  CE, 
EBI  =  EGF; 
les  deux  triangles  EGF,  EBI  sont  égaux,  donc 

BEI =  EGF 


et,  par  suite, 
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lEF  =  I  firoil. 


De  plus  lE  =  EF,  le  iriangle  lEF  est  isosccle,  la  his- 
sectrice  EL  de  l'angle  clioil   lEF  est  perpendiculaire 


sur  IF,  on  aura  donc  cette  bissectrice  en  menant  EN 
parallèle  à  IF  et  EL  perpendicuhiire  à  E>J. 

Si  l'on  demande  de  mener  par  un  point  /  une  per- 
pendiculaire à  une  droite  i';/",  on  mènera  par  E  la  paral- 
lèle GF  à  gf^  on  tracera  la  perpendiculaire  IK  à  GF 
et  par  i  on  mènera  la  parallèle  ie  à  IK. 

Pour  partager  en  deux  parties  égales  un  angle 
droit /^y,  on  mèneGl,  IK  parallèles  à  ic^gf\  on  trace  EL 
comme  il  a  été  dit  et  par  e  on  lui  mène  la  paral- 
lèle eL 

Le  cas  (c)  se  déduit  du  cas  («),  car  soit  un  angle 
dont  les  côtés  sont  «,  h.  Elevons  à  6  la  perpendicidaire 
par  le  sommet  de  l'angle  donné,  soit  3;  prenons  le 
rayon  conjugué  harmonique  de  a  par  rapport  à  G  et  |3, 
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soit  c;  angle   («6)  =  angle  {bc),  (ac)   est    le    double 
de   (ab).  Elevons  à  c  la  perpendiculaire  et   doublons 


Fi 


§•  9- 


\d 


l'angle  (bc)  en   (bd),  (ad)  =  3(ab)  et  ainsi  de  suite 
CHAPITRE  III. 

SOLITIOX  DE  TOUS  LES  PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE 
Al  MOYEN  DE  LA  RÈGLE,  ÉTANT  DONNÉE  INE  CIR- 
CONFÉRENCE. 

Soit  O  le  centre  de  la  circonférence  donnée  supposée 
tracée,  nous  considérerons  comme  connus  les  points 
d'intersection  d'une  droite  tracée  et  de  ce  cercle. 

Problème  I.  —  Mener  pa?'  an  point  donné  une  pa- 
rallèle à  une  droite  donnée. 

a.  La  droite  donnée  passe  par  le  centre  du  cercle; 
on  connaît  sur  cette  droite  trois  points  «,  0,6;  O  est  le 
milieu  de  aè,  on  est  ramené  à  un  problème  traité. 

b.  La  droite  et/ coupe  le  cercle,  mais  elle  ne  passe 
pas  par  le  centre,  soit  cd  (Jig.  lo). 

cO   coupe   le   cercle  en  c,,  dO  le   coupe  en  <^( ,  la 
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droite  c,  d^  est  parallèle  à  cd.  On  a  deux  parallèles  cd, 
Cid,,  on  sait  leur  mener  une  parallèle  par  un  point 
donné. 

c.   La   droite    donnée    a    une    position    quelconque, 
soit  ef;  soit  abg  un  diamètre  qui  coupe  la  droite  en  g; 

P^ig.  10. 


par  un  point  quelconque  c  du  cercle  on  mène  la  paral- 
lèle à  ab;  on  mène  les  diamètres  cCf ,  dd^ ,  les  droites  cd 
et  C(  d^  coupent  la  droite  donnée  en  e  el  f\  g  est  le 
milieu  de  e/,  on  est  ramené  à  un  problème  antérieur. 

Autre  solution.  —  On  mène  par  deux  points  quel- 
conques de  la  droite  h  et  i  les  diamètres  hcc^ ,  iddi  ;  on 
joint  c<i,  C|  d^  qui  coupent  la  droite  en  e  et  f;  on 
mène  eO  qui  coupe  C|  d^  en  e,,  fO  qui  coupe  cd  en  fx  ; 
e\fi  est  parallèle  à  ef,  on  sait  leur  mener  une  parallèle 
par  un  point  donné. 

Remarque.  —  Si   l'on  devait  mener  des  parallèles 
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à  plusieurs  droites  données,  il  serait  bon  de  tracer  un 
diamètre  ab  et  deux  cordes  qui  lui  sont  parallèles  cd. 
Ci  di,  car  ces  trois  droites  coupent  chacune  des  droites 
données  en  trois  points  dont  lun  est  au  milieu  des 
deux  autres. 

Problème  II.  —  Etant  donnée  sur  une  droite  une 
certaine  longueur,  la  rendre  n  fois  plus  grande  ou 
la  diviser  en  parties  égales,  ou  construire  une  lon- 
gueur qui  soit  à  la  longueur  donnée  dans  un  l'ap- 
port donné. 

On  mène  par  un  point  une  parallèle  à  la  droite  qui 
porte  la  longueur  donnée,  on  est  ramené  à  un  problème 
précédent. 

Problème  III.  —  Mener  par  un  point  donné  une 
perpendiculaire  sur  une  droite  donnée. 

A.  Au  moyen  de  parallèles .  —  a.  La  droite  donnée 
est  un  diamètre  du  cercle  donné,  soit  ab  {fi g.  lo);  on 
mène  la  corde  cd  parallèle  à  «6,  le  diamètre  ddi  ;  c<f, 
est  perpendiculaire  à  ab  :  ab  coupe  cd,  en  son  milieu  K. 
On  sait  mener  par  un  point  une  parallèle  à  cd,  dont  on 
connaît  le  milieu.  Le  problème  est  résolu. 

En  particulier,  pour  trouver  le  diamètre  perpendicu- 
laire à  ab,  qu'on  suppose  menées  les  droites  ac,  bd  et 
qu'on  joigne  leur  point  d'intersection  au  centre  O. 

b.  La  droite  donnée  est  une  corde  de  cercle,  soit  cd. 
On  mène  les  diamètres  ce,,  dd,\  les  droites  cd,.,  c,d 
sont  perpendiculaires  à  cd  et,  par  suite,  parallèles 
entre  elles;  on  sera  ramené  à  mener  par  un  point  une 
parallèle  à  ces  deux  droites. 

c.  La  droite  ne  coupe  |)as  le  cercle,  soit  e/. 

On  mène  une  corde  parallèle  à  ef.  cd,.  puis  les  dia- 
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mètres  ce,,  c/',  d  et  les  cordes  cd,  Cyd^\  elles  sont  per- 
pendiculaires à  ef  et  sont  parallèles  entre  elles,  on  est 
ramené  à  un  problème  connu. 

B.  Au  moyen  de  propriétés  harmoniques.  —  a.  La 
droite  donnée  est  un  diamètre  du  cercle   donné  aOb. 

Le  point  donné  P  n'est  pas  sur  ab\  on  \o\ï\l  pa ,  pb 
qui  coupent  la  circonférence  en  c  et  <-/;  «</,  bc  se  cou- 
pent en  /?,  ;  pp^  est  la  droite  demandée. 

En  effet,  dans  le  triangle  app^.,  p^c,  pd  sont  deux 
hauteurs,   ab  est   la    troisième  hauteur,  ou  pour  s'ap- 

Fis.  II. 


pujer  sur  des  propriétés  harmoni({ues,  on  mène  la 
corde  cd  qui  coupe  ab  en  s.  On  voit  qucyo/?,  est  la  po- 
laire de  s. 

Si  le  point  donné  était  en  /•,  on  mènerait  une  droite 
quelconque  ref\  ae,  bf  se  coupent  en  q;  af,  be  se 
coupent  en  q^  ;  qq^  coupe  ab  en  s;  par  s  menons  une 
corde  quelconque  cd;  ac^  bd  se  coupent  en  p\  pr  est 
la  droite  cherchée. 

b.   La  droite  u  une  position  quelconque.  soil/Y>»i   ou 
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qq^  ;  on  cherche  le  pôle  s  ou  /•  de  la  droite,  on  mène  le 
diamètre  O^'oii  Or  qui  est  perpendiculaire  à  la  droite 
donnée.  On  cherche  la  polaire  de  /•,  soit^r/;  on  trace  le 
diamètre  y  Oz  ;  az^  hx  se  coupent  en  v\  le  diamètre  f  O 
est  parallèle  kpp^',  on  n'a  plus  qu'à  mener  une  perpendi- 
culaire à  ce  diamètre  par  le  point  donné.  Pour  la 
droite  qq^  la  solution  est  un  peu  plus  simple. 

Problème  W .  —  Par  un  point  donné  mener  une 
droite  faisant  avec  une  droite  donnée  un  angle 
donné. 

Soient  AOC  l'angle  donné,  EFla  droite  donnée  et/?  le 
point  donné  {fig.  12). 

On  mène  les  diamètres  «6,  cd  parallèles  aux  côtés  de 

Fis.  12. 


l'angle  donné,  de   sorte  que  rtOe  =  AOG;   ensuite  le 
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diamètre  e/ parallèle  à  la  droite  donnée  EF,  on  mène 
la  corde  ce,  puis  a  g  parallèle  à  ce\  l'arc  gc  =  arcac, 

donc  eO g  est  égal  à  l'angle  donné;  il  reste  à  mener 
par  p  la  parallèle  à  gh.  pq  qui  est  la  droite  cherchée. 
En  joignant  rt<?  à  la  place  de  ce  et  menant  la  parallèle 
par  c,  etc.,  on  aurait  la  droite  passant  par  p  et  faisant 
avec  EF  l'angle  donné,  mais  dans  l'autre  sens. 


Problème    V. 
parties  égales. 


Partager    un    angle    en    deux 


Soit  AOC  l'angle  donné.  Menons  les  diamètres  «6,  cd 
parallèles  aux  côtés  de  l'angle  et  joignons  ad\  l'angle 

dab  est  égal  à  la  moitié  de  l'angle  bOd,  c'est-à-dire  la 
moitié  de  l'angle  donné.  La  parallèle  0\  a  ad  est  bis- 
sectrice de  l'angle  AOc. 

Problème  VI,  —  Mener  par  un  point  donné  un 
segment  égal  en  grandeur  et  en  direction  à  un  seg- 
ment donné. 

Soient  {fig.  i3)  O,  «r/,  le  segment,  O2  le  point  donné. 
Fig.  i3. 

"3, 


Tons  les  segments  d'orie;ine  O2  et  de  longueur  0,r/, 
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ont  leurs  exlréniilés  sur  un  cercle  de  rayon  0|«,  et  de 
centre  Oj. 

Nous  considérons  donc  les  trois  cercles  suivants  :  le 
cercle  O  et  les  cercles  de  centresO,  jOoetderayonOi  «i  ; 
nous  déterminerons  leurs  centres  de  similitude  qui 
nous  permettront  de  résoudre  le  problème. 

Soient  S  et  I  les  centres  de  similitude  externe  et  interne 
de  0,02. 

Soient  S,  et  Ij  les  centres  de  similitude  externe  et  interne 
de  OO2. 

Soient  S2  et  Ij  les  centres  de  similitude  externe  et  interne 
de  OOi. 

I  est  au  milieu  de  O,  Oo,  S  est  à  l'infini,  par  suite 
S)  Sa  et  I,  I2  sont  parallèles  à  O,  Oo.  D'où  la  solution  : 

On  mène  00,.  OOo,  OiOo  et  le  diamètre  ab  paral- 
lèle à  Oa^. 

On  joint  rt(rt,  a^b  qui  coupent  00,  en  So  et  L; 
par  Sa  on  mène  la  parallèle  à  OjOa,  elle  coupe  OOo 
en  Si .  S(  I2  coupe  O,  O2  en  I,  ISo  coupe  OO2  en  I. 

Ceci  posé,  soit  ab  un  diamètre  quelconque  de  O. 
S,  «  et  I|  6  se  coupent  en  a>  qui  appartient  au  cercle  Oj. 
et  en  particulier  si  ab  est  parallèle  à  O,  ai  il  en  sera  de 
même  de  Oa^o.  Le  problème  est  résolu. 


J 


Problème  VII.  —  Trouver  les  points  d'intersection 
d^ une  droite  donnée  et  d'un  cercle  donné  en  gran- 
deur et  en  position  [meus  qui  n'est  pas  tracé). 


Soient  D,  la  droite  donnée,  O,  et  le  centre  0,rt)  le 
rayon  du  cercle  donné.  Déterminons  les  centres  de  simi- 
litude des  deux  cercles,  en  menant  ab  parallèle  à  O,  «i , 
joignant  «,  b  et  a^a.,  soient  S  et  I.  Si  l'on  considère  le 
point  S  comme  centre  dhomothétie,  l'homologue  de  D, , 
D,  coupera  le  cercle  O  en  deux  points  qui  seront  les 
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honiothéliques   des   points  cherchés.    Soit  c,  le   poinl 
où  0,rt,  coupe  D,,  la  droite  Sci  coupe  «6  en  c  homo- 

Fig.  l'i. 


logue  de  c^ .  Menons  un  dianièlre  quelconquec/e  ;  Scl^  \c 
se  coupent  en  <:/,  ;  Se,  \.d  se  coupent  en  c,  ;  <:/,  e(  est 
l'homotliétique  de  de,  elle  coupe  D,  en  y",,  S^i  coupe 
de  en  y,  c/"  est  l'honiothétique  de  D,,  celte  droite  cf 
coupe  le  cercle  O  en ^,  h;  S,;*,  SA  coupent  D,  en  »•,  et 
/i,  qui  sont  les  points  cherchés. 

Si  D  ne  cou|)e  pas  le  cercle  O,  D)  ne  coupe  pas  0| 
et  si  D  est  tangent  à  O,  D|  est  langent  à  0|. 

Si  O,»)  était  parallèle  à  D,,  le  point  c,  serait  à  l'in- 
fini ;  on  construirait  un  second  point  tel  que  /  (et  cela 
aussi  si  le  point  C|  est  trop  éloigne). 

PiiOBLÈME  VIII.  —  Ti-ouvcr  les  points  d'intei- 
section  de  deux  cercles  donnés. 
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Premier  cas.  —  L'un  des  cercles  est  tracé  :  c'est  le 
cercle  O  lui-même;  Tautre  est  donné  par  son  centre  O, 
et  son  rayon  O,  6, . 

On  mène  dans  le  cercle  donné  le  diamètre  bc  paral- 
lèle à  0(  6i  ;  on  joint  6,  6,  6,  c  qui  coupent  00,  aux 

Fie.  i5. 


^.b. 


centres  de  similitude  S  et  I  des  deux  cercles;  soit  a  le 
deuxième  point  d'intersection  de  S 6  et  O;  on  mène  le 
diamètre  af^  f\  coupe  S 6,  en  «,,  Se  coupe  le  dia- 
mètre O,  b^  en  d  et  le  cercle  O  en  d]  bat  et  Cid  sont 
deux  couples  de  points  antihomologues,  a,  c,  et  bd  sont 
deux  cordes  antihomologues,  elles  se  coupent  en  p  sur 
l'axe  radical  ;  de  même  ab, ,  C(  d  sont  deux  couples  de 
points  antihomologues,  ad  et  6,  C(  se  coupent  en  q  qui 
appartient  à  Taxe  radical,  la  droite/?^  coupe  le  cercle  O 
aux  deux  points  cherchés  :  si  pq  ne  coupe  pas  O,  O  et  O, 
ne  se  coujjent  point;  si  pq  est  tangent  à  O,  O  et  0< 
sont  tangents. 


Deuxième  cas.  —  Les  deux  cercles  sont  donnés  par 
les  rayons  OfU,,  OaCo. 

On  cherche  l'axe  radical  de  O  et  de  O,,  celui  de  O 
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et  de  Oo  ;  ils  se  coupent  en  I.  De  I  on  mène  la  perpen- 
diculaire   à  O1O2   qui    est  l'axe  radical   de   ces    deux 
cercles,  il  n'y  a  plus  qu'à  déterminer  les  points  d'inter- 
section de  cette  droite  avec  0|  par  exemple. 

Sleiner  indique  aussi  une  autre  solution  de  ce  pro- 
blème qui  consiste  à  construire  dii'ectement  l'axe  ra- 
dical de  Oi  et  O2  :  pour  cela  il  détermine  d'abord  les 
centres  de  similitude  S,Ii,  SaU  et  ensuite  les  couples 
de  points  anlihomologues  de  O,  et  de  Oo- 

A  l'époque  où  Steiner  écrivait  son  petit  Livre,  l'ho- 
molhélie  n'était  guère  enseignée,  aussi  lui  consacre-t-il 
un  Chapitre  de  son  Ouvrage.  Dans  ce  Chapitre  il  traite 
comme  exercice  du  cercle  des  neuf  points,  et  c'est  lui, 
je  crois,  qui  en  parle  pour  la  première  fois. 


AGI{ÉG\TIO\  DES  SCIENCES  MATIIÉ>1ATI01ES  (CONCOURS 
DE  1908).  CO)IPOSrriO\  M  MATIIEMATIOIES  ÉLÉMEX- 
TAIUES. 

SoLiTiox  PAR  IN  ANONYME. 


I.  Un  triangle  ABC  étant  donné,  on  considère 
trois  cercles  m,  c,  (v,  tangents  respectivement  aux 
droites  AB  et  AC,  BC  et  BA,  CA  et  CB,  et  dont  les 
centres  sont  situés  sur  les  bissectrices  des  angles  inté- 
rieurs du  triangle;  on  demande  de  déterminer  ces 
trois  cercles  de  manière  cfue  les  angles  des  cercles  r 
et  «\  »v  et  u,  u  et  r  soient  respectivement  égaux  aux 
angles  extérieurs  en  A,  B,  C  du  triangle  ABC.  {On 
entend  ici  par  angle  de  deux  cercles  un  angle  égal 
à  l'angle  des  rayons  qui  aboutissent  en  un  point 
commun.) 
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On  prendra  comme  données  les  angles  intérieurs 
du  triangle  ABC  (  A  >  B  >  C)  ei  /e  rayon  Kdu  cercle 
circonscrit,  comme  inconnues  les  rayons  «,  ç,  w  des 
cercles  cherchés,  et  Von  posera  selon  les  cas  : 

X  =zh  \/'h  ,         y  =±i  \/v ,         z  =zt  sfw . 

Soient  X  et  X',  \  et  \',  Z  et  Z'  les  points  de  con- 
tact des  droites  BC,  CA,  AB  «cec  les  cercles  v  et  tv, 
w  et  M,  u  et  V  respectivement  ;  on  distinguera  deux 
cas  selon  cjue  le  nombre  des  vecteurs  XX',  YY',  ZZ' 
dirigés  en  sens  contraire  des  vecteurs  B(j,  CA,  AB 
est  impair  ou  pair. 

Dans  chacun  des  deux  cas,  les  équations  du  pro- 
blème étant 

/(j,  2)  =  o,         g(z,x)  =  o,         h(x,y)  =  o, 

les  relations  homogèîies  en  x,  y,  :;,  obtenues  en  com- 
binant ces  équations  deux  à  deux,  sont  décompo- 
sables. 

Dans  le  second  cas,  qui  donne  lieu  à  une  solution 
isolée  et  à  un  ensemble  continu  de  solutions,  on  intro- 
duira, pour  la  solution  isolée,  le  rayon  r  du  cercle 
inscrit  au  triangle  ABC. 

II.  Pour  la  solution  du  premier  cas,  on  calculera 
les  longueurs  AZ.  BX.  CY.  On  montrera  que  les 
axes  radicaux  des  trois  cercles  «,  t',  (v,  considérés 
deux  à  deux,  sont  les  droites  AD,  BE,  CF,  en  dési- 
gnant par  D,  E,  F  les  points  de  contact  avec  BC,  CA, 
AB  des  cercles  exinscrits  au  triangle  ABC  et  situés 
dans  les  angles  A,  B,  C.  On  évaluera  les  distances  X. 
Y,  Z.  du  centre  radical  P  aux  droites  BC,  CA,  AB  en 
fonction  des  hauteurs  h',  h",  h'"  du  triangle  ABC  et 
du  rayon  r  du  cercle  inscrit;  on  évaluera  aussi  les 
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distances  o',  S",  (>'"  de  ce  point  aux  trois  hauteurs  du 
triangle  en  fonction  des  cotés  «,  6,  c. 
On  constatera  qu'on  peut  écrire  : 


/■',  /■",  /•'"  étant  les  rayons  des  cercles  ex  inscrits  au 
triangle  ABC,  et  l'on  en  déduira  la  position  des 
centres  O',  O",  O'"  des  cercles  u,  v,  w  sur  les  bissec- 
trices des  angles  du  triangle;  on  évaluera  la  dis- 
tance du  point  O'  au  côté  BC  en  fonction  des  élé- 
ments r,  r',  h' ,  et  la  distance  du  même  point  à  la 
hauteur  issue  de  A  eîi  fonction  des  éléments  h  et  c. 
Onconclurade  ce  qui  précède  que  les  trois  cercles  u, 
r,  iv  passent  au  point  P,  et  que  les  tangentes  en  ce 
point  sont  parallèles  aux  trois  côtés  du  triangle. 
On  fera  voir  que  ces  cercles  sont  les  transformés 
par  inversion  des  droites  BG,  CA,  AB,  le  pôle  d'in- 
version étant  le  point  P,  la  puissance  d'inversion 
étant  ^r^. 

I. 

1.  Les  deux  cercles  v  et  <v,  par  exemple,  sont  d'un 
même  côté  de  la  droite  BG  puisqu'ils  se  coupent,  et  il 
en  est  de  même  de  leurs  centres;  le  cercle  v  ne  peut 
être  dans  l'angle  opposé  à  l'angle  B  du  triangle,  car 
alors  il  en  serait  de  même  du  cercle  G,  et  ces  cercles 
ne  se  couperaient  pas  ;  par  suite  BX  est  dans  le  sens  BG, 
CX'  est  dans  le  sens  GB.  Si  Ton  considère  un  axe  x 
portant  le  côté  BG  et  orienté  dans  le  sens  BG,  la  rela- 
tion segmentaire 

BX -t- XV -f- XX  =  BG 
donne  la  relation  entre  longueurs 

BX^CX'inXX  =  BG, 
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avec  le  signe  —  ou  le  signe  -h  selon  que  XX'  est  dans 
le  sens  contraire  à  BG  {^fig-   i),  ou  dans  le  sens  BC 

A  cause  de 

— ^2  A 

XX'     =   t'2_j_  (t;2_^  .2f  W  COS  A  —  (^V  (r  j2  =:  ^  ptv  COS"  —  » 

on  a  donc 

B  C  ;-  /-        A  „    .     . 

V  cot '-  w  cot—  zn.  1  \'v  l'iv  COS  —  =  2K  sin A. 

■2  2  2 

Considérons    d'abord     le    cas    où    le    nombre    des 
vecteurs     XX',  YY',   ZZ'    dirigés    en    sens    contraire 

Fig.  I. 


de   BC,  CA,  AB  est  impair.    Si    cela   a  lieu    pour  les 
trois  vecteurs,   comme  sur  la  ligure  i,  nous  poserons 


et  nous  aurons 

B  A  G 

f  =z  o,         1-2  cot lyz  COS ~  52  cot—  =  2R  sm A, 

G  B  \ 

(i)       .0-  =  o  ^2  cot—  —  'jlzx  eus  —  -i-  .Z72  eut  ^  =  2  R  si»  B, 

2  ■>.  1 

L  ,         A  C  ,         B  ^    .    ^ 

/i  =  o,         x^  cot  —  —  "i-xy  COS y-  col  —  =  2K  sinG; 

2  '2  2 
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si  XX'  est  seul  de  sens  contraire  à  BC,  nons  poserons 

X  =  \fïi ,        y  =  \/v ,        z  =  \fw , 

Fig.  2. 


et  nous  aurons  les  mêmes  équations  (en  fait,  ce  cas  ne 
se  présentera  pas^. 

2.  Formons  la  combinaison  homogène  des  équa- 
tions ^zrro,  h  =  o,  en  multipliant  la  première 
par  -sinC   ou   sin— cos  — >  la   seconde  par  -sinB  ou 

•     B  B  1  T  I     •  / 

sm— cos— ,    et    en    retranchant.    La    relation    /i  =  o, 
■t.  2 

multipliée  par  -  sinB,  devient  d'abord 

„      „B  .    B         B         C 

y2  co^ '?.xv  sin  —  cos  —  cos  — 

'^2  -^  -1  •>.  2 

-\-  x^  sin—  cos  —  cot—  =  RsinBsinC 
a  i  1 


I            B  .     B         C\2 

(  Y  cos j'  sin  —  cos  — 

V*^  -X  2  2  / 

.    B 

x"^  sin 


2  /        A        B        .    A    .     B        ,  C  \       p    .    o   •    r 
7 —    cos  — cos sin  —  sin  —  cos-—  )  =  Ksin  nsint. 

.       A       \  2  2  2  2  2  / 
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G  .       G 

ou,  en  remplaçant  cos-  —  par  i  —  sin-  — > 

/           B  .    B         G\2 

I  y  cos X  sin  —  cos  —  I 

,    ■     B    .     G 
a-^  sin  -  sin -^  ^ 

2         2   /  .    A    .     B    .    G\        D    •    D    •    /- 

H (  i-h  sin  —  sin—  sin—     =  KsinB  sin  G. 

.       A  \  2  2  2/ 

Sin  — 

2 

La  relation  g=-o  prend  une  forme  analogue  :  il 
suffît  de  remplacer  y  par  5,  et  d'échanger  B  et  C,  ce 
qui  ne  modifie  pas  le  second  terme  du  premier  nombre. 
On  a  donc  par  soustraction 

/  B  .    B        G\î       /G  .G        B\2 

I  y  cos X  sin   -  cos  —  1   —  \z  cos x  sin  —  cos  —  1    =  o. 

Cette  relation  se  décompose,  et  Ton  a 

B  G  A 

p  =  o,  Y  cos \-  z  cos X  cos  —  =  o 

^  ^  1  2  2 

OU 

B  G  .    B  —  G 

n  =  o.         Y  cos Z  cos X  sin =  o. 

^  •'in  2 

On  a  de  même,  en  combinant  les  équations  A:=o, 
/=o, 

G  A  B 

a  =  o.         z  cos X  cos Y  cos  —  =  o 

^  2  2-^2 

OU 

G  A  .    G— A 

ûr    =  o,  Z  COS X  COS V  SIH  =  O. 

^  2  2  "^  2 

3.   Avec  p  =  o^  q  =  O,  on  a  ;  =  o,  ce  qui  donne 

A  B 

w  =  O,  i<  =  6tang— j  ('  =  alang  — ; 

le  cercle  w  est  un  cercle-point  C,  le  cercle  u  est  tan- 
gent à  AC  en  C  et  tangent  à  AB,  le  cercle  v  est  tangent 
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à  BC  en  G  et  langent    à   BA.   Les   liypotlièses  p=o, 
q' =  o   et   p'=^o,   q  ^zz  o  donnent   des    solutions  ana- 
logues. Ces  solutions  sont  sans  intérêt. 

La    solution   véritable  s'obtient  en   prenant  p'=o, 
q'=  o;  on  a,  par  addition, 

/.A  +  G         .A-G\          /.B^-C             B-C\ 
y  (  sin -j-  sin =  a-  M,in h  sin 

•^  v       -i  2    y      V       •-»  -^    I 


V  sin  —  =■  X  sin  — : 

•^2                        2  ' 

on  a  donc 

X              y              z 

.A          .     B          .     C 
sin—        sin—        siii — 

2                      2                     2 

=  x. 


Calculons  \  par  l'équation /"^  o  ;  on  asuccessivement 

, ,  /  ■     I'         B         .    C         G  .     li    .     G         A  \  n    •    4 

A''    sin  —  cos h  sin  —  cos 2  sin  —  siii  —  cos  —  =  2  n  sin  A, 

V  2  2  2  2  V.  2  2  / 

/  H  ("*  V  \ 

a2  (  sin  B  +  sinG  —  4  sin  —  sin  —  cos  —  )  =  4  R  sin  A, 

\  2  2  2  / 

^  o  /            *        ,        A         B         G  .    B    .    G         A  \        , ,,    .    , 

A^    —  Sin  A  H-  4  cos  —  cos  —  cos 4  S"i  —  sin  —  cos  —     =  4  B  sin  A, 

V  2  2  2  2  ■>.  2  / 

—  sin  A  H-  4  cos—  sin—  j  =  4  B  sin  A, 
X^sinA  =  4BsinA,         X  =  2  y^, 

car  x^  y,  z,  étant  de  même  signe,  sont  tous  trois  positifs. 
Ainsi  XX',  YY',  ZZ'  sont  respectivement  de   sens 
contraires  à  BC,  CA,  AB,  el  l'on  a 


siii-  —        sin-  —        sin-  — 
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c'est  la  solution  re|)résentée  par  la  figure  1. 


(4i6) 

I  {suite). 

A.  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  nombre  des 
vecteurs  XX',  YY',  ZZ'  dirigés  dans  le  même  sens  que 
BC,  CA,  A.B  est  impair.  Si  cela  a  lieu  pour  les  trois 
vecteurs,  comme  sur  la  figure  2,  nous  poserons 

X=^U,  y  ■=  sjv  ,  z  ■=  yjw , 

et  nous  aurons 

R  K  Q 

/"  =  o.         v^  cot ^  -y.vz  ç.o<i- 1-  z'^  cot  —  =  2R  sinA, 

■1  "  ■}.  1 

V  R  A 

(2)      g  =^  o.         z^  cot 1-  2ZX  cos—  -+-  x^  col  —  =  2R  sinB, 

2  22 

-^  C  ,         B  ^    .    ^ 

/(  =  o,         x^  cot 1-  ixy  cos r-  y-  cot  —  =  2  R  sin  C  ; 

2  -^  7.       -^  2 

si  XX'  est  seul  du  même  sens  que  BC,  comme  cela  a 
lieu  dans  la  figure  3,  nous  poserons 

X  =  —  V  "  )       y  =  v^^  1        *  =  y/^  > 
et  nous  aurons  les  mêmes  équations. 

o.  La  combinaison  homogène  des  équations  ^=  o, 
h  =  o,  est  ici 

/  B  .    B        G\2      /G  .    C         B  \2 

(  y  cos 1-  a^  sin  —  cos  —     —  \  z  cos h  ar  sin  —  cos  —      =  o. 

\  2  2  2  /         \  2  22/ 

Cette  relation  se  décompose,  et  l'on  a 


p  =0, 

X  cos (-  Y  cos  — 

2           -^              2 

-T- 

Z 

cos 

2 

=  0 

ou 

p'=o, 

B                   c 

y  cos—  —  z  cos  — 

_ 

X 

sin 

B- 

-C 

=  0; 

(  4i7  ) 
la  première  de  ces  équations  est  symet/ic/ne  en  x,  y, 

Fig.  3. 


z,  A,  B,   C.   On  a  de  même,  en  combinant  les  écjua- 
lions  /?  =  o,  y=  o, 


/?  =  o, 


C  A  .    C— A 

q  =:  o,         z  cos X  cos v-y  sin  


6.   On  a  donc  une  solution  Isolée  en  prenant//  =:  o, 
^'=  f>;  cela  donne  par  addition 

/  .    G  ^  A         .    c:  —  \  ,  /  .    C  -  B         .    G  -  B 

y  [  SMi -H  sin I  =  .r  (  sin 


ou 


on  a  donc 


Y  cos—  =  X  co<  —  ; 


A  B  C 

cos  —        cos  —        cos  — 

2  2  2 


l. 


Calculons  A  par  l'équation y=  o  du  système  (a);  on 
Ann.  de  Malhémat.,  t\'  série,  l.  VIII.  (Septembre  1908.)     2y 


(  4.8  ) 
a  successivement,  en  remplaçant  cos-  par  i  —  si»- 


^2 

(  I  —  sin-  —  1  cot 

B        /          .    ,  C  ,         C 

^     I  —  fin-  —     cot  — 

•2         V                  -2/2 

A         B         C  "1 

■4-  2  COS  —   COS  —  COS  — 
■2               2                2 

=  2RsinA, 

,  /        B              C 

^-    cot cot 

\        1              l 

sin  B  —  sin  <; 

■2 

sin  A  —  -in  B  —  -inC  ^ 

=  2  R  sin  A, 

A 

COS  — 


B    .     C 
sin  —  sin  — 


A  A   \         ,  p    .     A  A 

sin  —  COS  —    I  =  I  K  sin  —  cos  — : 


,,/  .     A    .     B    .     C 

t?  \  I  -^  sin  —  sin  —  sin  — 
\  2  2  2  / 


A  cause  de 


on  peut  écrire 


/•  =  4  R  sin  —  sin  —  sin  — > 


.     .     \     .     B     .     C 

=  4  R  sin  —  sin  —  sin  — 
2  2  2 


B     .     C 


4  B  r 


4Rh-  /• 


^■=n  4B-7' 


car  x^  y.  z-,  étant  de  même  signe,  sont  tous  trois  po- 
sitifs. 

Ainsi  dans  cette  solution  isolée  XX',  Y\',  ZZ'  sont 
respecliveinent  de  même  sens  que  BC.  GA,  A.B,  et  l'on  a 

^'^  ^  X  ""  B  ""         ~C  ^    i  B  —  /•  ' 

COS-  —        COS-  —        cos-  — 


c'est  la  solution  représeutée  par  la  figure  2. 

7.  Avec/j'=:o.  les  équations  (2)  se  réduisent  à  deux 
seulement,  y?  =  o,  fz=z  o,  ce  qui  donne  des  solutions  m 
nombre  infini.  On  peut  transformer  la  relation  y=  o 
au   niùA'en  de  la  relation  p  =  o;  cette  dernière  donne. 
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par  élévation  au  carré, 

,  •''         ,        ,  G  B         C         ,        ,  A 

V*  cos'^ h  -3-  cos- i-  "iyz  (•()>  —  cos  —  =  .r^  cos-  —  , 

>.  a         ■  ■>.  >  '2 

el  si  l'on  éliniiiie  i'3  enlre  la  relation  y  =  o  et  celle-ci, 

,  11-  B  C  A 

au   moyen  des   niulliplicateurs  cos  —  cos  -  el — cos— > 

'  i  2.  ■?. 

on  oi)tient  la  relation  symétrique 

,  A         A  ,  „         A         B         C 

T^  COS-  —  col f- .  .  .  ==  4  K  cos  —  cos  —  cos  —  =  p 

î  •<  9,  2  1 

en    appelant  p   le  deinl-périmètre  du    triangle.    On    a 
donc,    pour   les   solutions    qui    forment    un    ensemble 

coiitin  (I , 


(•/) 


ABC 

X-  cos r-  K  cos \-  Z  COS  — 

■},  "  1  i 

A         A 

x-  cos—  cot -. .  .  =  p, 


,    r  •.  A        ^  B 

et  I  on   pourrait   poser  x  cos  —  =  ç,  y  cos  -  =  r,,   .... 

La  première  de  ces  relations  montre  que  x,  y,  :;  ne 
peir\enlêtre  de  même  signe;  on  aura  par  exem|)le  W 
dan>  le  sens  BG,  Y\'  dans  le  sens  contraire  à  CA,  ZZ' 
dans  le  sens  contraire  à  AM  (Jig'.  3). 

On   peut,   saul"  la  question  de  réalité,  se   df)nner   u 

à  volonté.  Si  l'on  élimine  j' cos  —  entre  la  relation  (2"), 

on  trouve  la  condition  nécessaire  el  suffisante  : 

.    4R/' 


:,  H  -^  /■ 


II. 

8.    On   a,  j)Our  la  solution  tlu   premier  cas(//i,'.    \), 

\  K 

a  =■  I  R  siu-  —  ,  i'  =  i  B  sin-  —  7  •  •  • 
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OU 


u  =  a  tansr  —  j 
-2 


ç;  =  6  tan< 


on  a  donc 

AZ  =  A  V  =  «.         BX  =  BZ'  =6,         CY  =  TA  =  c. 

Considérons  les  cercles  r  el  w.  Le  point  A  a   même 
puissance  par  rapport  à  ces  deux  cercles,  car  on  a 

AZ'  =  BZ'  —  B  A  =  b  —  c.         AY  =  CA  —  C  Y  =  h  —  c: 

le  milieu  D  du  seginenl  XX'  a  aussi  même  puissance 


par  rapport  à  ces  deux  cercles,  et  comme  on  a  pour  ce 

point 

BD  —  CD  =  BX  —  CX'  =  6  —  c, 

D  est  le  point  de  contact  du  cercle  exinscrit  au 
triangle  ABC  et  situé  dans  Tangle  A;  l'axe  radical  des 
cercles  \  et  W  est  donc  bien  la  droite  indiquée  par 
l'énoncé. 


(  42.  ) 

Les  droiles  AD,  BE,  CF  concourent  en   un   poinl  P, 

centre     radical     des    cercles    m,    v,    w.     A    cause     de 

DB  =  p  —  c,  DC  =  p  —  />,  le  point  P  est  le  barjcenlre 

des    |)oints   A,    B,   C,    aileclés  des  coefficients/?  —  «, 

p  —  b,  p —  c;  il  est  donc  le  barjcentre  des  points  A 

el  D  aileclés  des  coefficients  p  —  a,  et  rt,  c'est-à-dire 

qu'on  a 

AP  PD  AD 


a         p  —  a  p 

Sans  nous  astreindre,  dans  ce  qui  suit,  à  respecter 
slrictemenl  Ténoncé  (ce  qui  serait  d'ailleurs  facile), 
nous  remarquons  que  la  dislance  du  poinl  P  à  la 
parallèle  menée  par  A  a  pour  valeur  /<'x  —  ou  2/';  de 
sorte  que  le  point  P  est  le  centre  du  cercle  inscrit 
au  triangle  A'B'C  circonscrit  et  parallèle  au 
triangle  ABC. 

H  résulte  d'ailleurs  de  l'homolhétie  des  cercles  I  et  T' 
que  le  point  D"  de  la  figure  appartient  au  cercle  inscrit, 
de     sorte     qu'on     a     aussi    D'D"=2/";     on    a    donc 

pD  =  Âïr. 

9.  La  |)rojection  AZ  du  segment  AO'  sur  la  droite  AB 
étant  égale  à  a,  qui  est  aussi  la  projection  de  II',  on  a 

Ââ=ïr         ou         ÔT=.ÂT; 

on  a  d'ailleurs  en  même  temps  u  =  r' —  /•. 

Des  égalités  PD  =  Âïy  et  ÔT'=z:  AT,  qui  déter- 
minent la  position  des  points  P  el  O',  il  résulte  que  la 
droite  O'Pest  perpendiculaire  à  BC;  les  distances  des 
points  P  el  O'  à  la  droite  BC  étant  d'ailleurs 

h' — 2/'     el     /•'  —  ( /i' — r)     ou     r  ^  r' — h'. 
on  a 

O'P  =  /•'—/•  =  u- 
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le  cercle  u  passe  donc  an  point  ]^,  et  la  tangente  en  ce 
point  est  parallèle  à  BC.  Ce  résultat  inontre  comment 
les  angles  des  cercles  v  et  ce,  w  et  u,  u  et  v  sont 
respectivement  égaux  aux  angles  extérieurs  en  A,  B,  C 
du  triangle  ABC. 

Le  cercle  u  est  le  transformé  par  inversion  de  la 
droite  BC,  le  pôle  d'inversion  étant  P.  La  puissance 
d'inveision  est 

P  =  X  X  lit  =^  it  h'  —  2  /•  )  (  /•'  —  /•  ) 

=  2 1  /(  '  i  /•'  —  r  )  —  j,  rr'  —  2  /•-  ]  ; 

or,  la  |)rojection  des  points  1  et  I'  sur  la  hauteur  issue 
de  A  devient  harmoniquement  le  segment  AH',  ce  qui 

donne 

2        I         I        /•' —  /• 
h'         r        /•'  /■/•' 


ou 

on  a  donc 


2  /■/■'  =  h' i  r' 


=  -i  >•'• 


'-)'■ 


Le  système  des  cercles  u^  <%  <v  est  transformé  par 
inversion  du  svslème  des  droites  BC,  CA,  AB;  le  cercle 
d'inversion  est  le  cercle  de  centre  P  et  de  rayon  2/' 
dont  il  a  été  question  au  n"  8. 


III. 

CO>SIDÉRATIO]\S    GÉOMÉTRIQUES. 

10.   Soient  D,  E,  F  les  points  de  contact  avec  BC, 

CA,  AB  des  cercles  a,  3.  "'  exinscrits  au  triangle   ABC 

et  situés  dans  les  angles  A,   B,  C;  soit  P  le  point  de 

concours    des    droites    AD,    BE,    CF.   Considérons   le 

cercle  homolhétiqne  du  cercle  a,  le  centre  d'homolhétie 

\p 
étant  A,   le  rapport  d  homotliétie  étant  ^7-=-  :  ce  cercle 

AL' 

passe  au  point  P  et  la  tangente  en  P  est  paiallèle  àBC; 


(  4^3  ) 
en    associant   à    ce    cercle   les    deux  cercles   analoj^ues 
fournis  par  les  cercles  jâ  et  y,  on   obtient  la  solution 
du  premier  cas. 

On  voit  aisément  que  le  système  des  cercles  w,  p,  «• 
est  transformé  par  inversion  du  système  des  droites  BC, 
CA,  AB,  le  pôle  d'inversion  étant  P,  la  puissance  d'in- 
version étant  4''"-  ïl  6n  résulte  que  les  deux 
triangles  ABC  et  0'0"0"  sont  polaires  réciproques 
pai-  rapport  à  un  cercle  de  centre  P  et  de  rayon  /•y/2  : 
les  droites  PA,  PB,  PC  sont  donc  perpendiculaires  aux 
droites  0"0'",  0'"0',  O'O'",  et  sont  par  suite  les  axes 
radicaux  des  cercles  m,  i',  w  considérés  deux  à  deux. 

11.  Soient  D',  E',  F'  les  points  de  contact  avec  BC, 
CA,  AB  du  cercle  to  inscrit  au  triangle  ABC:  soit  P' 
le  point  de  concours  des  droites  AD',  BE',  CF'.  Consi- 
dérons le  cercle  homolhétique  du   cercle  to,   le  centre 

d'ijomothétie     étant     A,      le     raj)port     d'homothétie 

AP' 
étant  -pjv  •  ^^  cercle  passe  au   point  P'  et  la  tangente 

en  P'  est  parallèle  à  BC;  en  associant  à  ce  cercle  les 
deux  cercles  analogues,  on  obtient  la  solution  isolée 
du  second  cas. 

Ici  encore  le  système  des  cercles  u,  c,  iv  est  trans- 
formé par  inversion  du  système  des  droites  BC,  CA, 
AB,  le  pôle  d'inversion  étant  P' ;  les  axes  radicaux  de 
ces  cercles  considérés  deux  à  deux  sont  les  droites  P'A, 
PB,  P'C. 

12.  Les  cercles  de  la  figure  3,  comme  ceux  des  li- 
gures 1  et  2,  ont  un  point  commun.  En  eflet,  da/is  toute 
solution  du  problème,  si  S  est  un  point  commun  aux 
trois  sphères  qui  ont  pour  grands  cercles  les  cercles  //, 
r,  iv,  un  a 

0"S0"' ^  0'"S0'  +  0' SO"  =(•>,''—  A  )  -^. ..  +  ...  =  4'". 
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de  soiie  que  le  point  S  esl  un  [joint  du  plan  ()'0"0"'. 

Les  cercles  ii,  v.  iv  de  la  figure  3  se  déduisent  d'ail- 
leurs, par  une  rotation  aulonr  de  S,  de  cercles  obtenus 
en  inversant  les  droites  BC,  Cx\,  AB,  le  pôle  d'inversion 
élanl  S,  la  puissance  d'inversion  ayant  une  valeur  con- 
venable. 

Si  X,  \,  Z  sont  les  distances  du  point  S  aux  côtés 
du  triangle  ABC,  on  a 


à  cause  de 


on  a  donc 


M  \  =  p  Y  =  H  Z  : 


-        A    ,      ,-        B  -        G 

y    U  COS  —  =  V  '■  COS V   if  COS  —  ; 


ABC 

COS  —  COS  —  COS  — 

2     -T-  ■>  > 


V/X  s/V  v'Z 

(Le  lieu  du  point  S  est  la  quarlique  Iricuspidale  qui 
admet  comme  points  de  rebtoussement  les  [joints  A, 
B,  C,  et  pour  laf(uelle  les  tangentes  de  rebroussement 
concourent  au  [joint  dont  les  coordonnées  normales  sont 

proportionnelles  à  COS- —  )  cos-— ?  ••-,  c'est-à-dire  aux 

rayons  des  cercles  a,  c,  iv  de  la  figure  2  ;  ce  point  de 
concours  esl  donc  le  point  inverse  du  point  P'  de  la 
figure  2.  Dans  le  cas  d'un  triangle  équilatéral,  la 
courbe  lieu  du  point  S  est  une  hvpocycloïde  à  trois 
rebroussements.) 


IV 


13.  Si  X,  j-,  z  sont  des  axes  [jortant  les  côtés  du 
triangle  et  orientés  de  B  vers  C,  de  C  vers  A,  de  A 
vers  B,  cl  si  l'on  remplace  les  cercles   it.  r,  iv  par  des 
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cycles  langenls  à  ces  axes  ('),  l'examen  des  figures  i, 
2,  3  montre  comment  les  divers  cas  f|u'on  a  rencontrés 
se  dilTérencienl.  Avec  les  fij^nres  i  et  2,  on  a 

(t'.  H'  )  =  (  J,   3  ),  {W,U)  =  (Z,T),  (  l(,  V)  =  (  X,J  )\ 

les  tangentes  an  poinl  roinmun  sont  de  sens  contraire 
à  BC,  CA,  AB  dans  la  (ignre  i,  de  même  sens  que  BG, 
CA,  AB  dans  la  figure  2. 
Avec  la  (igure  3,  on  a 

(r,  iv)  =~(j\  z), 
(  «>,  u  )  =  —  (  z,  cr  ), 
{ii,i-)    =—  (x.,y)\ 

I  indétermination  se  produit  donc  dans    un  cas   nelle- 
nx-nl  caractérisé. 


AGKtGAJION  DES  SCIKMIKS  ^lATIIÉMATIOlJlïS 
(COXCOIKS  DE  1908). 


Sujets  des  compositions. 


Mathématiques  s/jt'ciales. 

Un  contour  convexe  est  formé  des  côtés  parallèles  AB,  A' B', 
(le  longueur  2  /,  d'un  rectangle  A  B  B'  A'  et  des  demi-cercles  de 
rayon  /•  décrits  sur  les  deux  autres  côtés  AA'  et  BB'  comme 
diamètres.  Il  se  déplace  dans  son  plan  d'une  façon  continue  eu 
restant  tangent  extérieurement  à  un  demi-cercle  fixe  de 
ravon  R  et  à  la  droite  indéfiiiio  D  qui  limite  ce  demi-cercle.  On 
suppose  que  AB  était  sur  D  au  début  du  mouvement  et  que  A  B' 

(')  La  notion  de  cycle  n'c>\.  pas  au  prni; ranime  de  I  .\i;réuation  : 
c'est  une  lacune  rcgieUable. 
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vient  sur  cette  même  droite  à  la  fin  du  mouvement,  après  avoir 
touché  le  demi-cercle  fixe. 

1"  Construire  la  trajectoire  F  du  centre  M  du  rectangle  et 
reconnaître  si  elle  est  convexe; 

■1°  Calculer  l'aire   limitée    |)ar   Y,    dans   1  hypothèse  H  =  /•, 

/  =  /-(v/3-i): 

3°  On  suppose  que  l'angle  dont  tourne  le  contour  est  pro- 
portionnel au  temps:  on  demande  de  placer  le  contour  à  un 
instant  donné  et  de  construire  le  vecteur  vitesse  du  point  .M  à 
cet  instant  (  '). 

4°  Le  côté  A'B'  étant  tangent  au  demi-cercle  fixe,  trouver  à 
un  instant  donné  l'enveloppe  des  tangentes  aux  trajectoires 
des  différents  points  du  contour.  Examiner  les  différents  cas 
qui  peuvent  se  présenter  en  supposant  R  =  r  =  /. 

Composition  sur  le  Calcul  différentiel 
et  intégral. 

I.  On  considère  une  famille  F  de  courbes  planes  C  repré-- 
sentées  par  l'équation  générale 

(C)  /(  .r,  jK,  2  j  =  o, 

où  ac  est  un  paramètre  variable. 

On  suppose  la  fonctiony  choisie  de  telle  façon  que  les  trois 
équations 

(O  /=<>, 

1  =  0, 

^=° 

aient,  pour  chaque  valeur  déterminée  de  a,  une  solution  com- 
mune (  i,  r,  ). 

Démontrer  que,  dans  ces  conditions  : 

Ou  bien  le  point  (  ;,  r,  )  est  fixe,  quel  que  soit  a; 


(')  Les  constructions  3°  devront  être  effectuées  avec  la  règle  et  le 
compas. 
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Ou  bien  la  courbe  C  a,  en  ce  point,  un  conlact  fin  second 
ordre  avec  son  enveloppe. 

Trouver  la  condition  moyennant  iaqiielle  c'est  la  seconde  de 
ces  deux  circonstances  qui  a  lieu. 

II.  On  considère,  en  particulier,  le  cas  où  les  courbes  G  sont 
toutes  honiotliétiques  à  une  même  courbe  fixe  Go,  représentée 
par  l'équation  y  =  (^{x}.  Le  centre  d'Iiomothétie  est  désigné 
par  S,  le  lapport  d'homothétie  par  /..  l'Iiomologue  de  l'ori- 
gine O  des  coordonnées  (c'est-à-dire  le  point  placé  par  rap- 
port à  G  comme  O  l'est  par  rapport  à  Go)  par  0'.  le  point 
dont  O  est  l'homologue  (point  placé  par  rapport  à  Go  comme  O 
l'est  par  rapport  à  G)  par  Oi. 

On  suppose  que  les  coordonnées  de  S  et  le  rapport  /."  sont 
fonctions  d'un  même  paramètre  a.  A  quelles  conditions 
doivent  satisfaire  ces  fonctions  pour  que  les  courbes  C  aient 
chacune  un  contact  du  second  ordre  avec  leur  enveloppe? 

Déterminer  /c  en  fonction  de  a  de  manière  qu'il  en  soit 
ainsi  : 

r  Lorsqu'on  donne  Gq  et  les  expressions  (en  fonction  de  a) 
des  coordonnées  de  S: 

a°  Lorsqu'on  donne  Go  et  les  expressions  des  coordonnées 
de  O'. 

.V.  B.  —  Dans  toutes  les  solutions  précédentes,  on  s'atta- 
chera à  interpréter  géométriquement  tout  ce  qui,  parmi  les 
résultats  obtenus,  sera  susceptible  d'une  telle  interprétation. 

Sur  quels  résultats  connus  retombe-t-on  en  supposant  que  C© 
est  un  cercle? 

III.  Les  courbes  C  étant  toujours  homothétiques  dune 
courbe  fixe  Go,  on  suppose  que  les  coordonnées  du  centre 
d'homothétie  S  et  le  rapport  d'homothétie  k  sont  développables 
en  séries  de  Taylor  autour  de  toute  valeur  réelle  de  a  (A'  ne 
devenant,  en  outre,  jamais  nul)  et  que,  de  plus,  k  reprend 
la  même  valeur  pour  deux  valeurs  différentes  aj  et  X2  de  a. 

Montrer  (|ue  si,  dans  ces  conditions,  les  G  ont  chacune  un 
contact  du  deuxième  ordre  avec  leur  enveloppe  : 

Ou  bien  pour  une  certaine  valeur  de  a  comprise  entre  7] 
et  a2,  cette  enveloppe  a  des  branches  infinies; 

Ou  bien  le  lieu  des  points  Oi  définis  plus  haut  a  un  point  de 
rebroussement  ; 
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Ou  bien  cette  dernière  circonstance  a  lieu  lorsqu'on  rem- 
place O  par  n'importe  quel  point  fi\e  w  du  plan  autre  que  O 
(Oi  désij^nant  alors  le  point  qui  e<t  placé  par  rapport  à  G.j 
comme  tu  l'est  par  rapport  à  C  i. 

IV.  Soit  uite  famille  de  surfaces  S  représentées  par  léqua- 

tion  généiale 

/t.T,  y,z.x)  =  o. 

àf  O'-f 

Si  les  équations  /"=  o,  -^—  =  o,  — ^-  =  o  représentent,  pour 
^  '  ôy.  o'j.'- 

chaque  valeur  de  a,  trois  surfaces  avant  une  ligne  commune  : 

Ou  bien  cette  ligne  est  fixe; 

Ou  bien  il  y  a,  le  long  de  cette  ligne,  contact  du  deuxième 
ordre  entre  l'enveloppée  et  l'enveloppe. 

Condition  pour  que  cette  dernière  circontance  ait  lieu.  Cas  où 
les  surfaces  1  sont  homothétiques  à  une  surface  fixe  Zj.  Mon- 
trer que  celle-ci  (  ainsi  que  l'enveloppe  i  devra  être  dévelop- 
pable.  Que  deviennent  ici  les  solutions  des  deux  problèmes 
posés  dans  la  deuxième  Partie? 

V.  On  considère  le  cas  oîi  les  courbes  planes  C  sont  non 
plu>  homothétiques,  mais  égales  à  une  courbe  fixe  donnée  Ce 

y  =  o(  a-  ). 


Montrer  qu'alors  l'une  des  deux  courbes  dont  le  roulement 
1  une  sur  l'autre  produit  le  mouvement  de  C  doit  être  choisie 
d'une  façon  déterminée  pour  que  C  ait  un  contact  du  second 
ordre  avec  son  enveloppe  i  l'autre  courbe  pouvant  être  quel- 
conque ). 

Composition  sur  la  Mécanique. 

On  considère  dans  un  plan  vertical  deux  droites  indéfinies  se 
coupant  en  un  point  O,  l'une  x'Ox  horizontale,  l'autre  z' O  z 
verticale.  Une  tige  AB  homogène  posante  d'épaisseur  négli- 
geable, de  longueur  2/  et  de  masse  M  est  telle  que  ses  extré- 
mités restent  constamment  l'une  A  sur  x'Ox,  l'autre  B 
sur  :î'0^  et  puissent  passer  sur  ces  droites  d'un  côté  à  l'autre 
du  point  O.  Un  point  particulier  D  de  la  tige,  dont  les  distances 
aux  extrémités  A  et  B  restent  invariable,  est  attiré  par  le  point  O 
proportionnellement  à  la  distance  ;  la  valeur  absolue  de  la  force 
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qui  le  sollicite  est  représentée  par  —r- OD.  ^  désignant  l'accé- 
lération de  la  pesanteur  et  À  un  nombre  positif  inférieur  /. 
On  appellr  (]  le  milieu  de  la  tige  et  a  le  segment  CD  compté 
positivenieiil  dans  le  sens  CV;  enfin,  on  désigne  par  0  l'angle 
que  forme  la  droite  OC  avec  la  verticale  descendante. 

1"  On  sij[)pose  que  les  liaisons  auxquelles  est  soumise  la 
tige  AB  soient  sans  frottement;  on  demande  de  déterminer  les 
positions  d'équilibre  de  cette  tige  et  de  rechercher  parmi  ces 
positions  celles  pour  lesquelles  l'équilibre  est  stable. 

.>'  On  suppose  plus  généralement  que  les  droites  t'Ox, 
z' O  z  soient  dépolies,  et  que  les  coefficients  de  frottement  de 
la  tige  sur  ces  droites  soient  très  petits.  On  demande  de  déter- 
miner en  fonction  des  données  et  de  ces  coefficients  de  frot- 
tement une  valeur  approchée  des  angles  6  correspondant  aux 
limites  des  régions  dans  lesquelles  peut  être  placée  la  tige  sans 
(jue  l'équilihie  cesse  de  subsister. 

'V  On  suppose  dans  ce  qui  suit  que  les  droites  x'Ot,  z' O z 
soient  parfaitement  polies;  on  demande  d'étudier  le  mouve- 
ment de  la  tige  et  de  discuter  la  nature  de  ce  mouvement 
suivant  la  position  du  point  D  et  suivant  les  données  initiales. 

4"  On  suppose  comme  ca«  particulier  que  /  soit  égal  à  la 
longueur   du  pendule  simple  battant   la    seconde,   que   X   soit 

égal  à  -,  et  a  égal  à  /;  à  l'origine  du  temps,  la  tige  est  verti- 
cale, le  point  H  étant  au-dessous  de  O.  On  demande  quelle 
vitesse  initiale  il  faut  donner  à  la  tige  pour  qu'elle  s'approche 
constamment,  sans  jamais  l'atteindre,  d'une  de  ses  positions 
d'équilibre;  dans  ces  conditions,  quel  ternies  mettra  le  point  B 
pour  parvenii-  au  point  O? 

">  "  On  suppose  dans  le  cas  général  que  la  tige  est  placée  dans 
le  voisinage  d'une  de  ses  position*  d'équilibre  stable  et  qu'on 
l'abandonne  ensuite  sans  vitesse  initiale  ;  on  demande  de  déter- 
miner la  durée  de  ses  oscillations,  supposées  infitiiment  petites. 
et  d'examiner  les  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter. 
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VAIUFTES. 


PRIX  WOLFSKEHL. 

En  vertu  <les  pouvoirs  que  nous  a  donnés  M.  le  D'  Paul 
\Volf"«kel)l,  décédé  à  Daimsladt,  nous  fondons  par  les  pré- 
sentes un  prix  de  looooo  marks  sous  le  nom  E inhunderttau- 
send  Mark,  qui  sera  délivré  à  celui  qui  donnera  le  premier 
une  démonstration  du  grand  théorème  de  Fermât. 

Dans  son  testament,  M.  le  D'  Wolfskehl  observe  que  Fer- 
mat  {Œuvres,  Paris,  1891,  t.  I,  p.  '291,  observ.  II)  affirme 
mutatis  mutantis  que  l'équation  :r^ -f- y'- =  2'-  n'a  pas  de 
solutions  entières  pour  tous  les  exposants  À  qui  sont  des 
nombres  premiers  impairs.  Il  y  a  lieu  de  démontrer  ce  théo- 
rème soit  en  général,  suivant  les  idées  de  Fermât,  soit  en  par- 
ticulier, conformément  aux  rechercher-  de  Kummer  {Journal 
de  Crelle,  t.  40,  p.  i3o  et  suiv.  ;  Ahh.  der  Akad.  d.  Wiss., 
Berlin.  rSSj  1,  pour  tous  les  exposants  À  pour  lesquels  il  a,  en 
somme,  une  valeur.  Pour  plus  amples  renseignements,  con- 
sulter :  HiKBKRT.  Théorie  der  Algebraischen  Zahlhôrper 
{.Jcdiresbericht  der  deutschen  MatheinaliUer-Vereinigung, 
t.  IV,  1^94-1895,  §  172-17.3,  et  Encyklopddie  der  inatheniati- 
sclien  Wissenschaften,  Bd.  I,  Teil.  'i,  Arithmetik  und  Alge- 
bra.,  1900-1904,  IC   '\b.  p.  7i3). 

La  fondation  du   prix  a  lieu  sous  les  conditions  suivantes  : 

La  Kônigliche  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Gôt- 
tingen  décidera  en  toute  liberté  à  qui  le  prix  doit  être  attri- 
bué. Elle  refuse  d'accepter  tout  manuscrit  ayant  pour  objet 
de  concourir  à  l'obtention  du  prix  du  théorème  de  Fermât; 
elle  ne  prendra  en  considération  que  les  Mémoires  mathéma- 
tiques qui  auront  paru  sous  forme  de  monographie  dans  des 
journaux  périodiques  ou  qui  sont  en  vente  sous  forme  de 
\  olumes,  en  librairie.  La  Société  prie  les  auteurs  de  pareils 
.Mémoires  de  lui  en  adresser  au  moins  cinq  exemplaires  im- 
primés. 

Seront  exclus  du  Concours  les  travaux  qui  seraient  publiés 
dans    une    langue    qui    ne    serait    pas    comprise    des    savants 


I 

I 
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spécialistes  désignés  pour  11-  jugement.  Les  auteurs  de  pareils 
travaux  pourront  y  substituer  des  traductions  dont  la  fidélité 
sera  certaine. 

La  Société  décline  toute  res|)onsal)ilité  au  sujet  du  non-exa- 
men de  travaux  dont  elle  n'aurait  jias  eu  connaissance,  ainsi 
(pie  des  erreurs  qui  pouiraient  résulter  du  fait  que  le  véritable 
auteur  du  Iravail  ou  d'une  partie  du  travail  était  inconnu  de 
la   Société. 

Elle  se  réserve  toute  liberté  de  flécision  pour  le  cas  où  plu- 
sieurs personnes  s'occuperaient  de  la  solution  de  la  question 
ou  pour  le  cas  où  cette  solution  résulterait  de  travaux  com- 
binés de  plusieurs  savants,  en  particulier  en  ce  qui  concerne 
le  partage  du  prix,  à  son  gré. 

L'attribution  du  prix  par  la  Société  aura  lieu  au  plus  tôt 
deux  ans  après  la  publication  du  Mémoire  à  couronner.  Cet 
intervalle  de  temps  a  pour  but  de  permettre  aux  mathéma- 
ticiens allemands  et  étrangers  d'émettre  leur  opinion  au  sujet 
de  l'exactitude  de  la  solution  publiée. 

Dès  que  le  prix  aura  été  attribué  par  la  Société,  le  lauréat 
en  sera  informé  |)ar  le  Secrétaire  au  nom  de  la  Société  et  le 
résultat  sera  publié  partout  où  le  prix  aura  été  annoncé  pen- 
dant la  dernière  année  écoulée,  f/attribulion  du  prix  par  la 
Société  est  inattaquable. 

Le  payement  du  prix  sera  fait  au  lauréat  dans  l'intervalle  des 
trois  mois  qui  suivront  son  attribution  par  la  caisse  njyale  de 
l'Université  de  Gottingue  ou  aux  risques  et  périls  du  ilestina- 
taire  en  un  autre  endroit  qu'il  aura  désigné. 

Le  capital  pourra  être  versé  contre  quittance,  au  gré  de  la 
Société,  soit  en  argent  comptant,  soit  par  simple  transmission 
des  valeurs  financières  qui  le  constituent.  Le  payement  du 
prix  sera  donc  considéré  comme  eflectué  par  la  transmission 
de  ces  valeurs,  lors  même  que  le  total  de  leur  valeur  au  cours 
du  jour  n'atteindrait  plus  looooo  marks. 

Au  cas  où  le  prix  n'aurait  pas  été  délivré  au  i3  septembre  '.007 
aucune  réclamation  ultérieure  ne  serait  |)lus  admise. 

Le  Concours  pour  le  prix  Wolfskehl  est  ouvert  à  la  date 
fie  ce  jour  aux  conditions  énoncées  ci-dessus. 

GoTTiNGEN,  27  juin  190S, 

Die  Kônigliche  Gesellschaff 

der  Wissenscliuften. 
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SOLUTIONS  DE  OUESnOVS  PROPOSÉES- 


2067. 

itH'.;.  p.  06.  ) 

Construire    un    quadrilatère    inscrit    dans     un     cercle 

donné,  sachant  cjue  ce  quadrilatère  est  circonscriptible  à 

w/    ,  un   cercle   {d'ailleurs   inconnu),    et  connaissant  l'aire  du 

quadrilatère  ainsi  que  la  longueur  d'une  de  ses  diagonales. 

(W.  Manjel.) 

SOLUTION 
Par  M.  TÊTU. 

Considérons  le  cercle  circonscrit  au  quadrilatère.  Plaçons 
la  diagonale  connue  AB.  Soient  M  et  M'  les  deux  autres 
sommets.  Le  quadrilatère  .MAM'B  sera  circonscriptible  si 

MA  +  .M'B  =  MB  ^  M'A 

MA-MB  — MA  — MB. 

Les  points  M  et  M'  sont  donc  sur  une  même  branche  d'une 
hyperbole  de  foyers  A  et  B.  Or,  il  est  facile  de  voir  que  si  l'on 
considère  toutes  les  hyperboles  de  foyers  A  et  B  et  qu'on 
prenne  leur  intersection  avec  le  cercle  fixe  o,  on  a 

M  H  CP 

_-=const.  =-^. 

Si,  d'autre  part,  l'aiio  du  quadrilatère  est  K-,  on   a 

2K2 


d'où 


A  \> 


-  =  ^I'      --^^ 


La  condition  de  possibilité  du  problème  est  : 
K2<  R.AB, 

et  il  n'y  a  qu'une  solution. 

Autres  solutions  par  M.M.  Bouvaist,  Valère  Maks  et  Parrod. 
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[0'5j] 

SUR  LES  SURFACES  DOXT  LES  LIGNES  ASYMPTOTIQUES 
SE  DErERlII\E\T  PAR  OIADRATL'RES; 

Par  m.  a.   BUHL. 


1.  Le  présent  travail  est  le  résumé  de  conférences 
faites,  en  tpoS,  à  la  Faculté  des  Sciences  de  ■Mont- 
pellier, pour  les  candidats  à  l'agrégation  des  Sciences 
malhématiques.  J'y  étudie  des  surfaces  suffisamment 
générales  pour  pouvoir  rassembler  certains  résultats 
épars  concernant  les  lignes  asvniptotiqucs  desconoïdes, 
des  surfaces  de  révolution,  d'hélicoïdes  étudiés  notam- 
ment pai'  M.  Painlevé,  et  même  de  surfaces  spirales,  à 
rai  lâcher  aux  précédentes,  dont  les  asvmpiotirpies 
ne  dépendent,  comme  on  sait,  que  d'une  quadrature. 

Quoi  qu'il  en  soit  j'imagine  que  ce  résumé  pourra 
avoir  quelque  utilité  pour  tous  les  candidats  à  l'agré- 
gation. Le  programme  relatif  au  concours  de  1908,  qui 
ne  sera  probablement  pas  modifié  pour  1909,  com- 
prend, en  ce  qui  concerne  l'Analyse  et  ses  applications 
géométric|ues,  les  équations  linéaires  aux  dérivées  j)ar- 
liellesdu  premier  ordre  et  Fétude  des  surfaces  définies 
par  les  intégrales  de  telles  équations.  En  respectant 
cet  ordre  d'idées  je  considérerai  le  problème  siii\anl  : 

Déterminer  les  surfaces  telles  que  le  triangle  Onin 
formé  par  l'origine  O  et  les  intersections  ai'ec  Oxy 
de  l'ordonnée  et  de  la  normale  en  M(d7;  j',  :;)  ail 
une  aire  ne  dépendant  que  de  l'ordonnée  z  =  Mm 
de  M. 

iiui.  de    Mathëmat.,  4' série,  l.  VIII.  (Oclobrc  190S.)  iS 
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Je  nie  propose  de  former  d'abord  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles  de  ces  surfaces  et  de  l'intégrer,  ce  qui 
est  extrêmement  simple,  puis  d'étudier  les  lignes  asjnip- 
loliqnes  des  surfaces  obtenues,  ce  qui  l'est  moins  et 
donnera  matière  à  d'intéressantes  remarques.  Le 
point  wî,  projection  de  M  surOj:'r,  a  évidemment  pour 
coordonnées  x  et^.  Le  point /i,  intersection  de  la  nor- 
male en  M  avec  Oxy^  a  pour  coordonnées  x-\-pz 
et  y  -+-  qz^  si  bien  que  l'aire  du  triangle  Omn  est 


I 


I  X  -r- pz   y  -^  q  ^-     I 
A  =  -  X  y  1 


2 


O  O  I 


-ipv  —  qx). 


Cette  aire  devant  être  fonction  de  la  seule  variable 
je  poserai  d'autre  part 

(I)  k  "      " 


1  *'(:;) 

cette  forme  de  A  devant  faciliter  lintégraLion.  La  con- 
stante a  est  introduite  pour  qu'on  puisse  facilement 
passer  du  cas  générai  au  cas  de  l'aire  A  nulle  en  faisant 
rt=o.  Dans  ce  cas,  l'équation  aux  dérivées  partielles 
est  simplement  py  —  qx  =  o;  c'est  celle  des  surfaces 
de  révolution.  D'ailleurs  ce  résultat  est  évident  géomé- 
triquement, car  l'aire  du  triangle  Omn  ne  peut  être 
nulle  que  si  M/?  rencontre  O  m  et.  par  suite,  O^;  or  les 
surfaces  dont  la  normale  rencontre  toujours  un  axe  fixe 
sont  de  révolution  autour  de  cet  axe.  Nous  voyons 
déjà  que  les  svufaces  de  révolution  sont  des  cas  très 
particuliers  des  surfaces  précédemment  définies. 

Revenant  au  cas  général,  on  a  l'équation  aux  déri- 
vées partielles 

a 

py  —  q  X  =  —  — — —  , 


i 
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dont  les  éqiialions  des  caractéristiques 
dx  _      dy 


-^*.(,) 


adinetlent  les  intégrales 


y 


x--^y^  =  Cl)  Il  «t.,         aarc  tan  g—  =  ^(z)  ^  const. 
On  a  donc  pour  intégrale  générale 

y 


*( 


)  =  a  aro  tan  g  —  -i-  F  (v/5^ 


■r' 


F  désignant  une  fonction   arbitraire.  En   coordonnées 
scini- polaires  on  peut  écrire  plus  simplement 

(  X  =  r  cosO, 

(•2)  '  y  =  rs\n(i, 

(  *(«)  =  «6-4-  F(/-)- 

On  voit  tout  de  suite  les  surfaces  particulières  con- 
tenues dans  celles  définies  par  ces  dernières  équations. 
Pour  a  =  o,  on  retombe  sur  les  surfaces  de  révolution. 
Si  F(/")  disparaît  on  a  les  conoïdes  ayant  Oz  pour 
directrice  t*t  Oxy  pour  plan  directeur.  Si  <ï*(«)  se  ré- 
duit à  z  on  a  des  hélicoïdes  étudiés  par  M.  Painlevé 
dans  le  Recueil  cV exercices  de  Tisserand  (troisième 
Partie,  2"  édition,  problème  n"  78). 

Je  vais  me  |)roposer,  sans  rien  particulariseï-,  de 
former  l'équation  diflerentielle  des  lignes  asjmplo- 
ti(pics  des  surfaces  (2). 

2.  En  coordonnées  curvilignes  /•  et  0,  l'équation  dif- 
férenlielle  des  asymptotiqucs  de  la  surface  (2)  sera 

/  Ox    ,         dx    ,„\ 


$:rf,^'^rfoj^ 


di 


\  ilr 


dr 


âz 


df) 


dx 

dx 
dH 

dy 
or 

ày 

dz 
dr 

dz 
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La  preiiiit-re  colonne  de  ce  cléterininanl  conlienl  des 
carrés  symboliques  qu'on  développe  d'une  manière 
bien  connue. 

Les  dérivations  de  z  sonl  les  seules  (jui  ollVent  de 
légères  complications.  On  a 

«i>'(3)— =  F'(/-),        ^^^^(J^~"' 
d"-  z  ,        dz  dz 

'P  (Z  )  -r   -^  *    (  S  )  — •     =  O, 

^       âr  dO  ^  dr   âO 


d'où 


d'Z      _  V"(?-\\^'iZ)Y  —  'i>"iz)\¥'(r)]^ 
'dp-     ~  [*T77p 

d'^z  ^,,  ^"{z\ 


drdfi  'f*'(c)l-* 

On  trouve  ensuite  très  facilement  que  les  termes  de 
la  première  colonne  du  déterminant  précédent  sont 

—  2  sin  6  dr  dO  —  /■  cos  6  dl)'^, 
ico'.O  dr  dd  —  rs'inbdh-^, 

F"<J)'2_   ,Ï,"F'2  <p"  <ÏJ" 

,,  dr'-  -  -i  a  F'  -^,  f//-  f/O  -  «2  Z.^  f/02. 

La  seconde   et   la   troisième  colonne   sont  respecti- 
vement 

cos  fi,     —  /•  «in  0, 
sin  6,  /•  cosO, 

F  ii 

*''  <P'' 

Développant,  on  a 


(3) 
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Celle   équalion   ne  devant  contenir    (inalemenl  qtie 
les  variables  /*  et  8,  il  faut  tirer  :;  de  la  dernière  équa- 
lion (2)  el  en  porter  la  valeur  dans  ^-  En  général,  ce 

sera  impossible  lant  fju'on  n'allribuera  jias  à  ^(^)  une 
forme  particulière.  Commençons  par  voira  quoi  se  ré- 
duit (3)  dans  des  cas  simples  où  l'on  devra  être  d'ac- 
cord avec  des  résultats  connus. 

3.  Conoïdes.  —  Comme  on  l'a  déjà  remarqué,  les 
équations  (2)  définissent  un  conoïde  si  la  fonction  F(/-) 
disparaît.  Dans  ce  cas,  (3)  devient 

1  a  ^" 

tHdlM  ^(r-i-d()i=  O. 

Si  Ton  supprime  le  fadeur  dH  qui  correspond  aux  gé- 
nératrices rectillgties  et  si  l'on  observe  que  adh  =  ^' dz, 

il  vient 

dr       *"  , 

■>. h  X7  "-2  =  O, 

r         q> 

d'où 

/•-  ^'{2)  =  const. 

Celle  équalion  détermine  les  asymploliques  du  co- 
noïde rtO  =  ^(s)  en  le  coupant  par  des  surfaces  de  ré- 
volution d'axe  Oz.  Elle  est  beaucoup  plus  symétrique 
que  la  forme  habiluellement  donnée  {voir  encore  le 
Becucil  de  T'issevauâ,  a*' édition,  troisième  Parlie,  pro- 
blème n"  o9)  et  conduit  naturellement  à  un  curieux 
théorème.  On  peul  l'écrire 

/•2  — -  =  consl. 
dz 

cl  elle  exprime  alors  que,  le  poinL  M  décrivant  une 
asvmptotique  sur  le  conoïde,  le  rayon  vecteur  Om 
balaye  des  aires  dont  la  variation  est  proportinn- 
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nelle  à  celle  de  V ordonnée  m  M.  C'est  quelque  chose 
comme  le  théorème  des  aires  où  le  temps  serait  rem- 
placé par  une  variable  purement  géométrique. 

Ceci  devient  particulièrement  évident  dans  le  cas  de 
l'hélicoïde  ^  =  «f)  dont  les  asvmptotiques  sont  sur  des 
c\lindres  de  révolution  d'axe  O:?;  le  rayon  Om  balave 
des  secteurs  de  cercle  dont  les  aires  croissent  propor- 
tionnellement à  H  cependant  qu'il  en  est  de  même  de 
l'ordonnée  in^l^z. 


-4.  Suf'/aces  de  résolution.  —  Si  l'on  fait  «=o 
dans  la  dernière  équation  (2),  on  ne  diminue  pas  la 
généralité  en  posant  d'autre  part  <I>(r)  =  ^.  Alors, 
d'après  (3),  les  projections  des  asymplotiques  de  la 
surface  ;=:F(;-)  sont  définies,  dans  le  plan  O^ar»',  par 
l'équalion 

F"rf/-2-^/-F'<^6-^=o. 

Dans  beaucoup  de  cas  on  peut  facilement  efTectuer 
la  quadrature.  Je  cite  au  hasard  les  surfaces  engendrées 
par  une  CNcloïde  lournanl  aulour  de  sa  tangente  au 
sommel,  par  une  cliainette  tournant  autour  de  sa  base, 
par  un  cercle  tournant  autour  d'une  tangente,  etc.  Le 
tore  général  conduit  à  une  quadrature  elliptique.  Le 
problème  inverse,  c'est-à-dire  celui  qui  consiste  à  se 
donner  une  famille  de  courbes  d^  =z  ^[r)  dr  et  à  dé- 
terminer les  surfaces  de  révolution  dont  les  asvmpto- 
tiques se  projettent  suivant  celle  famille,  se  ramène  à 
deux  quadratures.  Il  faut  alors  déterminer  z=zY[r) 
par  l'équation  linéaire 

F"- /•['-.(;•)??'=  o, 
d  où 

logF'  =  —   /   r':Adr,         c  =  F(/-)=    i  e  J     '        dr. 


I 


J 
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5.  Surfaces  de  M.  Painlevé.  —  Correspontlanl  ati 
cas  o\x  ^{z)  =^  z  dans  (2),  on  voit,  d'après  (i),  que 
ce  sont  des  hélicoïdes  où  l'aire  du  triangle  Onin  est 
proportionnelle  à  V ordonnée  niW,  Pour  définir  les 
asymploliques  on  déduit  de  (3) 

F"  f/,-2 ._  il'  dr  dO  -+-  /•  F'  dO-^  =  o 


r/0  \  2         2  a     I  d()  \  F" 


OU 

On  achève  évidemment  par  une  quadrature.  Inver- 
sement, on  peut  se  donner  une  famille  de  courbes 
dH  =  'f  (/■)  dr  et  chercher  les  surfaces  du  type  précédent 
dont  les  as^mplotiques  d'un  systrme  se  projellenl  sur 
la  famille  donnée.  Le  problème  se  résout  par  trois  qua- 
dratures. En  effet,  F(/-)  est  alors  déterminé  par  l'équa- 
tion 

F"+/-[cp(/-)?F'='i^ç(/-). 

Pi'enanl  F'  pour  fonction  inconnue  on  a  une  équation 
linéaire  (pii  s'intègre  en  général  par  deux  quadratures; 
une  troisième  permettra  de  passer  de  F'  à  F. 

Mais  observons  bien  qu'on  a  déterminé  ainsi  une  sur- 
face 
(5)  ^  =  «0-r-F(/-) 

dont  un  seul  système  d'asjmptotiques  se  projette  sui- 
vant les  courbes  f/0  =  c5(^/)c//';  l'autre  système  aura 
pour  équation  différentielle 

^  _  _i F^  M  __    ia 

dr  ~  o{r)  /-F'  dr  ~  r'-U'        '        ' 

parce  que  l'équation  (4)  doit  avoir  deux  racines  dont 
l'une  est  'f  (/')  et  l'autre  un  des  deux  seconds  membres 
qu'on  vient  d'écrire. 
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6.  M.  Painlevé  a  montré  direcleincnt  que  la  sur- 
face (5)  avait  des  asym|)lotif(ues  délerminables  par 
quadratures.  Cela  résulte  du  fait  qu'elle  est  changée  en 
elle-même  par  la   transformation  homogrophique 

6  =  0 ,  -H  co,         z  =z  zi-i-  a  oj 

qui  doit  conserver  les  asvmptoliques  clH  =  'j'( /\  h)  dr. 
Donc  'f  ne  dépend  pas  de  6. 
Plus  généralement  la  surface 

z  =  al>-^  F(/-e-/'-9) 

se  change  en  elle-même  par  la  transformation  liorno- 
graphique 

qui  doit  conserver  les  asjmptoliques  dH^='liz,  h)  (h 
si  p  =  /■e"'''^. 

Donc  'l  ne  dépend  pas  de  h. 

J'ai  cru  devoir  rappeler  ces  remarques  que  je  vais 
étendre  à  de  nouvelles  surlaces. 

7.  Surfaces  spirales.  —  Il  reste  évidemment 
encore  une  manirre  simple  de  rendre  immédiatement 
indépendant  de  c  le  premier  membre  de  (3).  C'est  de 

choisir  la  fonction  <I>  de  telle  manière  que  -^-r-  soit  con- 
stant.  On  voit  facilement  qu'on  peut  prendre,  sans  dimi- 
nuer la  généralité, 

«ï>" 

«î>iz j  =  log(z -i- G).         d'où  — ;  =— I. 

Donc,  les  surfaces  (du  type  spirale) 
(6)  log(3-^G)  =  «e-f-F(/-) 

sont,  d'après  (i),  telles  cjue  l'aire  A  du  triangle  Omn 
varie  proportionnellement  à  z[z-\-C).    En  parti- 


( 

on 
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calicr  A  varie  propovlionnellemenl  au  carré  de  V or- 
donnée z  =  m  M  sf  (J  =  o. 

Pour  (léliiiir  les  asjmplotiques,  (3)  donne 

F"  _(-  F'2  )  (/r2  —  2  a  /  -  —  FJ  f/r  dh  +  (  ,•  F'  +  «2  )  ^f^i  ^  „, 

/(/0\2        ,.«    I  — /-F'    /^0\         F"+F'^  _ 
\dr  )  r    a- H- /F'  \drj        a-—/V" 

on  est  encore  ramené  aux  quadratures. 

I^e  problème  inverse  consistant  à  chercher  les  sur- 
faces (6)  dont  les  asjmptotiques  d'un  système  se  pro- 
jettent sur  la  famille  donnée,  dh  =  'f{r)  dr<,  conduit  à 
déterminer  F(/')  par  l'équalion 

—^  -I-  F  -  4-  (  -2  rt  -4-  /■  cp  ) 9  r  -H  rt  'i  (  a  «2  —      1  =  o. 

C'est,  par  rapport  à  F',  une  équation  de  Riccati.  Si 
l'on  peut  l'intégrer,  une  (piadrature  supplémentaire 
donnera  V.  Alors,  en  raisonnant  comme  au  n"  o,  on 
voit  que  le  second  système  d'asyniptotiques  corres|»ond 
à  l'équalion  didérentielle 

lin  ■,        F'-T'F'i  dd        za    t  —  rF' 

=;  {)  (1  —  =  — I ;  —  œ  (  /•  )  . 

dr        o{r)  a--T-/F'  dr  r    a--^rF' 

8.  Comme  au  n"6,  on  remarquera  que  la  surface  (6) 
se  change  en  elle-même  par  une  transformation  homo- 
graphique  qui  est  ici 

0  =  6,-4-0),        ^-)-G  =  e««(^I•-^C). 

On  conclura  de  même  que  les  asymptotiques  sont 
déterminables  par  quadratures.  Plus  généralement,  la 
surface 

(7)  \o^{z-^C)  =  ali-hF{re-''-^) 

est  cliangée  en  elle-même  par  la  liansfornialion  homo- 
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grapliicjiie 

/•  =  <?^w/-,,         0  =  61—10,         ^  +  C  =  e«w(2,-i- G), 

ce  qui  entraîne  encore  un  résultat  analogue. 

On  voit  qu'aux  hélicoïdes  on  rattache  facilemeiil 
les  surfaces  (6)  el  (^)  pour  lesquelles  les  résultats  pré- 
cédents me  semblent  intéressants;  j'en  donnerai 
d'autres  dans  un  second  Mémoire  que  je  pense 
publier  dans  ce  même  Recueil  et  où,  au  lieu  de  me 
servir  surtout  des  variables  /•  et  0,  je  me  servirai  de 
/■  et  :;  ou  de  B  et  ;. 


[K'8b] 

SIR  li\  POINT  PARlIClLItU  Dl  OUADRILAIEKE 
imillPTIBLE; 

Par  m.  Auguste  DETEUF, 

Ineénieiir  des  Ponts  et  Cliaussées. 


Nous  nous  proposons  de  démontrer  la  propriété 
qui  suit  : 

Il  existe,  clans  tout  quadrilalère  inscriptible,  un 
point  où  concourent  i'^  droites  très  particulières  du 
quadrilatère. 

Rappelons  que,  dans  tout  quadrilatère,  inscriptible 
ou  non,  les  droites  joignant  les  milieux  des  diagonales, 
les  milieux  des  côtés  opposés,  les  quatre  droites  joi- 
gnant chaque  sommet  au  centre  de  gravité  du  triangle 
opposé,  la  droite  joignant  le  point  de  rencontre  desi, 
diagonales  au  centre  de  gravité  du   quadrilatère   con- 
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courent  en  un  point  I.   Nous  appellerons  co  le  point 
/»  (nouveau  que  nous  indiq'uons.         C5«  «.^  //.A/M  ,  2^ /^^^  0/7-52/ J 

Soit  O  le  centre  du  cercle  circonscrit.  Les  2-  droites 
désignées  sont  : 

1°   La  droite  01; 

2"  Les  six  pei'pendiculaires  abaissées  du  milieu  d'un 
côté  (ou  d'une  diagonale)  sur  le  côté  (ou  la  diagonale) 
opposé; 

3°  Les  quatre  droites  joignant  un  sommet  à  lortlio- 
centre  du  triangle  opposé; 

4°  Les  six  droites  joignant  les  orlhocenlres  des  deux 
triangles  formés  par  deux  des  sommets  du  quadrilatère 
et  le  |)oint  de  rencontre  de  deux  côtés  (les  diagonales 
étant  considérées  comme  des  côtés); 

5"  Les  quatre  droites  de  Sim|)son  relatives  à  un  des 
quatre  triangles  formés  par  trois  sommets  et  au  qua- 
trième sommet  ; 

6°  Les  trois  droites  joignant  les  symétriques  du 
centre  par  rapport  aux  milieux  de  deux  côtés  opposés; 

'j°  Les  trois  perpendiculaires  abaissées  du  point  de 
rencontre  de   deux  côtés    opposés,   sur  la    droite   qui 
joint  les  milieux  de  ces  côtés. 

En  ce  point  passent  également  les  quatre  cercles 
des  neuf  jioints  relatifs  à  chaque  triangle  formé  par 
trois  des  sommets. 

Démonstration.  —  i*'-2"  Soient  AB,  CD  {/ig-  i) 
deux  côtés  opposés.  Abaissons  les  perpendiculaires  0/?î, 
On  sur  ces  côtés,  et  des  milieux  m,  n  abaissons  les 
perpendiculaires  /;?to,  n^  sur  les  côlés  respectivement 
opposés.  Omion  est  un  parallélogramme.  Oto  coupe 
mn  en  son  milieu.  Mais  le  milieu  demn  est  le  point  I, 
défini  plus  haut.  Donc  co  est  sur  01  et  symétrique 
de  O   par  rapport  à  L  Cette  propriété,  indépendante 


(  ^/^^  ) 


des  côtés  ou  diagonales  choisis,  amène  les  six  droites 
analogues  à  mw  à  se  couper  (en  oj). 

Fi«.  I. 


3"    Considérons     les     orlliocentres    H     et    K.    des 
triangles  BCD,  GDA  {fig.  2).  Le  parallélisme  de  HK 

Fi  g.  2. 
B 


et  AB  se  démontre  facilement  :  les  sjmétriques  de  H 
et  K,  par  rapport  à  BC,  sont,  on  le  sait,  sur  la  circonfé- 
rence ;  H'R'  est  donc  syméirique  de  HK.  par  rapport 
à  CD;  de  même  H'R' est  symétrique  de  AB  par  rapport 
à  la  perpendiculaire  au  milieu  de  BH',  cpii  est  parallèle 
à  BC.  AB  et  HK  sont  donc  parallèle». 

AKHB  est  ainsi  un   parallélogramme  dont  les    dia- 
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gonales  AH,  BR  se  coupent  en  leur  milieu.  Mais  M 
et  K  sont  quelconques.  Les  quatre  droites  analogues 
concourent  donc;  le  point  de  concours  se  trouve  sur 
l;i  parall("'le  à  AK  menée  par  le  milieu  de  AB,  puisque 
c'est  le  centre  de  ABHK..  Cetic  parallèle  est  l'une  des 
di'oiles  du  2".  Il  se  trouve  de  même  sur  toutes  les 
aulres.  C'est  le  point  (o. 

Y'  Ces  triangles  sont  par  exemple  ABa  (Jig.  3).  Si 
nous  prenons  les  quatre  triangles  intérieurs,  leurs  ortho- 
centres  M,  r,  (v,  :;  sont  les  sommets  d'un  parallélo- 
gramme :  la  figure  le  montre,  mv,  vz  se  coupent  au 

Fig.  3. 


centre.  Celui-ci  s'obtient  également  en  menant  par  le 
milieu  de  in.,  ou  ce  (pii  revient  au  même  de  ]JB,  la 
[larallèlc  à  Br,  puis  par  le  milieu  de  viv  (ou  de  A(>)  la 
parallèle  à  Ce.  Ces  droites  sont  les  droites  du  2".  Le 
centre  est  donc  oj.  Le  même  raisonnement  s'ap|)lique 
aux  triangles  tels  que  AB,3,  DC,3. 

5"  Soient  un  des  sommets  A  et  l'orlhocentre  H  du 
triangle  opposé;  on  sait  que  la  droite  de  Simpson  rela- 
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live  à  ce  triangle  et  à  A  passe  parle  milieu  de  AH,  qui 
est  précisément  le  point  w  (3"). 

6"   [.es  droites  joignant  les  milieux  des  côtés  opposés 

Fig.  ',. 


passent    en    I,     les     droites    homothétiques    dans    le 
rapport  2  passent  en  oj  (i°). 

-"  Soient  m,  n  les  milieux  de  deux  côtés  opposés, 
y.  leur  point  de    rencontre  {Jîg.  5).    Les  hauteurs    du 


Fis.  J. 


triangle  a/;? /î  concourent  ;  or  deux  de  ces  hauteurs  sont 
des  droites  du  2°  et  la  troisième  une  des  droites  du  -". 
Celles-ci  passent  donc  en  to. 

Pour  les  cercles  des  neuf  points,  considérons   l'un 
<les   triangles   ABC,     dont    l'orthocentre    est   H;   son 
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cercle  des  neuf  points  est  lioiiiothéliqiie  du  cercle 
circonscril  dans  le  rapport  r,.  Le  cercle  circonscrit 
passe  par  le  quatrième  sommet  D;  le  cercle  des  neuf 
points  passe  donc  par  le  milieu  de  HD,  qui  est  w. 

On  peut  rattacher  à  cette  propriété  les  quelques 
théorèmes  suivants  : 

M  étant  ainsi  défini, 

0  étant  le  centre  du  cercle  circonscrit, 
a  le  point  de  rencontre  des  diagonales, 

1  le  milieu  de  Oco,  on  montre  facilement  que  : 

Théorème    I.    —     Les    droites    qui  Joignent     les 
sommets  du  quadrilatère   aux  centres  des  cercles^ 
des  neuf  points  des  triangles  opposés  concourent  en 
unj)oint  qui  est  |  de  Oo). 

Centres  de  gravité.  Théorèmk  H.  —  Le  centre  de 
gravité  d' un  quadrilatère  est  sur  al  au  delà  de  I,  à 
une  distance  égale  à  |«<ï. 

Théorème  III.  —  Les  centres  de  gravité  de  deux 
triangles  opposés  formés  par  un  côté  et  le  point  de 
rencontre  des  deux  diagonales  sont  en  ligne  droite 
avec  un  point  qui  est  aux  |  de  al.  Il  y  a  deux  droites 
de  cette  sorte.  I^es  droites  joignant  les  centres  de 
gravité  de  deux  triangles  formés  par  un  même 
point  de  rencontre  de  deux  côtés  et  deux  autres 
côtés  opposés  passent  au  centre  de  gravité  du 
triangle. 

On  en  déduit  : 

TnéoiiKME  IV.  —  Les  milieux  des  diagonales  dUin 
quadrilatère  complet  sont  en  ligne  droite. 

Orthoceivtues.    Théorème  \ .   —   Les  orthocentres 


t^ 
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des  quatre  li'iangles  définis  par  trois  sommets  d'un 
quadrilatère  forment  un  quadrilatère  identique  au 
précédent  et  symétrique  par  rapport  à  o). 

Théorème  V^I.  —  Les  sommets  du  premier  qua- 
dri latère  sont  les  ortliocentres  du  second. 

Droites  dk  Simpson.  Théorème  VII.  —  Les  quatre 
droites  de  Simpson  sont  coupées  par  les  trois  cotés 
du  triangle  qui  correspond  à  chacune  d'elles  en 
deux  segments  égaux  4  à  4\  ifs  extrémités  corres- 
pondantes de  ces  segments  sont  sur  des  cercles  ayant 
pour  centre  w;  chacjue  quadrilatère  est  semblable 
à  ABCD. 

Théorème  VtlI.  —  On  a  la  relation 

nui  -i-  0  oj   =  Oa   . 

m  et  n  étant    les   milieux    de   deux   côtés   opposés, 
et  y.  leur  point  de  rencontre. 

Théorème  IX.  —  Tous  les  quadrilatères  inscrip- 
tibles  concentriques  ayant  mêmes  diagonales  ont 
même  centre  de  gravité. 

Problème.  —  Construire  un  quadrilatère  connaissant 
O,  co,  a  et  R. 

Théorème  X.  —  Les  droites  Oa.,  wa  sont  égale- 
ment inclinées  sur  les  bissectrices  des  diagonales  ; 

Oa 

le  rapjtort  —  =:sin-V,  V  étant   Vanale  des   diaso- 

n((les;  on  peut  rem  n  lace)-  y.  par  le  point  de  rencontre 
de  deux  côtés  opposés. 


(  449) 

[A3d] 

m{  LA  IIÈtiLE  \m  SI(i\ES  DE  DESCAIITËS  ; 

Par  iM.  J.  JUHEF^-RÉNOY. 


Considérons  le  polynôme 

f(x)  =  X"(f(T  )  ^  h, 

'^{x)  étant  un  polynôme  de  degré  ni  —  n  de  la  forme 

K  -t-  Aj  37  -H  A.2  ^- -r- .  .  .  , 

et  construisons  la  courbe  ayant  pour  équation 

y  =  x"^(x), 

en  remarquant  que,  pour  x  assez  petit  et  positif,  y  a  le 
même  signe  que  K. 

Notons  encore  que  cp(j:^)  et/'(j:^)  ont  le  même  nombre 
de  variations  et  que  le  nombre  de  ces  vaiiations  est 
égal  à  celui  de  /(x)  ou  à  ce  nombre  diminué  d'une 
unité  suivant  que  K  et  h  ont  le  même  signe  ou  des 
signes  contraires. 

Pour  démontrer  le  théorème  de  Descaries,  il  suffit 
de  faire  voir  que,  si  on  l'admet  pour  les  équations  de 
degré  m  —  i ,  il  est  vrai  pour  une  équation  de  degré  m; 
car,  étant  vérifié  pour  une  équation  du  premier  degré, 
il  est  vrai  dune  manière  générale. 

Supposons  donc,  R  étant,  par  exemple,  positif,  que 
/' (x)  ait  p  variations  et,  par  conséquent,  (p — a/) 
racines  positives; y  aura,  au  plus,  pour.r>o(/j  —  2/) 
maxima  ou  minima;  tous  ces  maxima  peuvent  être  po- 
sitifs, mais,  K  étant  positif,  il  ne  peut  pas  v  en  avoir 
plus  de  (/?  —  2  /  —  i)  négatifs. 
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Or,  pour  résoudre  l'équalion 

f{x)  =  o, 
il  suffit  de  couper  la  courbe 

par  la  parallèle  à  Taxe  des  x,  dont  réqualion  est 
y  =  —  /i. 

Si  donc  h  est  positif,  récjuation/(x)  =  o  a,  au  plus, 
p  —  2/  racines^positives,  et,  si  elle  en  a  moins,  la  dif- 
férence est  un  nombre  pair. 

Si  h  est  négatif,  Téquation /(x)  =  o  a,  au  plus, 
(^p  —  aZ  +  i)  racines  positives  et,  si  elle  en  a  moins, 
la  difTérence  est  un  nombre  pair. 

Le  théorème  de  Descaries  est  ainsi  démontré,  car, 
dans  le  cas  de  h  positif,  l'équation /(^x)  =  o  a  /)  varia- 
tions, et  elle  en  a  (p  +  i)  dans  le  cas  de  h  négatif. 

L'hypothèse  de  K  <;  o  donne  lieu  à  un  raisonnement 
identique. 


[K'IOe] 

SIU  L'AI»PLICATIOi\  DKS  DÉTEIOIIXWTS  A  LA  GÉOMÉTRIE  ; 

Par  m.  JUHEL-RÉNOY. 

(  SUITE.  ) 


L  Considérons,  sur  un  axe  orienté,  deux  groupes  de 
n  points  O,,  O2,  O3,  .  . . ,  O^  d'une  part,  et  A,,  Aj, 
A3,  ...,  An  de  l'autre.  On  a,  entre  les  distances  mu- 
tuelles de  chaque  point  d'un  groupe  aux  n  points  de 
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l'autre,  la  relation 


(1) 


0,A, 


0,A, 


0,A,        0-2  As 


0„A, 
I 


0„A, 
I 


0,A, 


OoA„ 


0„A„ 


En  effet,  la  i-elalion  est,  au  plus,  du  degré  [p  —  i) 
par  rapport  à  l'abscisse  du  point  Oyt,  et  elle  est  salis- 
fa  i  le  pour  (n  —  I  )  positions  du  point  Oa.  puisque,  quand 
le  point  0/f  se  confond  avec  le  point  O,,  le  déterminant 
a  deux  lignes  identiques.  Si  donc  on  a 


^P 


■/^  -M, 


la  relalion  est  toujours  vrai<;.  , 

En  particulier,  si  le  point  0(  coïncide  avec  A,,  0;> 
avec  Ao,  et  ainsi  de  suite,  on  a  une  relalion  entre  les 
dislances  mutuelles  de  n  |)oints  d'un  axe  orienté  : 


(2) 


A,  A, 


A,  A, 

o 


A ,  \. 


\,\, 


V,  A, 


A,A„ 


A„A,        A„A.        \„\, 
I  I  I 


l^our />  =  1  <;t  n  =  3,  cette  relalion  devient 


(3) 


0  Al  A2  A]  A3  I 
AjAj  o  A. 2  A3  I 
A3  A,  A3A2  o         I 

1  I  10 


C'est  l'expi'ession  même  du  ihéorème  de  Chasies  re- 
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lalif  aux  distances  muliielles  de  trois  points  en  ligne 
droite. 

Il  n'est  pas  inutile  d'observer,  comme  je  l'ai  déjà  fait 
reniarqtier  pour  la  condition  pour  que  tpiatie  points 
soient  sur  un  même  cercle,  que  cette  condition  ne  ren- 
ferme que  les  distances  mutuelles  des  trois  points,  tau- 
dis (pie  la  relation  que  l'on  donne  habituellement  et 
dont  la  démonstration  s'obtient  par  la  multiplication  des 
délerniinants,  quoi(pie  d'apparence  absolument  sem- 
blable, ne  renferme  que  les  carrés  des  distances  res- 
pectives des  trois  points  deux  à  deux. 


II.  Soient/?  points  A),  A^,  ...,  A,|  d'un  axe  orienté 
et  n  points  O, ,  O2,  .  •  -,  O^  de  l'espace.  Désignons  par 
Xi  l'abscisse  du  point  A/  et  par  a^,  ,3/t,  y^  les  coordonnées 
du  point  O/f  par  rapport  à  un  système  d'axes  rectangu- 
laires ayant  Taxe  orienté  poui'  axe  des  jr  ;  on  a 


c'est-à-dire  que  le  carré  de  la  distance  d'un  point  de 
l'axe  orienté  à  un  point  quelconque  de  l'espace  est  une 
fonction  rationnelle,  entière  et  du  second  degré  de 
l'abscisse  du  point  de  l'axe  orienté. 

Il  en  résulte  tpi'on  a,  entre  les  distances  mutuelles 
de  chaque  point  de  I  axe  orienté  aux  n  points  de  l'es- 
pace, la  relation 


(4) 


0,A, 

O.A,"^      , 

.      0,A„ 

I 

O2A, 

O.A,-'       . 

.      02A„"' 

I 

U„A, 

I 

0„A,"''     . 

.     0,.A„'^ 
I 

I 
0 

En  ell'et,  la  relation  est,  au  plus,  du  degré  (2/?  —  i) 
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par  rapporta  l'abscisse  du  point  A,  et  elle  est  salisfailc 
pour  II  —  I  positions  du  point  A/.  Si  donc  on  a 

«=  2/>  +  I, 

la  relation  est  identique. 

En  particulier,  si  l'on  suppose  que  les  points  de  l'es- 
pace Oo,  O3,  . . .,  0„  se  confondent  respectivement  avec 
les  points  Ao,  A3,  ...,  A„  de  l'axe  orienté,  on  a  une 
relation  entre  les  distances  d'un  point  O  k  n  points 
d'un  axe  orienté  : 


(  •)) 


— — 2/'      2/) 

0\,  OA, 


A,  A, 


A„A, 
I 


A3  A,  A3A.2 


A^  A2 
I 


OA 


-^3 


o  A  2  A  3 


A„A3 
I 


2/' 

0A„  I 


A.A,,  I 
il' 

A;jA„  I 


('galilé  qui,  dans  le  cas  particulier  de  />  =  i   et  n  =  3, 
donne  le  lliéorème  de  Stewart. 


III.  Nous  avons  démontré  précédemment  que,  si 
l'on  considère,  sur  un  cercle  orienté,  deux  groupes 
âe  n  points  0(,  O2,  Oj,  . . .,  On  d'une  part  et  A,,  A2, 
A3,  ...,  A„  de  l'autre,  on  a,  entre  les  distances  mu- 
tuelles de  chaque  point  d'un  groupe  aux  n  points  de 
l'autre,  la  relation 


(6; 


0,A|        O.A,        0,A3 


O2A,        0,A,        0,A3 


0,A„ 

ÔJTJ 


0„Ai       0„A2       0„A,        ...     0„A„ 


=  0, 


avec  la  condition 
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n  ç.p  -\-  1. 


Cette  relation  est  applicable  à  deux  groupes  de  points 
d'un  axe  orienté.  En  eflet,  elle  est,  au  plus,  du  degré /> 
par  rapport  aux  dislances  du  point  Ok  aux  n  points  A, 
et  elle  est  satisfaite  pour  («  —  i)  positions  du  point  Oa. 
Si  donc  on  a 

la  relation  est  toujours  vraie. 

En  particulier,  si  le  point  O)  coïncide  avec  A,,  O2 
avec  A2  et  ainsi  de  suite,  on  a  une  relation  entre  les 
distances  mutuelles  de  n  points  d'un  axe  orienté  : 


(7) 


Ao  Al 


A3  A, 


A1A2 


A,  A, 


A,  A, 


A,  A, 


A„Ai       A  «A,       A,jAa 


A,  A,, 
AoA,, 


A,  A, 


Dans  le  cas  où  p  est  pair,  la  relation  (6)  s'applique 
à  deux  groupes  de  ?i  points,  1  un  pris  sur  un  axe  orienté, 
l'autre  disposé  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace. 


Remarque.  —  Les  relations  (4)  et  (6)  s'appliquent 
indistinctement  à  des  points  situés  sur  un  axe  ou  sur 
un  cercle  orienté.  Elles  sont  applicables  également  [la 
relation  (6)  seulement  dans  le  cas  où  p  est  pair]  à  deux 
groupes  de  n  points,  l'un  des  groupes  étant  pris  sur 
un  axe  ou  un  cercle  orienté,  l'autre  disposé  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace. 

Considérons,  en  particulier,  dans  le  cas  du  cercle, 
les  deux  relations  qu'on  déduit  des  égalités  (4)  et  (6) 
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en  faisant  coïncider  les   points  A/  avec   les   points  0< 
respectivement  (/=  i,  2,  3,  4)  : 


t 


(8) 


A  2  A, 


As  Al 


A. A, 


A,A2 

Al  A3 

2 

A,  A  3 

A, A, 

1 

0 

A^A. 

I 

A3  A  2 

0 

A3  A, 

I 

A,  A, 

A4  A3 

0 

I 

I 

I 

1 

0 

o         A,  A2     A,  A3     A,  A4 
A2A1  o  A2  A3      A 2  A; 

A3A1        A3A2  o  AsÂ; 

Al  Al     A4  A2     A4  A3         o 

La  dernière  exprime  la  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  f|ue  quatre  j)oints,  non  situés  en  ligne 
droite,  soient  sur  un  même  cercle.  La  première  exprime 
uniquement  une  relation  entre  les  distances  mutuelles 
de  quatre  points  d'un  cercle.  Elle  n'est  autre  que  la 
relation  bien  connue  qui  existe  entre  les  distances  deux 
à  deux  de  quatre  points  d'un  plan. 

De  même  la  relation  que  l'on  déduit  de  la  relation  (4) 
en  su[)posant  p  =  i  el  n  =  o,  et  qui  est  applicable  à 
cinq  points  d'un  axe  ou  d'un  cercle  orienté,  est  satis- 
faite par  cin(|  points  situés  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace,  et,  en  particulier,  sur  une  spbère. 

Remarquons  encore  que  la  relation 


(9) 


A2A 

Â7Â 


A.  A, 


A.As 

o 
A3  A 5 
AiA, 
A -.A, 


A,  A3 

A,  A3 


AvA, 
A.  A, 


A,  A4' 

A,  As 

A2  A4 

A2A5 

A3  A4 

A3  As 

0 

A4  As 

A,  A. 


=  o, 
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relative  à  cinq  points  d'un  axe  ou  d  un  cercle,  est  aj)- 
plicable  également  à  cinq  |joints  d'une  sphère. 

Remarque.  —  Si  Ton  transfoime  par  inversion  les 
relations  (i)  el  (6)  |)ar  rapport  à  un  pôle  distinct  des 
points  O  et  A,  la  relation  (i)  donne  une  relation  de  la 
forme  (6)  et  la  relation  (6)  une  relation  de  même 
forme. 


C0\C01RS  D'ADMISSION  A   L'ÉCOLE  NOUHALE   SLPÉniElUE 
ET  Al\  BOIRSES  DE  LICENCE  E\  lî)08. 

Composition   de   Mathématiques 
(Sciences  I  et  II  i. 


PREMIERK     QUESTIONS'. 

i"  Calculer  la  valeur  de  l' inlégrale 

d.r 


..=  r, 


I  —  .r-  )' 


OÙ  n  désigne  un  entier  positif. 

a°   Calculer  la  valeur  de  l' intégrale 

^-^bx--^cT  —  d  , 
-  dx. 


DEUXIEME     OUESTIOAT. 

1°    Intégrer  l'équation  différentielle 
(i)  y" '^  ^^y  —  fina", 

oii  a  désigne  une  constante  posili^-e.,  différente  de 
un. 


I 
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2"  Déterminer  une  intégrale  particulière  de 
l'équation  précédente  par  la  condition  que  cette  in- 
tégrale et  sa  dérivée  première  s'annulent  [tour 
X  =  o. 

3"  Recliercher  ce  que  devient  cette  intégrale pur- 
ticulière  lorsque  a  tend  vers  un  et  en  déduire  l'in- 
tégixition  de  l'équation  (i)  dans  le  cas  partieulier 
oit  a  =  i. 

TROISIÈME    QUESTION. 

On  donne  trois  axes  rectangulaires  Oxyz-  et  le 
parallélépipède  rectangle  (P)  dont  les  six  faces  ont 
pour  équations 

x  =  ±6,        ^=±11,         z=±i6. 

Une  sphère  solide  (S),  de  rayon  i,  se  meut  à  l'in- 
térieur de  (P).  Le  mouicnient  du  centre  de  (S)  est 
rectiligne  et  uniforme  tant  que  la  surface  de  (S) 
ne  viciât  pas  en  contact  avec  une  face  de  (P);  lors- 
qu'un tel  contact  se  produit,  la  vitesse  de  ce  centre 
conserve  la  même  valeur  absolue,  mais  sa  direction 
se  modifie  suivant  la  loi  physique  de  la  réjlexion, 
c' est-à-dite  que  la  normale  commune  aux  surfaces 
en  contact  est  l'une  des  bissectrices  de  l'angle  formé 
par  les  deux  vitesses  du  centre,  avant  et  après  le 
contact. 

A  l'époque  t  ^  o,  le  centre  de  (S)  est  l'origine 
des  coordonnées.  Les  projections  de  sa  vitesse  sur 
les  axes  sont  alors  respectivement  égales  à  i ,  y  2,  v  3. 

On  demande  : 

1"  Les  coordonnées  x,  y,  z  de  ce  centre  à  l'époque 
t  z=\o; 

2"  La  coordonnée  z  à  l'époque  t^=  1000. 

On  calculera  les  résultats  à  un  centième  près. 
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SOLUTION 
Par  Jean  Servais. 

PREMIÈRE    QUESTION 


1°  Le  calcul  de  I„  est  une  question  classique. 
On  a 

Z'"  I  — j-2  — a--^    ,         ,  r"     x'' dr 

En  intégrant  par  parties  : 

r_^l^  =-  f\A '. .] 

=-[ ï r 

I2(^n  —  ij  (  I  —  a-2  )"-' Jrt 


f/.r  I 

i){\—x-)"-^       ■lin  —  I)    ""'■ 


Par  suite, 


■X  n  —  j 


l2=         I.- 

1 


^'«       I  —  oc- 


On  en  conclut,  par  multiplication. 
_  1 . 3 . 5  ...(■?,  /î  —  3  )  - 

'  «  —         ; — 7. ; — 

■i .  4  .  b .  . .  (  2  /i  —  ■}.)  2 

2°  L'intégrale 


f 


ax^ -h  bx-  —  ex  ~  d 


I  =    /       — ' — -^ dx 


(  i^9  ) 
s'écril 

I  =   /      T  dx  -^  \      r-7  dx 

r"     xdx  ,  r^     xdx 


dx       , ,    ,    r"    ^^•^ 


D'où,  enfin, 


c  -4-  a  ^  h  -y-'hd 
^  "4        ^       16 


DEUXIÈME    QUESTION. 

1°  L'intégrale  générale  de  l'équalion 
(g  y"  ^a"-}'  =  i\v^x 

est,  comme  on  sait,  lorsque  «  ^  i , 


y  =  A  cus«r  +  BsinrtJC  -1-  ^7:5 ;■  ; 


sin.r 
a"-  —  I 


sa  dérivée  est 

y 


cosx 
—  ka  sin^<.r  -h  Ba  cos^j:  -^  — 


2"  Pour  que  y  et  _i''  s";mnulent  pour  r  =  o,  d  faut  avoir 

I 

o  =  A  .  o  =  B  rt  H ;; 

OU 


B  =  — 


a  (a-  —  1  ) 


L'intégrale  particulière  qui  s'anntde  ainsi  que  sa  déri- 
vée pour  x  =  o  est  donc 


a  %\wx  —  sni<7.r 

•^' "^         «(a2  — I) 
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3"  I^orsque  a  tend  vers  un,  ]a  limite  dey,  esl  donnée 
par  la  règle  de  l'Hospilal  : 


sin  j-  —  .r  co9,x 
yi= 


L'inlégrale  généiale  de  rëqualion  (i)  est  alors,  dans 
ce  cas, 

y  =  A  cosj'  -l-B'sina^H —  (sina:  —  x  cosa?) 

ou.  plus  simplement, 

y  =  .\  cosjr  ■+-  B  sinar x  cosa™, 


A  et  B  désignant  des  constantes  arbitraire: 


TROISIEME   QUESTION. 

Tout  se  passe  comme  s'il  s'agissait  d'un  point  maté- 
riel se  mouvant  à  l'intérieur  du  parallélépipède  Q  limité 
par  les  plans 

a"=±ô,         }'=i±:io,         z=±i5. 
Les  équations  du  mouvement  initial  sont 
X  =  t,        y  =  )/it.         z  =  /3f. 

Chaque  fois  que  le  point  rencontre  une  des  faces  du 
parallélépipède  (par  exemple  .r  =  5),  une  seule  des 
projections  de  la  vitesse  change  de  signe  et  les  autres 
ne  changent  pas  (par  exemple  la  projection  sur  Ox 
devient  —  i). 

On  peut  donc  étudier  chacune  des  coordonnées  sé- 
parément. 

Le  lenjps  qui  sépare  deux  chocs  contre  les  plans 
x  =  ±  5  est  égal  à  leur  distance  lo,  divisée  par  la 
vitesse  suivant  Ox  ;  c'est  donc  lo. 


(  ^^y  ) 

Le  temps  qui  sépare  deux  chocs  contre  les  plans 
jK  =  i  I  o  est  t^gal  à 

—  =  loy/a; 

celui  qui  sépare  deux  chocs  contre  les  plans  c  =  ±:  i  5 
est  égal  à 

—r  =iov3. 

i''  Au  temps  /  =  I o  il  y  a  eu  une  réflexion  sur  chaque 

face  : 

Sur  j"  =    5  au  ttiiips  /  =  "). 

Sur   )•  =  lo  »  /  ==  j V  'i- 

Sur  ^  =  I  ■)  »  t  =  'tf/i. 

Les  coordonnées,  au  temps  /■  =:  lo,  sont  donc 
X  =    3  —  5  =  o, 

y  —  lo  —  y  2 ( I o  —  5  v^^ )  =  Jo  —  ï o v/^, 
z  =  I  j  —  V ^  (  I  o  —  5  y/^'i  )  =  3o  —  I  o  V'  3  ; 

con>me 

^'•i  =  i,4i4,       v/j  =  1,7320), 

^  =  o,  ^  =:  5,    86,  5  =  12,    08. 

2"  Le  premier  choc  sur  le  plan  c  =  1  5  a  lieu  à  linslanl 
5  y/3;  il  y  aura  en  outre,  au  temps  /=  1000,  autant  de 
réflexions  sur  les  plans  :;  =  zb  1  5  que  10  y/3  est  contenu 
de  fois  dans  1000  —  5  y/3. 

La  partie  entière  de 

1000 — 5i  3        (oov/3 

— -^    ^  -i 0,-»=    J7,2 

iov^3  ^ 

est  07. 

Au  temps  t.  =  1000  le  point  a  subi,  par  suiU'.  xS  lé- 

tlexions,  la  dernière  ayant  lieu  sur  le  plan  :;  = — 1  ■)  et 

au  temps  5  y'^3  -h  0-0  y/3  =  5^5  y  3. 
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La  valeur  de  ;  an  lenips  t  =  i  ooo  est  donc 

z  =  —  i5  -+■  V  i*  looo  —  575 y/?), 

z  =  —  1740  -t-  loooy  3  =  —  1 7  |0  -1-  i73v>,o5, 

2  =  —  7,9  J- 


Composition  de  Mathématiques 

(  Sciences  I  ). 


PREMIERE    QUESTION. 

1°  On  considère  trois  axes  rectangulaires  Oxj'z  et, 
dans  le  plan  Oxy,  deux  hyperboles  (Yi)  et  (H')  et 
une  droite  [ï})  définies  respectivement  par  les  équa- 
tions 

[  z  =  o.  (         z  =  o,  l      z  =  o, 

(H)  ■  (H')  (D) 

(    X^ — J-2=/;?2,  (     -2X^^=11^,  (     IX  =  p. 

Soient  M  et  M'  deux  points  du  jAan  Oxy  satisfai- 
sant aux  trois  conditions  suivantes  :  ils  sont  conju- 
gués par  rapport  à  (H)  et  à  (H');  le  milieu  de  la 
droite  qui  les  joint  est  situé  sur  (D). 

Montrer  cjue  M  décrit  une  courbe  (C)  et  M'  une 
courbe  (C)  qui  coïncide  avec  (C). 

2°  On  désigne  par  Oi  Xiyt  z,  un  trièdre  coïncidant 
avec  le  trièdre  Oxy  z;  on  suppose  que  ce  trièdre  peut 
se  déplacer  en  entraînant  avec  lui  la  courbe  (C)  ;  on 
désigne  />«/■  (d  )  et  par  ]M ,  les  positions  que  prennent 
dans  ce  déplacement  la  courbe  (C)  et  le  point  M'; 
le  trièdre  Oxyz  reste  fi' xe  ainsi  que  la  courbe  (C). 

On  supposera  dorénavant  que  le  trièdre  mo- 
bile OiXiyiZ,  est  toujours  dans  une  position  telle 
que  l'angle  des  deux  directions  Oc,  O,  ;;i  soit  égal  à 
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deux  droits;  dès  lors,  la  position  de  ce  trièdre  est 
définie  par  les  coordonnées  «,  6,  c  du  sommet  O,, 
par  rapnort  aux  axes  Oxyz,  et  V angle  cp  des  direc- 
tions Ox,  O,  :r,. 

3°  On  demande  d'écrire  les  relations  qui  doivent 
exister  entre  a,  6,  c,  cp  pour  que  le  trièdre  0|  x^y,,  Zy 
soit  symétrique  du  trièdre  Oxyz  par  rapport  à  une 
droite  du  plan  Oxy,  étant  entendu  que  O,  ^i ,  OjJKi  -, 
0,2,  doivent  être  respectivement  les  symétriques  de 
Oj7,  O/,  Oz.Une  pareille  position  du  trièdre  (),.r,  y,  c, 
est  définie  si  f  on  se  donne  les  valeurs  a^,  b^  des  coor- 
données r/,  b  :  on  demande  alors  (Vexprimer  les 
coordonnées  X,  Y,  L  du  point  M,,  par  rapport  aux 
axes  Oxyz.,  en  fonction  des  coordonnées  du  point  M 
et  de  «01  ^0- 

4°  On  suppose  que  le  trièdre  O^x^y^  s,  se  déplace 
en  partant  de  la  position  quon  vient  de  définir; 
montrer  qu  on  peut  faire  varier  «,  Z>,  c,  cp  de  telle 
manière  ((ue,  dans  ce  déplacement,  la  distance  MM, 
d' un  point  quelconque  M  de  la  courbe  (  C)  au  point 
correspondant  M,  de  la  courbe {fl>x)  reste  invariable. 

SECONDE    QUESTION. 

On  considère  trois  axes  rectangulaires  et  la  sur- 
fa  ce  aya nt  pour  éq u a t io n 

y^  -4-  xy'^  -H  X  iT* 

z  =  ' j 

J  ~x 

)>  étant  une  constante. 

Etudier  la  variation  de  la  courbure  à  l'origine  des 
sections  de  cette  surface  par  les  plans  y  =  mx  lorsque 
le  paramètre  m  varie. 

On  examinera  particulièrement  les  cas  suivants  : 

.''À=i;  :,"  A  =  _i. 
^  9 


(  464  ) 


SOLUTION 
Par  Jean  Servais. 


PREMIERE    QUESTION, 


i"  Les  relations  qui  lient  les  coordonnées  x' ,  y'  du 
[joint  M'  aux  coordonnées  x^  y  du  point  M  sont 


(3) 


XX  —  yy  —  m-  =  o, 

xy'-T-  yx'—  n^-  =  o, 
X   -+-     x' —  p   =  o. 


En  éliminant  x'  el y'  entre  ces  trois  équations,  on  a 
l'équation  de  la  courbe  (C)  : 

(x^-T- y^ )  (p  —  X)  —  m'^x  —  n-y  =  o. 

C'est  une  cubique  circulaire  passant  par  l'origine  des 
Fig.  I. 


coordonnées,  admettant  la  droite  x=p  comme  asjnip- 
tote.  Sa  forme  est  indiquée  dans  la  fio;iire   i. 

La  symétrie  des  équations  (i),  (2),  (3),  qui  ne  clian- 
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gent  pas  quand  on  pernniite  x  avec  x'  et  y  avec  y' ^ 
montre  que  la  courbe  (C)  est  identique  à  (C). 

2°  Soit  {Jig.  2)  Oi:r2jK2^2  le   Irièdre  Oxyz   trans- 
Fig.  2. 


porté  parallèlementà  lui-même  de  façon  que  son  somme  l 
soit  en  0| . 

Les  angles  des  directions  des  axes  du  triôdre  O,  x^y ^z^ 
avec  les  axes  du  trièdre  O^x^y^z,.^  sont  les  mêmes  que 
ceux  que  font  les  axes  de  OyX^y^z^  avec  les  axes 
de  Oxyz.  Ils  sont  donnés  par  le  Tableau   : 


0,x,. 

0,K,. 

0,3,. 

(ix. 

r 

TT 

T. 
1 

(>;-. 

X 

?  —  ~ 

7 

0^. 

1 

:t 

Ann.  de  Mathéniat.,  4'  série,  t.  VIII.  (Octobre  1908.)         3o 
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Les  formules  de  changement  de   coordonnées  sont 
donc 


(4) 


a"  =  a  -i-  a"i  cos  ca  -i-  yi  sin  cp. 
j.=  b-{-Xi  sin  'i—yi  cos-f, 

Z  =  C  —  Zi. 


3"  Soient 


ux  -f-  i>y  -H  w  =  o,         z  ^=  o 

les  équations  d'une  droite  A  du  plan  xOy. 

Soient  j;,j',  z  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  l'espace.  Si  ce  point  est  supposé  entraîné  avec  le 
trièdre  0,^,j^,  z,,  ses  coordonnées  par  rapport  à  ce 
irièdre  restent  x,  )',  z  et  deviennent  par  rapport  au 
trièdie  Oxyz 

X  =  a  -^  X  cos  9  -T-  J^  sin  9, 
Y  =  6  -f-  :r  sin  -^  —  y  coscp, 
Z  =  c  —  z, 

en  vertu  des  formules  (4  )• 

Pour  qu'il  y  ait  sjmétrie   par   rapport  à   A  il  faut  : 


"  que   le   milieu 


X     r-Y     z 


des  deux  pointï 


2  2 

soit  sur  A  ;  2"  (|ue  la  droite  (|ui  joint  les  deux  points  soit 
perpendiculaire  à  A. 
Ce  qui  donne 


if  —  .7"  cos  a  -i-^  SI  n  •-;  —X 


.r  SI  n  'y  —  y  cos  ç  -î-  j' 


w  =  o, 


( a  -f-  a- cos !p  —  _/ si n cp  —  a"  ) r  —  (  b-^x^ino  —  ^ cos -^  —  y)u  =  o, 
relations  qui  doivent  être  vérifiées  identiquement  quels 
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que  soient  x,  y  et  z.  Ceci  entraîne 

c  =  o, 

au  -r-  bv  -\-  x  w  =  o, 

m(i -I- coscp) -(- (^  sin'f  =  o, 

M  sin(f>  +  p(i  —  coscp)  =  o, 

av  —  hu  =:  o. 

Ces  cinq  relations  se  réduisent  à  quatre 

c  =  o, 

au  ■+-  bv  +  2(1^  =  o, 

av  —  bu  =  o, 

o  .       'i 

u  COS  -  -H  t'  sin  -  =:  o, 

2  2 

qui  déterminent  a,  6,  c,  es,  connaissant  ré<|uation  de  A. 

On  aurait  pu  trouver  jdIus  rapidement  ces  relations 
en  écrivant  que  O  et  O,  sont  symétriques  par  rapport 
à  A,  et  que  A  est  la  bissectrice  de  l'angle  de  Ox  et  O,  j;, . 

Si  l'on  se  donne  les  valeurs  «o  et  b^  de  a  et  A,  ou  a, 
pour  déterminer  z», 

Ci               u  /fo 

tang  -  = =—  — . 

2  V  fto 

On  en  déduit 

b'^  —  al                                  y.aob^ 
coscp  =  T^ 7,  sin9=  —  -7- -• 

IjCs  coordonnées  de  M,  paiiaj)[)<)rl  au  irirdrcOiJ^ij^iC, 
sont 

(^)n  a  donc,  en  vertu  des  formules  (4)) 

,  b'I  —  a  il  ,   la^bo 

yr        ,  ,    >(i„by,  ,  b'I  — al 

bk  —  ar,         •"     br.  -^  ar, 
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Il  sufHrail  de  tirer  x' ,  y' ,  z'  en  fonction  de  J^,y,  z  de 
deux  des  équations  (i),  (2),  (3)  et  de  porter  ces  va- 
leurs dans  ces  formules  |)Our-  avoir  X.  1: ,  Z  en  fonction 
de  «0?  ^05  ^^y  et  z. 

4°  Lorsque  le  trièdre  se  déplace  d'une  façon  arbi- 
traire, l'angle  de  O:;  et  O,  5,  restant  toujours  égal  à  -, 
les  coordonnées  de  M,  par  rapport  à  Oxyz  sont 

Y  :=  6  -i-  a;'  sin  o  — j'  cos'^, 
Z  =c. 

Ecrivons  que  le  carré  de  la  distance  MM,  a  la  même 
valeur  pour  la  position  initiale  de  0|^,j'')S(  et  pour 
une  position  quelconque;  il  vient 

(  «-i-a^'coso-r-jK'sin  9  —  t)-  -h  (  b  -r- x'  i'm  '^ — j'-'cosç  —  y  )--^c^ 

=  (aoH-  x'  cos'^o  —  y  sintfo — x)--\-  (ôo  —  ^'  sin'fo  — J''  cos'io  — 7)", 

avec 

Ceci  donne,  en  développant  el  simplifiant, 

a^ -^  b- ^  c- —  lax  —  iby  -\-  liax' —  by —  xx'  -^ yy' )  cos  o 
-^  i{  a  y  —  b  x'  —  xy'  —  yx')  sin  -^ 
=  a\  -^b'I  —  ïa^x  —  ibç^y-r-xiaç^x  —  b<i y  —  xx' ^ yy' )Q.o's':it^ 
-!-  i{a^y'  ->r-  b^x  —  xy'  —  yx)  sin  Ço- 

La  relation  (1)  permet  de  remplacer  xoc^ — yy' 
[)ar  m-,  la  relation  (2)  de  remplacer  xy' — yx'  par  n^\ 
enfin,  à  cause  de  (3),  remplaçons  x  par  p  —  x\  il  il 
vient 

«^H-  è--4-  c^ —  2a(/>  —  x')  —  i-b y 

-f-  i{ax'  —  b y  —  m"-)cos3  -r-  al  ay' -^  bx' —  n^)  sinç 
=  ag-r-  è|—  2ao(/J  —  a-')  — aôor 

-f-  2(ao^' —  ^oj''  —  «-)  coscpo-i--->(ao,>''-(-6oa7'  — «■-)sin(po. 

Cette  relation  doit  être  une  identité  en  x' ^  y',  y. 
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Si  en  effet  le  coefficient  dey  était  différent  de  zéro, 

on  pourrait  ex]irimer  y  linéairement  en  x'  et  y'  :  ce 

qui  n'est  pas,  en  vertu  des  relations  (i),  (2)  et  (3).  Le 

coefficient  de  y  étant  nul,  la  relation  ne  contient  plus 

que  x'  et  y  au  premier  degré.  Ce  doit  donc  être  une 

identité,  puisque  le  lieu  du  point  x' y'  est,  non  pas  une 

droite,   mais  une  cubique  (C');  on  a  ainsi    les   quatre 

relations 

6  =  60, 

ia{\  -\-  costp)  +  a6sincp  =  o, 

—  ib  co%o -^  ia  s'ino  = — ib^, 

a^  -+-  b-  —  laj)  —  i.in^  cosç;  —  2«*  sin  cp 

La  deuxième  et  la  troisième  se  réduisent  à  une  seule  : 
a  cos  -  -J-  6f,  sin  i  =0. 

1!  n'j  a  donc  que  trois  relalions  entre  les  q(jalre  para- 
mètres <7,  6,  c,  C5.  Ce  sont 

As  —  '•/2  ,   „      6o« 


a  ■î  -t-  C-  —  lap  —  2 m-  y^ -h  4  « 


/t  «2 


Ar.  -H  «■-  /-'?.-+-  «0 

60  «u 


=  «n  —  '-«11/'  —  2m-  j4 T  -+-  4  '* 


La  dernière  résolue  par  rapport  à  c-  donne 

c2  =  (  ao —  a)    «0-+-  <^  —  2y0 

^  in^b'l^as^^  a) -h  n^boi  bl  —  nap  )"1 
■•  (  è^-t-ag  )  (65  —  rt-  )  J 

Le  sommet  O,  du  tiièdrc  0|  j:*!  jKi  3,  décrit  donc  une 
courbe  plane  du  quatrième  ordre  située  dans    le  plan 

y  =  b» 
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el  qui  a  pour  équation  dans  ce  plan 


On- 


Z^=  (  «0 —  ^)  I  0'n-+-  ^  —  2/> 

^  m^bl( Oq-^  x)-^  n-b„(  b'z  —  a„x  )~\ 
~^  (bl^al)(bl^x^)  J' 

A  chaque  position  fleO,  sur  celle  courbe  correspond 
une  valeur  de  '^  donnée  par  ré(|uation 


tans  -  =  —  T- 
°  ï  b. 


qui  prouve  que  la  projection  de  ^,0,^4  sur  Oj:^  est 
symétrique  de  xOy  par  rapporta  une  certaine  droile  A 
de  ce  plan. 

SECONDE     QlESTIO?J. 

La  section  de  la  surface  par  le  plan 
y  z=  rnx 

se  compose  de  l'axe  0-3  et  il  une  païahole  dont  la  pro- 
jection sur  zOx  a  pour  équation 

m  ^  -+-  m  -  -^  A    „ 


Le  plan  xOy  étant  langent  à  Torigine,  le  rayon  de 
courbure  est  la  limite  du  rapport 

x-  -7-  V'-  [i~^  m-  \x- 


j".'_i_  yi_u  z^ 


(piand  X  el  z  lendenL  vers  zéro.  On  a  ainsi  de  suite 

(i  -^  /?? 2 1  (  I  —  m) 


R  = 


i{  m^-^  m^-~l) 


On  en  déduit 

dK         —  1  in^  -T-  \  Vi,  —  4  >  '»■'  —  2  (A  —  \)m  -^\ 


dm 


•i{  /n-^  —  /n-  —  A  )- 
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Pour  A  =  ^>  on  a 


R  = 


( I  -+-  ni-  )(\  -i-  m  ) 
■2  lin^  -\-  /n2-+-  ^ 


^R 


i    (— 


-i-m^+^y  {ni^'^m^^'!^^ 


R  s'annule  pour  /??  = — i  (le  plan  a:  H- r  =  o  coupe 
suivant  la  droite  triple  oz)  et  devient  infini  pour  une 
valeur  —  a  comprise  entre  —  oc  et  —  i . 

Sa  dérivée  ne  s'annule  que  jiour  /»  z=  i  ;  on  a  donc 
le  Tableau  de  variation  suivant  : 


f/R 

H. 

dm 

1 

•2 

-^ 

croît 

X 

—  ce 

-^ 

croit 

o 

-+- 

croit 

0 

3 

.  (  inax.) 

- 

décroît 

2 

2°  Pour  ),  = ,  on  a 

9 


(  I  -(-  //?  ^  )  M  —  /;i  ) 


l) 


dm 


8  \\  2 

m 3  —  7,  m-  —        m  — 

3  9  9 


rn^  —  ni 


'-;; 


ou 
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f/R 

—  ( m  -^  ï)  (m  - 

-0' 

dm 

/     „           ..4 

\2 

11 


R  S'annule  pour  w  =  —  i  el  devient  infini  pour  une  va- 
leur [3  positive. 

Ou  a  donc  le  Tableau  de  variation  suivant  : 


dm 

R. 

I 
2 

-f- 

croît 

o 

-^  (  max.) 

lO 

— 

décroît 

o 

— 

décroît 

o 

—  1 

- 

décroît 

—  X 

—  x 

— 

décroit 

I 

2 

C<75  général.  —    11   serait  facile  d'aborder  mainte- 
nant  le  cas   général.    Le   discriniinanl   du   numérateur 

de  -; —  est 
dm 

\  =  54Ài—  84X3-^6oX2-^48a, 

dont  nous  connaissons  d^avance  une   racine   /.  = : 

9 
on  a  donc 

A  =  6).(9X-H-4)().2—  2A-i-2). 

Lorsque  A  est  compris  entre  —  -et  zéro,  et  dans  ce 


(  473  ) 


^R 


cas  seulement,  -j —  s'annule  pour  trois  valeurs  de  À. 

D'autre  part,  le  dénominateur  de  R  n'a  trois  racines 
réelles  que  lorsque  À  est  compris  entre —  et  zéro. 

Il   V  aura  donc  quatre  cas  à  examiner  : 

i"  À<  —  -•  Dans  ce  cas  R  devient  infini   pour  une 
9  ' 

seule  valeur  de  m  qui  est  positive,  et  il  passe  par  un 
maximum  pour  une  valeur  négative  de  m. 

La  variation  est  apalogue  à  celle  du  second  cas  par- 
ticulier. 

2"   —  --^A^ i-'R  n'a  toujours  qu'un  infini  posi- 

9-27  .11  I 

tif.  mais  -; —  s'annule  pour  trois  valeurs  nésalives  de  m  ; 

il  V  a  deux  niaxima  et   un  minimum. 

Pour-  /  = ,  R  a,  en  plus,  un  infini  doulde. 

■>-  'I 

3° <' A<o.  R  devient  infini  pour  trois  valeurs 

27  ' 

réelles  de  /;?,  deux  négatives,  une  positive;  -j—  s'annule 

pour  trois  valeurs  négatives  de  m. 
Pour  X  =  o,  00  a 


J^a  surface  se  réduit  au  plan  x  -\- y  =  o  et  au  cylindre 

paraboli(|ne  z  =y^. 

4"  X  >  o.  R  est  infini  pour  une  valeur  négative  de  m 

dn     ,  .  ,  ••         . 

et  -y—  s  annule  pour  une  valeur  positive  de  m. 

La  variation  est  du  type  de  celle  du  premier  cas  par- 
ticulier. 
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rOIIUESPO\I)A\CE. 


M.  P.  Sondât.  —  Soit  P  un  poim  du  cercle  ABC 
de  centre  O.  Le  lieu  des  centres  des  coniques  u  cir- 
conscrites au  quadrangle  PABC  est  la  coni(|ue  p  qui 
passe  par  les  milieux  I,  H,  K  des  côtés  BC,  CA,  AB  du 
triangle  ABC,  par  les  milieux  I,^  H,,  K,  des  droites 
PA,  PB,  PC  et  aussi  par  le  |)oint  O,  puisque  le  cercle  O 
esl  l'ime  des  coniques  u.  Cette  conique  v  a  pour  centre 
le  |)oint  de  rencontre  e  des  cordes  II,,  HH,,  KK,, 
qui  se  coupent  en  parties  égales.  Or  O  est  l'ortlio- 
centre  du  triangle  IHK.  Donc  le  point  £  doit  appar- 
tenir au  cercle  d'Euler  E^  du  triangle  IHK,  qui  est 
le  lieu  des  centres  des  coniques  circonscrites  au  qua- 
drangle OIHK.  Il  en  résulte  que,  quand  P  décrit  le 
cercle  O,  le  point  s  doit  décrire  le  cercle  fixe  E. 


SOLITIOAS  DE  QlESTIO\S  PHOI'OSÉES. 


1955. 


Etant  donnés  deuv  droites  fixes  rectangulaires  Ox,  Oy 
et  un  cercle  G  qui  passe  en  O,  l'enveloppe  des  droites  dont 
les  segments  limités  à  Ox,  Oy  ont  leur  milieu  sur  le 
cercle  est  une  hypocycloïde  triangulaire  H3. 

Montrer  géométriquement  que  l'enveloppe  de  cette 
courbe  H3,  quand  le  cercle  G  de  rayon  constant  tourne 
autour  du  point  O,  esl  une  hypocycloïde  quadrangulaire  Hi. 

(  R.    GlLBEKT). 


(  4:5  ) 

Solution 
Par  M.  R.  Gilbert. 

Snii  âB  une  droite  dont  le  milieu  .M  est  sur  C  ;  si  P  est  le 
point  de  OM  tel  que  OP  =  .^OM,  le  lien  du  point  P  est  un 
cercle  de  centre  D  dianiél  ralemenl  opposé  au  point  O  sur  le 
cercle  G.  D'ailleurs,  si  Ej  F  sont  les  points  où  Ox,  Oj'  coupent  C. 
AB  est  la  droite  de  Simpson  du  point  P  par  rapport  au 
triangle  OEF.  Donc  AB  enveloppe  une  hypocycNyide  à  trois 
rebroussements,  H-,;  le  cercle  inscrit  à  celte  courbe  est  le 
cercle  des  neuf  points  du  triangle  OEF,  c'est-à-dire  le 
cercle  C. 

Désignons  par  G  le  point  où  la  droite  OD  coupe  à  nouveau 
le  cercle  C  et  GK  la  perpendiculaire  abaissée  sur  EF. 

La  droite  EF  est  une  des  positions  de  AB;  le  point  K  est 
le  point  où  elle  touche  H3.  En  effet,  considérons  une  droite  AB 
infiniment  voisine  de  EF:  comme  AB  est  la  droite  de  Simpson 
du  point  P,  si  PQ  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  EF, 
Q  est  le  point  de  rencontre  de  AB  et  i'^F.  Donc,  quand  AB  tend 
vers  EF,  Q  tend  vers  le  point  de  contact  de  EF  avec  son  en- 
veloppe, et,  d'autre  part,  il  coïncide  avec  le  pied  K  de  la  per- 
pendiculaire GK  à   EF. 

On  verrait  de  la  même  façon  que  la  courbe  H3  est  tangente 
à  Ox,  Oj' en  E|,  F.  Si  maintenant  le  cercle  C  de  rayon  constant 
se  meut  en  passant  constamment  en  O,  la  courbe  H3  de 
grandeur  invariable  étant  tangente  à  Oo^,  0/ en  E,  F,  le  centre 
instantané  de  rotation  est  le  point  G.  Mais  le  segment  EF  de 
longueur  constante  est  aussi  une  figure  invariable,  et.  dans  le 
mouvement  de  celte  ligure,  le  centre  instantané  de  rotation 
est  aussi  le  point  G;  la  droite  EF  enveloppe  une  hypocycloïde 
à  quatre  rebioussements,  Hj,  à  laquelle  elle  est  tangente  en  K. 
Ainsi  H3  et  Hj  sont  tangentes  en  ce  point;  comme  d'ailleurs 
les  autres  normales  menées  de  G  à  Hj  sont  GE.GF,  la 
courbe  H4  est,  avec  Ox,  Oy,  l'enveloppe  de  H3. 

Beniarque.  —  On  peut  résoudre  de  même  le  problème 
plus  général  suivant  :  Trouver  l'enveloppe  d'une  hypocy- 
cloïde à  trois  rebroussements  de  grandeur  constante  tan- 
gente à  deux  droites  Jixes  quelconques  Ox,  Oy. 

Soient  en   effet  S,  T  les  points  de  contact  sur  Ox,   Oy  :   S' 
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le  point  de  rencontre  des  perpendiculaires  SS'  ;i  Ox  et  OS' 
à  Oy.  T'  le  point  de  rencontre  de-^  perpendiculaires  TT' à  Oy 
et  OT'  à  Ox.  Le  cercle  G",  circonscrit  au  triangle  OS'T', 
coupe  Ox.  Oy  en  E,  F. 

L'hypocNcloïde  à  trois  rebroussements  est  lenveloppe  des 
droites  de  Simpson  du  triangle  OEF;  son  cercle  inscrit  est  le 
cercle  des  neuf  points  de  ce  triangle  ;  il  s'ensuit  que  le  cercle  G' 
est  de  grandeur  constante,  et  par  suite  aussi  le  segment  EF. 

D'autre  part,  dansle  mouvement  de  l'hypocycloïde,  le  centre 
instantané  de  rotation  est  le  point  de  rencontre  Gde  SS',  TT'  ; 
dans  le  mouvement  de  la  figure  invariable  EF,  le  centre 
instantané  est  le  point  G'  diamétralement  op()Osé  à  0  sui-  le 
cercle  G';  ces  deux  points  sont  sur  une  même  perpendicu- 
laire GKG'  à  EF,  car  GG'  est  une  hauteur  du  triangle  G'S'T'. 
Donc  l'enveloppe  de  l'hypocycloïde  est  la  courbe  enveloppe 
des  droites  EF. 

2049. 

(1906,  p.   4Si>.  I 

On  joint  un  point  O  aux  points  I,  H,  K  où  une  sécante  X 
coupe  les  côtés  BG,  GA,  AB  d'un  triangle  ABG,  et  dans  le 
faisceau  O  on  inscrit  un  triangle  quelconque  AiBjGi 
dont  les  côtés  BjGj,  GiAj,  Aj  Bj  rencontrent  la  sécante 
en  Ij.  Hi,  K]. 

I.  Les  droites  AI],  BH],  GKi  sont  concourantes  en  un 
point  Oy. 

II.  Si  les  droites  AO,  BO.  GO  coupent  les  côtés  corres- 
pondants de  AiBjGi  en  Pj.  Qj,  Ri  et  si  les  droites  Ai  Oi, 
BiOi,  Gi  Oi  coupent  les  côtés  de  ABG  en  P,  Q,  R,  les  six 
points  P,  Q,  R,  Pi,  Q,,  Rj  sont  situés  sur  une  droite  Xi, 
et   les  droites  X,  Xi,  OOi  sont  concourantes. 

(P.  So.NDAT.) 

SOLUTION 
Par  l'auteur. 

I.  La  sécante  X  coupe  les  côtés  de  ABG  et  les  droites 
joignant  le  point  0  à  ses  sommets  en  six  points  Ii,  Hi,  Ki  et 
I,  H,  K  en  involutiou. 

En     considérant     la     droite     X     comme     sécante     dans     le 


I 
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triangle  ABC,  il  résulte  de  celle  involulion  que  les  droites 
AIj,  BHj,  CK)  doivent  être  concourantes  en  un  point  Oi. 

II.  Les  dioites  qui  joignent  le  point  O  aux  sommets  de  ABC 
et  aux  points  I,  H,  K  où  les  côtés  sont  coupés  par  X  forment 
un  faisceau  en  involution.  Or  trois  des  rayons  de  ce  faisceau 
passent  par  les  sommets  de  A,  Bj  C,  et,  par  suite,  les  rayons 
associés  doivent  couper  les  côtés  en  tiois  points  P,,  Qi,  Hi  en 
ligne  droite. 

Les  droites  qui  joignent  Oj  aux  sommets  de  Aj  Bj  Ci  et  aux 
points  I,,  Hi,  K]  où  les  côtés  sont  coupés  par  X  forment  aussi 
un  faisceau  en  involution.  Or  trois  des  rayons  passent  par  les 
sommets  de  ABC  et,  par  suite,  les  trois  autres  doivent  cou- 
per les  côtés  de  ABC  en  trois  points  P.  Q,    R  en   ligne  droite. 

Appelant  w  le  point  (X,  O0|  j,  il  résulte  des  pascales 

AI,HB,QPi, 
AI,  KG,  RP, 

que  les  droites  PiQ  et  Pi  R  passent  par  w.  Les  quatre  points 
Pj,  Q,  R,  IV  sont  donc  alignés  et,  comme  P  appartient  à  QR, 
on  a  la  droite 

(i)  PPiQRii-'. 

Il  résulte  des  pascales 

A,IHiBQ,P, 
A,  IK.CRi  P 

que  les  droites  PQi,  PRi  passent  pai-  w.  Les  quatre  points 
P.  Qi,  Rf.  i^  sont  donc  alignés,  et,  comme  Pj  appartient  à 
Qi  Bi,  on  a  la  droite 

(2)  PP.Q.R.t,.. 

D'ailleurs  les  droites  (i)  et('2),  qui  ont  trois  points  com- 
muns, se  superposent. 

Jiema/c/ue.  — Si  les  côtés  de  AiBiC]  sont  perpendiculaires 
à  ceux  de  ABC,  en  prenant  pour  O  l'orlhocentre  de  A,B|(^i. 
X  pa-sant  à  l'infini,  Oi  sera  l'orthocenlre  de  ABC,  et  les 
droites  X,  et  OOi  seront  parallèles. 


(U 
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OIESTIOXS. 


■âonO.    Si  l'on  considère  les  trois  équations 
a  b  X 


b  —  XX  —  a        a  —  b  ' 

a  b  X 

(6  —  x)^        (x~aV-        {a  —  b  Y-  ' 

(3  )  \/x  —  a  -r-  yb  —  x  =  \^  b  —  «, 

léquation  (2)  du  cinquième  degré  contient  les  trois  racines  de 
léqualion  {  \  ). 

Les  deux  autres  racines  de  ('2)  sont  racines  doubles  de 
l'équation  (3)  qui  a  six  racines.  (E.-N.  Barisien.) 

21U().   Si  a  et  b  sont  les  racines  de  l'équation 

X-  —  7:r  -i-  7^  =  o, 
les  deux  quantités 

—  2  (  \  a  -t-  \  b)  —  \\  a-  -H  \  6-  ) , 

—  {\  a  ^-  \  b)  —  (  \  a-  ^-  \b^) 

sont  égales  à  celles-ci, 

E  et  ï-  étant  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité.  Pré- 
ciser £.  G.  F. 

(D'après   IIkrmite,   Cours  d'Analyse 
de  l'Ecole  Polytechnique.) 

:2lOl.  La  quintique  gauche  qui  est  l'intersection  partielle 
dune  quadriquo  et  d'une  surface  de  troisième  ordre  ayant  une 
droite  commune  dépend  de  20  paramètres.  G.  F. 
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iîlO'i.  On  considère  un  limaçon  de  Pascal  et  les  cercles 
bilangenls  ri'ayant  pas    leurs  centres   sur  l'axe   de    symétrie  : 

i"  La  corde  des  contacts  passe  par  un  point  fixe; 

2°  Enveloppe  de  la  |)olaire  de  ce  point  par  ra|)port  à  un 
cercle  bitangent ; 

3"  Lieu  du  pôle  de  la  corde  des  contacts  par  rapport  à  un 
cercle  bitangent  ; 

4"   Lieu  du  milieu  de  cette  corde: 

5"  Lieu  du  conjugué  harmonique  de  P  par  rapport  aux 
points  de  contact  du  cercle  avec  le  limaçon.        (.M.  Tktl.j 

2103.  Étant  données  4  sphères  C,,  d,  Cg,  C;  de  centres 
Oi,  O2,  O3,  Oi,  une  sphère  quelconque  }l.  c<'U|)e  les  axes  radi- 
caux lAi,  IA2,  LV3,  LVi  de  ces  sphères  prises  3  à  3  en  Ai  et  A',, 
A.2  et  a;,,  A3  et  A3,  Ai  et  A4.  Les  4  points  Ai,  A2,  A3,  A^  sont 
les  centres  radicaux  de  Ci,  C2,  C3,  C4  prises  3  à  3  avec  une 
s|)hère  S.  De  même  Aj,  A',,  A|j,  A',  sont  les  centres  radicaux 
dé  (]|,  C-2,  G3,  C^  prises  3  à  3  avec  une  sphère  S'. 

I"  Montrer  que  S  et  S'  peuvent  se  déduire  l'une  de  l'autre 
de  la  façon  suivante  :  leurs  centres  (o,  w'  sont  deux  points 
inverses  par  rapport  au  tétraèdre  Oi  02030;,  et  la  somme  des 
puissances  du  point  I  par  rapport  à  ces  deux  sphères  reste 
constante  quand  S  varie. 

2"  Montrer  qu'il  v  a  une  surface  lieu  de-^  points  co,  tu'  tels 
que  S  et  S'  soient  orthogonales  quel  que  soit  le  rayon  arbi- 
tiaire  attribué  à  l'une  d'elles,  et  étudier  cette  surface. 

(  R.    GlI.BEKT.) 

•2104.  Étant  donnée  une  ellipse  de  demi-axes  R  et  iR,  le 
cercle  ayant  pour  diamètre  une  demi- corde  parallèle  au 
grand  axe  enveloppe  une  épicyoloïde  à  deux  rebroussements. 

(ii.-N.  Baiiisikn.) 

2103.  Les  tangentes  en  trois  points  A,  B,  G  d'une  parabole  de 
foyer  F  forment  un   triangle  A'Iî'C.   Démontrer  les  relations 

Fâ.fI' =  FB.FB''=  FG.Fg' 
FA.FB.FG=  FA'.FB'.FG'. 

(E.-N.  B.vuisiKN.) 
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2106.  Si  l'on  considère  les  parabolesqui  sont  tangentes  en  O 
à  une  droite  OT  et  qui  ont  la  corde  normale  OA  fixe  :  i'  le 
lieu  du  foyer  de  ces  paraboles  est  une  cissoïde  droite  ;  2"  la 
directrice  enveloppe  une  parabole.  (E.-N.  Barisien.) 

2107.  On  donne  une  parabole  P  et  une  tangente  fixe  T  à  P. 
Le  lieu  du  foyer  des  paraboles  Q  qui  ont  T  pour  tangente  au 
sommet  et  qui  sont  tangentes  à  P  est  une  parabole  R,  tan- 
gente aussi  à  T,  ayant  même  foyer  que  P  et  dont  l'axe  est 
perpendiculaire  à  celui  de  P.  (E.-\.  Barisien.) 

>^  2108.  On  donne  le  triangle  ABC  et  le  centre  O  de  son 
cercle  circonscrit.  On  prend  les  symétriques  A',  B'  de  O  par 
rapport  aux  côtés  issus  de  G  :  le  cercle  A'GB'  et  les  cercles 
analogues  pour  les  sommets  A,  B  se  coupent  en  un  même 
point  du  cercle  ABC.  (Gaxon.) 

2109.  Du  point  où  le  cercle  inscrit  à  un  triangle  donné 
touche  un  des  côtés  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la 
droite  qui  joint  le  milieu  de  ce  côté  au  centre  du  cercle.  Elle 
rencontre  la  hauteur  issue  du  sommet  opposé  à  ce  côté  en  un 
point  dont  la  distance  au  milieu  du  segment  compris  entre  ce 
sommet  et  l'orthocentre  du  triangle  est  égale  au  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  donné.  (Canon.) 

2110.  Soit  sur  une  ellipse  un  point  M  d'où  l'on  peut  mener 
à  la  courbe  les  normales  MA,  MB.  MC.  Soit  y  le  point  de 
rencontre  de  AB  et  de  la  parallèle  menée  de  M  à  la  tangente 
au  point  C.  On  a  de  même  sur  AC,  BC  les  points  3,  a.  Les 
points  a,  3,  v  sont  sur  une  droite  parallèle  à  la  tangente  au 
point  .M  à  l'ellipse.  (Canon.) 

2111.  On  donne  quatre  plans.  On  mène  une  droite  D  que 
les  quatre  plans  partagent  en  segments  proportionnels  à  des 
segments  donnés.  Par  les  points  où  D  rencontre  les  plans  on 
leur  élève  des  perpendiculaires  et  l'on  construit  la  seconde 
droite  A  qui  rencontre  ces  perpendiculaires.  Le  plan  mené 
par  D  parallèlement  à  A  est  parallèle  à  une  même  droite  quelle 
que  soit  la  position  de  D.  [A.  Mannheim  i  '  ).J 

(  ')  Question  retrouvée  dans  les  papiers  laissés  par  le  célèbre  géo- 
mètre. 
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[I23a] 

coNTi\'i]Ai\Ts  :  im.i(;\Tio\s  A  \A  nmm  des  xomimiks; 

Par  m.  a.  DELTULR. 

(sriTK.) 


REPRÉSENTATION  AU  MOYEN  DE  CONTINUANTS 
DE  LA  RELATION  EN  NOMBRES  ENTIERS 

(i)  aa' -+- 66' -t- ce' =  o. 

63.  Le  problème  à  résoudre  consiste  à  trouver  quatre 
suites  a,  |5>,  y,  o,  telles  que  les  six  continuants  fjui 
figurent  dans  la  relation  (IV)  (n"  17), 

(IV;  Z(a-fiop)(Yrjo6)  =  o, 

représentent  respectivement  les  six  noml)res  entiers  «. 
«',  b,  b\  c,  c' . 

Cherchons  d'abord  à  quelles  conditions  doivent  sa- 
tisfaire ces  nombres  pour  qu'il  y  ail  une  solution. 

Désignons  les  quatre  (juantités  du  n°  17 

(a)                         {'^}                        (y)  ,         (0)     . 

•t"  =  7 j  y  =  —? — -  >  -3  =  ■  >  f  = 


C^oj)  "         f%,i)  (To,i;  (  0,1,1  ) 

respectivement  par  les  fractions 

X-         y         z  l 

.r'    y'    z'    r' 

rjui  doivent  être  irréductibles. 
Les  équations  du  problème  sont 

/   a  —  xy' —  r'y,  a' =  z  t'  —  z't, 

(■■i)  h  =  xz'—.r'z,  b'  =  ty  —  t'y, 

'  c  =  xt'  — x' t,  c'  ^^  yz' — y' z. 

Aiin.de   Mdtliemat .,  l\'  série,  l.  VIII.  (Novembre  1908.)       »>  ' 
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On  eu  déduit  les  égalités  suivantes  qu'on  peut  d'ail- 
leurs vérifier  en  remplaçant  (7,  6,  c,  a\  b' ,  c'  par  leurs 
valeurs  (2)  : 

I  a  X  —  bl  —  cz  =  o, 
I  — at  —  b' X  -^cy  =0. 
I  a  z  —  by  —  c  :r  =  o, 
'         a  V  ^  b'  z  -^  c  t    =0. 

Sa  x' —  bt'  — c  z'  =.0. 
—  at'  -^b'x'^cy'  = '\ 
I  a  z  —  by  -i-  c  :f  =  o. 
'         a' y' -^- b' z' -{- c' t'  =0. 

Dans  chacun  des  s\slènies  (3),  (3'),  deux  des  éga- 
lités sont  une  conséc|uence  des  deux  autres  en  teuanl 
coiiiple  de  la  relation  (1). 

En  multipliant  Tuue  des  égalités  (3)  |iar  un  nombre 
quelconque  //',  régalité  correspondante  de  (3')  par  un 
autre  nombre  11  et  retranchant,  on  obtiendra  une  rela- 
tion semblable  avec  des  inconnues  telles  que 

{xu  —  x'u). 

On  peut  déterminer  u  et  u  de  telle  sorte  c|ue  l'une 
quelconque  de  ces  inconnues,  par  exemple  [xu' —  x'u)^ 
soit  égale  à  1,  puisque  x  et  x'  sont  |)remiers  entre 
eux. 

On  en  conclut  que,  dans  chacune  des  égalités  (3), 
les  nombres  obtenus  en  divisant  les  trois  coefficients 
par  leuf  plus  grand  connnun  diviseur  doivent  être 
j:remiers  entre  eux  deux  à  deux. 

Ces  conditions  jointes  à  celle  de  Tirréductibilité  des 

Irac  lions  telles  que  '—;  sont  nécessaires  pour  qu  il  y  ait 
une  solution. 

Il  reste  à  démontrer  rpi'elles  sont  suflisantes. 
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64.    Soient  : 
(I  le  |)liis  grand  commun  divisetii'  de  r/,  a',  />,   b\  c,  c\ 

donnant  |:»our  f|nolietils  r/( ,  a\ ,  bf ,  b\ ,  c^ ,  c\  ; 
»?  le  plus  grand  commiin  diviseur  de  a\,  b\,  c,  ; 
n  »  «', ,  6,,  c,  ; 

p  »  <7 ,  ,/>',,  c ,  ; 

g  »  (7,,  /^, ,  c\ . 

Les  quatre  nombres  m,  n,  p,  q  sont  premiers  entre 
eux  deux  à  deux;  car,  si  m  et  /?,  par  exemple,  avaient 
un  facteur  commun,  ce  facteur  divisant  b\  et  c,  divise- 
rait/?  et  rt,  et  par  suite  les  six  nombres  «),  ^,,c,, 
a\^b\^  c\,  contrairement  à  Tliypoliièse. 

(chacun  de  ceux-ci  est,  par  conséquent,  divisible  j^ar 
le  produit  de  deux  des  nombres  m,  /?,  />,  q. 

On  posera  donc 

a  =  dpqa2^         a  =■  dmiia'.T^, 
h  =  dqnb-i^  h'  =  dmpb\^ 

c  =  diipCi,  c'  =  dmqc'^, 

les  facteurs  non  communs  à  deux  de  ces  quantités  étant 
premiers  entre  eux  lorsque  ces  quantités  ne  sont  pas 
désignées  pai"  la  même  lettre  (a,  b  ou  c). 
Les  équations  (i)  et  (3)  deviennent 

(l')  «2  «2      -^  b^h'-i       -f-CjCj       =  o, 

ina'.^x  -^  qh<,_t    — pc-iZ     ^  o, 

-  qa-i  t  -4-  inb.^x  -r-  nc^y    =  o, 

pa^z  — nb^y  -i- /nc!^ :r  =  o, 

na'.^y  -\- pb'.^z    -^qc\t    =  o. 


(4) 


Il  est  inutile  décrire  les  ('Mpialions  semblables  |)ro- 
venant  de  (3). 

Go.    Proposons-nous  de  résoudre  le  système  (4)' 
Considérons,  à  cet  elfel,  la  premièie  égaillé. 
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Supposons  que  x  ait  une  valeur  donnée.  Il  existe  au 
moins  une  soliiiion  c.  t.  puisque  qb-2  el  pc^  sont  pre- 
miers entre  eux. 

En  multipliant  l'égalité  par  (t^  et  en  tenant  compte 
de  (i'),  elle  peut  s'écrire 

b^t  q  a^  t  —  m  h\  x  )  =^  c^i pa=i  z  —  m  c\  .r), 

et,   en  la  comparant  aux  deux   égalités  suivantes,  on  a 
(/■  étant  un  nombre  entier) 

f/  a  1  /  —  m  b\  X        pa-^  z  -¥-  m  c \  x 
r  —  -i- — : -—  =  ^ — : -—  =  ny. 

Le  nombre  /•  doit  donc  être  divisible  par  n. 

Or,  les  solutions  t  de  la  première  égalité  dififèrent 
entre  elles  d'un  multiple  de/)c^,  les  nombres  /•  corres- 
pondants d'un  nuihiple  àe  pcjci-^- 

Puisfpie  Ji  t\  pqcu  sont  premiers  entre  eux,  il  existe 
au  moins  une  valeur  de  r  divisible  par  /i,  et  par  suite 
une  solution  pour  j'. 

Une  solution  étant  donnée  )',  z^  t^  on  aura  la  solu- 
tion générale  )-(- /i,  5  +  A",  t -\- l  pour  des  valeurs  de 
/i,  /.,  /  satisfaisant  aux  conditions 

rj  b^I  =  pc-ik, 

nc^/i  =  q  a-2  /, 

pUnk  =:  n  b-i  II, 
ou 

h  /c 


pqa^        qnb-, 
OÙ  f  est  un  entier. 


=  / 


66.    Pour    trouver   maintenant    k-s  suites  a,   ^,  "',  0-^ 
nous  mettrons  la  relation  (  I\   )  sous  la  forme 
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Elle  se  compose  alors  au  mojen  de  qualre  suites  a', 

[j'j  y',  o',  qui  sonl 

l'a';  =  (T,o), 

(o')  =  (oor.a^. 

La  relation  étant  symétrique  par  fapporl  à  a,  |iJ,  y, 
o,  il  existe  trois  autres  formes  analogues  en  opériint 
sur  |5l,  Y,  0  de  la  même  façon  (|ue  sur  a. 

Le  caractère  de  cette  nouvelle  forme  consiste  en  ce 

qu'on  a 

(a')      =o, 

(«0,1)=  «• 

Réciproquement,  lorsqu'on  a  une  telle  relation  (IV) 
■en  a',  fj\  y',  0',  on  passe  à  la  première  en  a,  ^,  y,  0  en 
détachant  la  partie  commune  des  suites  ji'y'o'  pour 
€11  composer  a. 

1!  suffit,  ])ar  con'^équenl,  de  trouver  quatre  suites 
telles  que  a,  |ii',  y',  0'. 

Faisant  donc  x  =  o^  x' =  i  dans  (2),  ce  système  se 
réduit  aux  conditions 

i   rt  =  — ^,  a'    -h  bt'  —  cz'  =  o, 

(5)  1  ^  ~ —  ■^'  —  a/'  -T-  6'     +  c^'=  o, 

'   c= — /,  rtc' — hy'-\-c'     =0. 

Les  trois  «lernières  se  confondent  avec  le  système  (3'), 
où  l'on  fait  x' ^=  \ . 

Or,  nous  avons  vu  que  ce  svstème  admet  au  moins 
une  solution. 

Si,  en  outre,  cette  solution  est  telle  que  les  fractions 

^î-^,.-;   soient   irréductibles,  celles-ci   permettent  de 
trouver  3',  v',  0'. 
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En  particulier,  torque  d  ^^  i ,  celte  dernière  condi- 
tion est  Satisfaite;  car  s'iyely',  c'est-à-dire  a  et  j^',  par 
exemple,  avaient  un  facteur  commun,  ce  facteur  divi- 
serait b  et  c'  daprès  (5).  Mais  les  diviseurs  de  cl 
peuvent  seuls  diviser  à  la  fois  a,  b'  et  c'  in"  63). 

67.  Cfiangemenls  de  signes  dans  la  relation  (i). 
—  La  formule  (IV)  se  prête  à  la  représetitalion  de  (i) 
pom*  toutes  les  v^aleurs  relatives  que  prennent  les  quan- 
tités a,  a' .  b,  b',  c,  c' . 

Car.  en  substituant  la  suite  (o,  'r\)  à  (y^,  o)  dans  l'un 
quelconque  des  continuants  de  (^ IV),  on  change  le  signe 
de  ce  dernier  (Tb)  (n°  12). 

Par  exemple,  la  relation  (i)  étant  représentée  par 
(I\  ),  la  relation 

( — a){ — a' )  —  bb' -r  ce  =■  o 

sera  représentée  par 

(a,  o,  T,,  ^^(Y'  "'  ■'•.'  ^) 

■+-(^)  ■^,  O:  T)(^,  h^  o,  ?)^-(^.  ■'■r  o,  o)(|î,  r,,  o,  y)  =o. 

68.  Cas  particulier  :  ab  —  «?«:/=  ztzi.  —  Dans 
le  cas  particulier  où  la  relation  (I\  )  prend  la  forme 
(VI)  et  où  (i)  devient 

(6)  ab  —  cd  =  ±:i, 

lidentification  se  fait  en  posant 

rt  =  >,         c  =  R 

et  en  cherchant  le  continuant  {  y.)  qui  correspond  à  ^• 

Celui-ci  est  pris  long  ou  court  de  manière  à   donner 
à  n^  la  parité  qui  convient. 

Relativement  aux  signes  de  «,  b,  c,  d^  on  peut  se 


(  48;  ) 
proposer  de  représenter  ces  (|ii;tlre  quaiililés  afleclées 
de  tous  les  signes  possibles  coinpalihles  uvec   léf^idilé 
donnée. 

Celle  question  s'est  prés(M)lée  notamment  au  n^'  ol 
dans  la  recherche  des  suites  [j'''^. 

Elle  y  a  élé  résolue  d'une  manière  particulière  en 
donnant  par  convention  le   même  signe  à  c,- et  à  hr^t. 

Mais,  pour  la  résoudre  dans  luus  les  cas,  sup|)o>ons 
a,  6,  c,  d  positifs,  a  étant  le  plus  grand  de  ces  nombres, 
et  prenons  comme  point  de  dépari  le  continuant  po- 
sitif 

iai,  a-i,  .  .  .,  a/,)  —  (  cix,  '^,  a/,), 

(pii  serl  à  représenter  1  égalité  (6)  ab  —  C(l=:zr:  i. 

Ou  a  les  solutions  suivantes  |)0ur  les  diUérenls  signes 
dont  les  nombres  a,  b,  c,  fi  sont  alleetés  : 
a.  h.  c  d.  (x). 

-H  -4-  -(-  -i-  («1,  p,  «A-j 

—  -H  -I-  —  ( —  c'i,  T,,   ^,   a/.» 

—  -^  —  -r-  (a, ,  3,  r,,  —  a/c) 
-H  -+-  —  —  ( — ai,  r,.  3,  Tp  — «/,- ) 

Dans  les  autres  cas,  il  sullit  il  introduire  entre  deux 
élémenis  de  l'un  des  continuants  précédents  la  suite 
(tj,  o,  r,,  o)  au  moven  de  lacpielle  ou  change  les  signes 
des  (|uatie  quantités. 

De  ces  solutions  (a)  on  déduit  toutes  les  autres,  (pii 
sont  évidemment  en  nondiif  dliinilé.  par  des  Iran^lor- 
malions  qui  n'altèrent  aucune  des  quatre  quantités  (a), 
(a,,,),  («0,1  ),  (a,,o). 

ADJOINTS  ENTIERS. 

69.  Dé/initions.  —  Les  adjoints  seront  dits  nor- 
maiix,  alternés,  entiers,  positifs,  négatifs,  si  leurs 
conli  nuanls  le  sont. 

lis  admettront  les  mêmes  résidus  <|u'eux. 
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70.  Rédaction  d' un  adjoint  à  un  adjoint  positij . 
—  Nous  aurons  à  appliquer  ici  les  Iranslonnations  in- 
diquées au  n"  21,  et  il  con\ienl  d'observer  à  ce  propos 
que,  en  vertu  de  la  pro|)riélé  démontrée  au  n°  20,  la 
suite  des  éléments  d'un  adjoint  doit  êlie  considérée 
coi«me  disposée  en  cercle  et  comme  formant  une 
période. 

L'adjoint  correspond  à  diflerents  continuants  suivant 
celui  de  ses  éléments  qui  est  pris  comme  point  de  dé- 
part, mais  sa  valeur  ne  dépend  que  de  la  période.  On 
jieut  donc  choisir  à  volonté  le  premiei-  élément  lors- 
(lu'on  applique  les  transformations  du  n"21. 

71.  L'opération  de  la  réduction  repose  sur  la  propo- 
>ilion  suivante  : 

Si  deux  suites  a,  [j  sont  telles  qu'on  ait  l'égalité 

((9t,  a;  =  ((P,  3j, 

et  si  les  adjoints  ('(a),  ((jî)  sont  dijjérenls  de  zéro, 
on  a  aussi 

En  etlet,  de  la  relation 

((a,  a  )  =  ((a)* —  •2(—  i/'», 

(ju  il  est  facile   de  \éii(ier  et  qui   est  d'ailleurs  un  cas 
particulier   de    la    seconde   relation      B:,)    (n"   35),    on 

déduit 

((a)-^—  (\  S  )2  =  ■i{(—  if..—  i  —  I  )".]. 

Si  /'a^  ''p  (^mod  i"),  la  jjroposition  est  démontrée. 

Si  /?3t  et  nr^  sont  de  parité  différente,  on  peut  sup- 
poser nrt  pair  ;  on  a 


I 
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ce  qui  ne  peul  avoir  lieu  que  poiii"  les  valeurs 

contrairemenl  à  riiy|»olhè>e. 

7^.  Lorsqu'on  Irons/orme  un  adjoint  double 
((a,  %)  par  les  procédés  des  n"^  52,  o3,  54,  la  valeur 
absolue  reste  invariable  et  le  résultat  est  un  adjoint 
double  positij' {([i,  (i). 

Si  Ton  a  soin  (ra|)|)Ii(|ucr  eliacune  des  Iransfornia- 
lioiis  aux  deux  su  îles  donl  les  t'Iémenls  se  correspon- 
denl  deux  à  deux,  la  coii  espondauce  des  ('■Icmeuls  ne 
cesse  pas  d'exisler  et  leur  nombre  reste  toujours  |)air. 

Examinons  en  détail  chacune  des  opérations. 

i"  Eliniiuaiion  des  éléments  nuls  (n"  o2).  —  Il  est 
évident  que  la  \alriir  de  I  adjoiul  ne  ehanj^e  pas  et  (pie 
le  lésullat  esl  de  la  foruic  ((y,  y). 

a"  Elimination  des  éléments  é^aux  à  =b  i  (n"53). 
—   Kn   passant  de   l'adjoint  normal  à  l'adjoint  allern*', 

puis  en  siq))irimant  ±  I  (  les  I  supprimés  se  corres- 
pondent deux  à  deux  et  sont  en  nombre  pair),  on  ob- 
tient un  adjoint  de  la  fonuf 

(U'O',  (—  l)''TiVj'). 

En  revenant  à  un  adjoint  inninal,  ce  dernier  sera  de 

la  forme 

((o,  (— I )"■,'-"'« 0). 

Dans  la  première  et  la  dernière  de  ces  opérations,  la 
valeur  de  ladjoinl  ne  (  lianj^e  pas,  piiiscpie  le  nombre 
ties  éléments  esl  pair. 
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Enlre  ces  deux  opérations,  on  supprime  un  nombre 
pair  de  fois  ±  1,  el,  par  consé(^uenl,  la  valeur  esl  n)ul- 
lipliée  par  un  produit  de  facteurs  égaux  à  ±:  i'-. 

La  valeur  absolue  de  l'adjoint  n  est  donc  pas  modi- 
fiée. 

3°  Changement  de  signe  des  éléments  (n°o4).  — 
Le  dernier  adjoint  obtenu  (S,  ±  o)  ne  renferme  plus 
que  des  éléments  ^  2  en  valeur  absolue. 

Les  suites  r,  introduites  pour  changer  les  signes  des 
éléments  sont  placées  à  chaque  variation  de  signe  et  se 
correspondent  deux  à  deux. 

Le  résultat  final  est  donc  de  la  forme  ((^,  |i),  tous 
les  éléments  étant  positifs. 

On  sait  d'ailleurs  que  cette  opération  ne  modifie  pas 
la  valeur  absolue. 

Comme  conclusion,  la  réduction  d'un  adjoint 
donné  ((a)  à  un  adjoint  positif  (([S)  s'obtient  en 
tiansformant  l'adjoint  double  ((a.  a")  en  adjoint 
double  positif  (^(  '^,  jS). 

Exemple.  —  Pour 

((a)=((3,  -7.  I.,  -I,  --2,  5,  8)=-24476, 
on  trouve 

((?)  =  ((  2,  I,  5.  I.  9,  2,  I,  4,  8)  =  24  476. 

73.  Adjoints  positifs  de  valeur  donnée.  —  La  re- 
lation 

(VI)  (a)(ai.,)-(a:„.,)(a,,o)  =  (-i)«a 

permet  de  trouver  tous  les  ailjoinls  positifs  ((a)  ayant 
pour  valeur  un  nombre  j)osilif  donné  N. 

Remarcpions  que  les  deux   résidus   sont  plus  petits 
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que  (a)  et  posons 

N  =  rt  -i-  6         (a  et  b  positifs,  a^  b). 

Décomposons  alors  ab  zb  i  en  deux  tacleurs  c,  d 
{c<Ccii  d<ici),  et  cheiclions  le  continuant  |)Osilir(a) 
(|iii  correspond  à  la  relation 

(6)  ab  —  cf/  =  ±  I. 

J^'adjoint  ((a)  a  pour  valeur  N. 

Ré(;ipro(|uenient,  tout  adjoint  positif  ((a)  de  valeur  N 
correspond  à  une  certaine  relation  (6). 

On  aura  donc  tous  les  adjoints  |)Ositifs  de  N  en  fai- 
sant  de    toutes   les    manières    possibles    les    déconipo- 

silions 

\  ^  a  -^  b, 

ab  ±  I  =  cd, 
qui  sont  en  nombre  lini. 

Remarques.  —  i"  l^e  même  adjoint  est  oi)teuu. 
en  général,  autant  de  fois  qu'il  contient  d'éléments, 
puisque,  par  permutation  circulaire  de  ces  derniers,  la 
valeur  ne  chan<^e  pas  et  qu'à  cha(|ue  permutation  cor- 
respond une  relation  (  T)  )  distincte. 

Toutefois,  il  est  obtenu  moins  souvent  si  celle  der- 
nière condition  n'est  pas  remplie,  par  exemple  dans  le 
cas  iWin  adjoint  tel  que  ((a"')  ou  (  (  a,  a  ). 

2"  Si  l'adjoint  ((a)  au  lieu  d'être  positif  est  quel- 
conque, il  correspond  encore  à  wnc  relation  (6),  mais 
dans  laquelle  les  entiers  rt,  b^  c,  d  ne  sont  plus  soumis 
à  des  r<'lations  de  grandeur. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  telle  relation,  on 
trouve  un  adjoint  ((a)  correspondant  qui  se  rétiuit  à 
un  adjoint  positif  par  le  |)rocédé  indiqué  au  numéro 
précédent. 
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Exemples.  —  i"  Soit  N  =;  4  '  I  O"  trouve  les  adjoinls 
|josilils  suivants  : 

((4i),     ((.,39),     ((3,  i3),     ((3,  r,  1,  5),     ((1,  1,7,  i,i>. 
2"   Soit  N  =  59  ;  on  trouve 

((^9),     ((•,  57;,     ((3,  19),     (('i,  '2,  II), 

((3,  4,  4),    ((i,  I,  4',  I,  4),    ((i,  I,  I,  %  I,  4;. 

74.  Transformation  des  adjoints  positifs  entre 
^ux.  —  Si  les  deux  lelalions 

ah  —  cd   =  =t  I , 

ab  —  c'c^'  =  rir  I , 

où  cd  =^  c' d' ,  correspondent  aux  deux  adjoints  po- 
sitifs ((a),  ((a'),  l'un  de  ces  derniers  se  transforme  dans 
l'autre. 

Soient,  en  eflet, 

(2<o,i)  =  c  =  f.m,  (ao^,)  =  c'  =  f.m', 

(a,,o)  =  c?=  S'.m',        (a'i_o)  —  d'  —  g.  m 

{m.  m'  pie  mi  ers  entre  eux). 

Puisque  («0,1)  est  divisible  par  m,  (a)  se  transforme 
par  le  procédé  du  n°  37  en  un  continuant  (,3)  tel  que 

([*i,o)  =  g.inm'\ 

■de  même  (,3)  en  (a')  en  divisant  le  résidu  de  (j5l) 
par  m'. 

Conséquence.  —  Tout  adjoint  positif  de  valeur  N  se 
ranène  de  cette  manière  à  un  adjoint  pour  lecjuel  /'un 
des  facteurs  c,  d  est  réduit  à  l'unité,  savoir  : 

i"   Pour  /?3(  pair,  à 

((o,  a  — I,  I,  6--  i), 
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où  l'on  a 

c  =  r, 

d  =  ab  —  I, 
et  cjiii  se  réduit  à 

((  t ,  a  -1-  6  -  7.  )  =  ("(  r ,  N  —  2  )  ; 
■2"   Pour  /?a  impoli-,  à 

((o,  «,  h), 
OÙ  Ton  a 

c   =  I, 

d  =  ab  -+- 1 , 
et  (]iii  se  rédiiil  à 

((a-f-6)  +  ((.\). 

CONTINUANTS  ET  ADJOINTS  UNITAIRES. 

7o.  Définition.  —  (])n  nom  niera  unittiires  les  con— 
linuaiils  enliers  (^les  tjpes  9,  6',  y,,  t/,  ainsi  (|ne  les  con- 
linuanls  alleinés  et  les  adjoints  correspondants. 

76.  Groupement  des  continuants  peu-  adjoints .  — 
Les  continuants  unitaires  dont  on  a  donné  f|uelqnes 
exemples  an  n"  9  sont  en  nomhie  illimité.  Leur  classe- 
ment et  leur  conslitulion  présentent  (pielques  particu- 
larités intéressantes.  Il  convient  pour  en  faire  l'étude 
de  consid(''ier  leurs  adjoints  et,  comme  il  sera  indicpié 
an  n"  79,  de  faire  usage  du  système  alterné.  Car  on 
sait  que,  dans  (;e  système,  tous  les  continuants  d  un 
adjoint  unitaire  appartiennent  au  même  Ijpe  (n"  31, 
Remarque). 

Nous  supposerons  que  les  adjoints  noni  aucun  élé- 
ment nul.  Ceux  (|ui  en  contiennent  se  déduisent  eu 
effet  immédiatement  des  iuilres  en  v  remplai'.int  cer- 
tains éléments  a  par  ties  suites  b,  a,  o,  —  a,  c  (^n"  !21  ). 

77.  Un  adjoint  unitaire  ((A)  se  réduit  à  un  ad- 
joint positif  [^'^  )  pour  lequel  //^  =  o. 
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On  a,  en  effet, 

((\,  A)  --^  (X)-^  2rXo,,  )(  A,,o)  -i-  (Xi,i  )^=  1. 

Suivant  la  règle  générale  {n°  72),  ((),,  >,)  se  réduit  à 
un  adjoint  double  positif  ((^,  ^)  de  même  valeur. 

Or,  le  développement  de  ((|3,  ^3),  dans  lequel  tous 
les  termes  sont   positifs,   moutre  qu'on  ne  peut  avoir 

((|iJ,  lii)  =  2  que  si  /?cj=  o. 

7(S.  On  adjoint  unitaire,  sans  zéro,  ((a)  a  au 
moins  un  élément  égal  à  ih  r . 

En  ellel,  si  tous  les  éléments  étaient  ^2  en  valeur 
absolue,  ((a,  À)  se  trouverait  dans  les  conditions  du 
11"  72  (3")  pour  être  réduit  à  un  adjoint  double  positif 
((3,  3  )  de  valeur  i  et  tel  que 

ce  qui  est  impossible  puisqu'on  doit  avoir 
n^  =  o. 

79.  Dans  les  numéros  suivants  marqués  (^y^^.  alt.^, 
nous  ferons  usage  du  système  alterné  en  supprimant  le 
facteur  /  pour  simplifier  l'écriture.  Il  suffit  de  multi- 
plier cliaque  élément  par  ce  facteur  pour  revenir  à  la 
notation  primitive.  Ainsi,  on  écrira  (a)  au  lieu  de  (^a). 

80.  Tout  adjoint  unitaire  rentre  dans  V une  des 
trois  catégories 

Oa)  =  ((A,a'),         ((.3)  =  ((Xo,i,;i'),         ((7)=((X,,,,y'), 

oii   Cl)   représente  un   unitaire    quelconque  {Syst. 
ait.). 

En  elTet,  il  résulte  de  la  proposition  précédente  que, 
à  délaut  d'autre,  une  des  suites  rc  I4,  soit(i,  i,  1)  ou 
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( —  I  .  —  1 ,  —  i)  étant  prise  pour  (/.  i,  tonl  atljoinl  pren- 
dra l'une  de  ces  Irois  lonnes^  savoir  :  ((a)  ou  ((^i)  s'il 
y   a    hois   ou   deux  éléments    successifs    égaux   à    +  i 
ou  à  —  I,  ((y)  dans  le  cas  contraire. 

81.  Forme  des  adjoints  ((a),  ((!ii),  ((y)  {Syst. 
ail.).  —  Clierchons  maintenant  les  conditions  fjue 
doivent  remplir  a',  j'j',  y'  pour  que  ((a),  ((P),  ((y)  soient 
unitaires. 

Pour  ((a),  il  faut  et  il  suffit  que  ((a'j  le  soit  aussi  : 
le  calcul  ne  présente  aucune  difficulté. 

(^uanl  à  ((  ^)  et  ((y),  posons 

/  =  (  /j,  Ai  1,  /i  j    ' 

/  i'i' }  =  (l\,  o,  c,.  y",  f,,  o,  /j). 

On  a 

((^)  =  ((X,o,  6.,,  |î",  6,), 

((T)  =  ((/,0-C2,  i\  Cl,  <)j. 

Comme  ((a')  (Jans  ((a),  les  suites  qui  viennent  a|)rès 
A  dans  ces  e\[)ressions  doivent  donner  des  adjoints 
unitaires,  savoir  : 

((o,  62,  3",  6,  )         ou         ({bi-\- b-i,  ^") 
et 

((o,  C2,  y",  c,,  o)         ou         ((  cj,  y",  c,  ). 

Par  consécpient,  ((a),  ((^),  ((y)  sont  formés  au  moyen 
de  deux  nnilaires  juxtaposés;  l'un  d'eux.,  dans  ((|ii), 
commence  par  zéro  et,  dans  ((y),  a  ses  deux  éléments 
extrêmes  nuls. 

En  représentant  pai'  'x  un  second  unitaire,   avec 

(ix)  =  (ma,  ;-iij,  /"i), 
et  eu  |)osanl 
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ces  adjoints  s'éciivent 

((a)  =  ((À,  .a), 

{("(}  =  (0'i,i,  h-^irii,  [Ji,,,,  Wi-i-Zî). 

Dans  ({ ^3),  a  et  6  sont  deux  éléments  liés  par  la  con- 
dition 

a  -4-  è  —  ^1  —  /»i, 

comme  on  le  vérifie  ;iisément.   Il   reste  donc  un  païa- 

mèlre  variable  lorsque  ).  et  'x  sont  donnés. 

((a)  se  présente  comme  un  cas  particulier  de  ((^) 

lorsqu'on  fait 

a  =^  l\,         b  ^=  nii. 

A  leur  tour,  ).  et  u.  rentrent  dans  l'une  des  Irois 
catégories  et  sont  eux-mêmes  formés  au  moyen  d'aiities 
unitaires,  et  ainsi  de  suite. 

82.  Adjoints  {(^)  dont  tous  les  éléments  sont  po- 
sitifs (Sj'st.  ait.).  —  D'après  ce  qui  précède,  tout  ad- 
joint unilaue  peut  être  considéré  comme  composé  au 
mo^'en  d'adjoints  ((")•  H  suffit  en  effet,  pour  cela,  de 
terminer  la  série  des  décompositions  lorsque  tous  les 
unitaires  au  moyen  desquels  est  formé  l'adjoint  appar- 
tiennent à  cette  catégorie. 

Les  adjoints  ((v)  se  déduisent  aussi  les  uns  des 
autres,  car  on  peut  poursuivre  la  série  des  décomposi- 
tions jusqu  à  ce  que  le  dernier  élément  ait  disparu. 
Parmi  eux,  nous  dislinguerons  S[)écialement,  par  ana- 
logie avec  la  réduction  des  coutinuanls.  ceux  dont  tous 
les  éléments  sont  positifs  et  qui  m*  peuvent  pas  se 
mettre  sous  lune  des  deux  autres  formes.  Nous  les  dé- 
signerons par  ((ô). 

83.  Mode  de  formation  des  adjoints  ((o)  K^Syst. 


J 
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ait.).  —  Faisons 

(  À  )  =  (  I ,  I ,  I  ) 
et  soit 

un  adjoint  de  ni  éhhnenls  positifs. 

Mettons  (o')  sous  la  forme  (i ,  o,  o",  o,  \).{ijj'  ) appar- 
tient à  la  même  catégorie  que  ((o). 

En  eflel,  ((o")  a  ni —  i  éléments  positifs  et  dififéicnls 
de  zéro,  puisque,  par  Inpolhèse,  les  deux  éléments 
extrêmes  de  o'  sont  ^2;  d'autre  pari,  il  n'est  ni  un  ((a) 
ni  un  (((B);  autrement,  un  des  unitaires  ).,  a  ou  un  des 
résidus  )vo,),  pio,)  qu'il  contiendrait  se  trouverait  dans 
((0),  contrairement  à  l'hypothèse. 

Réciproquement,  soit 

[((5")  =  ((rf,.8';.,,^,) 

un    unitaire   ayant  ni — i    éléments   positifs    et    défini 
comme  ci-dessus.  L'adjoint 

((0;  =  ((f/i  -f-  1,  I,  dy~  \,  5'^^i), 

obtenu  en  introduisant 

(o,  X,  o)  =  (o.  1 ,  1 ,  1,0) 

entie  deux  de  ses  éléments  âf,,  f/2,  a  ni  éléments  posi- 
tifs. On  voit  d'ailleurs  facilement,  par  un  raisonne- 
ment analogue  au  |ir(;cédent,  qu'il  ne  peut  pas  prendre 
la  forme  ((a)  et  qu'il  ne  peut  prendre  la  forme  (|j)  que 
si  l'élément  i  se  confond  avec  l'un  des  éléments  <:/,  b 
<|ui  figurent  dans  l'expression  de  (([i)  (n"  81). 

On  obtiendra  donc  tous  les  adjoints  ((8)  de  ni  élé- 
ui  ents  en  introduisant  À  =  (o,  i ,  i ,  i ,  o)  de  toutes  les 
manières  possibles  dans  ceux  de  ni — 1  éléments,  en 
laissant  de  côté  ceux  qui  rentreraient  dans  la  caté- 
gorie  ((^). 
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On  trouve  pour  les  premières  valeurs  de  /?§  [<(^)  et 
((  0  )  étanl  considérés  comme  ne  faisant  qu'un  seul  ad- 
joint] : 

ng.  ((S). 

3  ((1,1,1) 

4  ((  I,  2,  r,  2) 

5  ((2,1,3,1,2) 

/  ((3,  1,  2,  3,  1,2; 

6  I  ((2,  2,  I,  4,  1,  2) 
(  ((1,  3,  1,3,  I,  3) 

((4,  1,2,2,  3,  1,  2) 
((3,2,  1,3,3,  i,2j 
((3,  1,3,  1,4,  f,-^) 
((3,2,  1,4,  1,3,  I) 
((2,  2,  I,  5,  1,  2,  2) 

8i.  Adjoints  unitaires  composés  de  suites  pério- 
diques {Syst.  ait.).  —  Parmi  les  ((  0)  du  numéro  pré- 
cédent, il  en  est  qui  se  composent  de  suites  pério- 
diques, par  exemple 

Proposons-nous  de  trouver  dune  manière  générale 
les  adjoints  unitaires  qui  jouissent  de  cette  propriété. 

80.  Un  adjoint  unitaire  (à  éléments  positifs  ou 
négatifs)  composé  de  plus  de  trois  périodes  est  un 
((a)  {notation  du  n''  80)  {Syst.  ait.).  —  En  efifet, 
dans  chaque  période  se  trouve  au  moins  un  élément 
égal  à  rt  1 . 

Eu  éliminant  de  chacune  d'elles  ±1,  ainsi  que  les 
éléments  nuls  s'il  j  a  lieu,  on  réduit  l'adjoint  à  un 
autre  qui  contient  un  nombre  moindre  d'éléments  et 
qui  est  composé  du  même  nombre  de  périodes. 

Aj)rès  une  série  d'éliminations  semblables,  on  ob- 
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lient  un  adjoint  dans  lequel  chaque  période  est  réduite 
à  un  seul  élément  égal  à  zéro  ou  à  dr  i . 

Le  nombre  des  périodes  est  nécessairement  pair  si 
cet  élément  est  zéro  et  il  est  divisible  par  3  lorsque 
l'élément  est  dz  i . 

Dans  tous  les  cas,  le  dernier  adjoint  ayant  plus  de 
trois  périodes  se  met  sous  la  forme  ((a,  u)  et  par  con- 
séquent est  un  ((a). 

Il  en  est  évidemment  de  même  de  l'adjoint  donné. 

Conséquence.  —  Les  adjoints  ((fi),  ((y),  ((o)  se 
composent  au  maximum  de  trois  périodes. 

ÏLn  désignant  par  V  une  des  suites  dont  se  compose 
un  de  ces  adjoints,  celui-ci  pourra  prendre  l'une  des 
formes  ((v^)  ou  ((v^). 

86.  Conditions  que  doit  remplir  une  suite  v  pour 
que  ((v-)  ou  ((v')  soit  unitaire  i^Syst.  ait.).  —  Ces 
conditions  résultent  des  relations  suivantes,,  que  le 
lecteur  vérifiera  sans  difficulté  : 

(V2)         =(V)  ((v)    —  (—  I)"v. 

(''a,.)  =  (vo..)  ((V). 

(^î,o)-=(''i,o)   ((v), 

(v?,,  )  =  ("'■>•)   (('^)  -^-«)"s 

(v3)         =(v)         [((v)2-(-l/'v]-(-Ij"v((v), 

(v2.i)  =  (vo,i)f((v)'-(-i)''v]. 

(^'?,o)  =  (v.,o)[((v)-^-(-.)"'|. 

(vï,,)  =  (v,,,)[((v)2_(-i)«v]_(-,)«v((v). 

i"   Soil  ((v-)  un  adjoint  unitaire. 

Pour  que  (v^  ,)  et  (v"f  „)  soient  nuls,  il  faut  (ju'on 
ait  soit 

soit 

((v»,i)  =  o, 

((''i.o)  =o- 
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Dans  le  dernier  cas,  ((v)  serait  un  unitaire  et  ((v^) 
un  ((a). 

On  doit  donc  avoir 

((VI  =  o. 

Cette  condition  suffit  d'ailleurs  à  rendre  ((v^)  uni- 
taire. Mise  sous  la  forme 

(v)  -4-  (v,_i  )  =  O, 

elle  montre  que  les  continuants  (v)  et  — (v),i)  l'epré- 
sentent  un  même  nombre. 

2"  Soit  ((v^)  un  adjoint  unitaire. 

Pour  la  même  raison  que  ci -dessus,  on  déduit  des 
relations  précédentes 

((V)2_(_l/'v=0. 

Cette  condition  est  suffisante.  Elle  montre  que  les 
continuants  normaux  de  (v)  et  de  (v),i)  représentent 
deux  nombres  qui  diffèrent  d'une  unité. 


[0'3kJ 


XOTE  SIU  LES  tOlIKUES  GAICIIES; 

Par  m.  EGAN. 


Condition   pour  qu'une  courbe  donnée  soil   une 

hélice.  —   Pour  une  bélice  sur  un  cvlindre  de  forme 

quelconque  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  l'axe 

des  3,  on  a 

s  =  kz, 

s  étant  la  longueur  de   la  courbe,  mesurée  à  partir  du 
point  où  elle  rencontre  le  plan  z  =^  o. 
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Pareillement,  pour  toule  hélice,  on  a 

s  =^  ax  -\-  by  -^  c  z  -^  d, 
d'où  1  on  lire,  en  clifTérenlianl, 


(i) 


a-o    y,     2, 

•^4     Jv      24 


,  ,   .  d'W 

en  désignant  -j-j  par  Xr. 

Si    cT,  y,   3   sont    données  en    (onction   d'un    para- 
mètre t,  on  a 


(2) 


A  = 


^1  JKl  -1  Si 

Xi  y-,  Z.2  Si 

•^3  y^  -3  *3 

a-4  y,,  Ci  «4 


On  vérifie  facilement  d'ailleurs  que 

'dsV>  . 


A' 


-m 


Réciproquement,  si  l'équation  A  =  o  ou  A'  =  o  est 
vériliée,  la  courbe  est  une  hélice.  Considérons,  en  elTet, 
X,  j',  c  comme  des  fonctions  données  de  t.  La  forme  de 
l'équation  A'  =  o  nous  montre  que  toute  fonction  s  de  f 
qui  lui  satisfait  doit  être  comprise  sous  la  forme 

s  =z  ax  -i-  by  -r-  c  z  ^  d. 

et,  b,  c,  cl  étant  des  constantes.  Donc  la  cour!)e  est  une 
hélice. 

Expression  géométrique  de  A.  —  Soient  R,  T  les 
rayons  de  courbure  et  de  torsion  d'une  courbe  C  à  un 
point  donné;  p,  x  les  mêmes  quantités  pour  le  point 
correspondant  de  la  courbcydont  les  coordonnées  sont 
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dx    dy    dz      .  ,  c     -i 

-y->  -j-f  -,-•  Alors  on  a,  assez  racilemenl, 

cis     as     as 

(3)  -4r  =  R«^- 


^2- 


On  trouve  aussi 


On  a  donc 


pi  =  —  T-'  v/R2-^T2, 

—I  _     —  R'    ^  1 
^     ~  R2+T»  ^s  R* 


T2  (/^  R 
^    R 

A  -  R    5  ^    ï^ 


ce  qui  montre,  comme  on  devait  s'y  attendre,  que  les 
conditions 

R 

A  =  o  et  T  ~  const. 

s'équivalent. 

On  peut  donner  une  autre  expression  pour  A  comme 
il  suit  : 

On  rectifie  la  courbe  C,  on  le  sait,  en  développant  la 
développable  D  dont  l'élémentplan  contient  la  tanyenle 
et  la  binormale  au  point  correspondant  de  C.  Soient 
P,  P'  deux  points  consécutifs  sur  C,  et  soit  Q  le  point 
correspondant  à  P  sur  l'arête  de  rebroussement  de  D. 
Soit  ']/  l'angle  entre  PP'  et  PQ.  Alors 

T 

tang6=  -. 

L'angle  -l  et  l'angle  PQP'  ne  sont  pas  changés  par 
le  dévelo[)[)ement  de  D.  Or,  après  ce  développement,  la 
courbe  C  devient  une  droite  et  I  on  a,  par  conséquent, 

PQP'^  CW  d-l)  —  'l  =  d'!>. 
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On  a  donc 

PP'siiT{/  =  PQsinPQP'=  PQt/'^, 

(4,  ''Q^^=--!- 

Soit  maintenant  p  la  perj3endiculaire  abaissée  de  O 
sur  PP';  on  a 

I  =y?  cosec2(|i  -—- 

rf   R 

On  a  donc 

<6)  ^=^- 

9  P 

Si  la  développable  D  se  réduit  à  un  cùne,  on  a 
y>  =  const.  L'équation  (5)  nous  montre  donc  que 
les  courbes  pour  lesquelles  on  trouve 

-  =  as-r-  b 
sont  des  géodésiques  sur  un  cùne. 
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DÉMO^STRATIOIV  DE  QIIELOIES  PROPRIÉTÉS  DE  L'ELLIPSE: 

l'AR  M.  TIÎTU. 


Je  vais  démon Irer  (pie  : 

Une  développée  d'ellipse  peut  loujours  se  projeter 
orthogonalemenl  suivant  une  hypoeycloïde  à  quatre 
rebrousse  me  nts. 
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Considérons   une  droite  dont  deux  points  A   et   B 
décrivent  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Oy,  et  soit  M 
un  |)oint  de  celle  droite.  Le  lieu  de  INI  est  une  ellipse. 


Construisons  la  normale  et  la  tangente  en  .M  à  laide 
du  centre  instantané  de  rotation  I;  soient  INM  et  MF. 
Abaissons  M  H  perpendiculaire  sur  Ox,  et  soit  M'  le 
point  de  MH  tel  que  l'angle  AM'T  soit  droit;  on  a 


MH  =  y/.NH.HT,         MH  =  /AH.HT, 


d'où 


H  M 
ÏÏW 


v 


AH 


V 


KB 


V 


'MA 

MB 


=  const. 


Si  donc  je  projette  la  figure  formée   par  ABM  sur  un 
plan  parallèle  kOx  et  faisant  avec  le  plan  xO>'  un  angle 

dont  le  cosinus  soit  1     ttt^'  'a  droite  AB  se  projettera 


(  5o5  ) 
suivant  la  normale  à  Tellipse,  projeciion  du  lieu  de  -M. 
La  propriété  est  donc  démontrée. 

En  considérant  les  normales  à  l'ellipse  comme  pro- 
jections d'une  droite  de  longueur  constante  dont  deux 
points  décrivent  deux,  droites  rectangulaires,  on 
démontre  simplement  un  grand  nombre  de  propriétés. 

Par  exemple,  il  est  immédiat  que  le  rapport  des 
segments  interceptés  sur  une  normale  à  une  ellipse 
par  les  deux  axes  est  constant. 

Considérons  maintenant  dans  la  figure  précédente 
la  parabole  tangente  à  Ox,  Oy,  AB,  MT;  on  reconnaît 
immédiatement  que  I  en  est  le  fover  et  AB  la  tangente 
au  sommet;  cette  parabole  touche  donc  AB  au  pied  P 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  I  sur  celte  droite.  Or 
ce  point  est  précisément  le  point  de  contact  de  AB 
avec  son  enveloppe. 

Donc,  par  projection,  on  obtient  la  propriété  connue  : 

La  parabole  tangente  au\  axes  d'une  ellipse,  à  la 
normale  et  à  la  tangente  en  un  point  M  touche  la 
normale  au  cenire  de  courbure  de  l'ellipse  au  poiiii  M. 

Mais  remarquons  que  IPest  l'axe  de  la  parabole.  Donc 
la  projection  de  IP  sera  un  diamètre  de  la  parabole 
projetée.  Ce  diamètre  sera  |)erpendiculaire  à  la  direc- 
trice, laquelle  n'est  autre  que  la  projection  de  0\1  . 
On  obtient  donc  la  construction  suivante  du  centre  de 
courbure  en  un  poini  M  d'une  ellipse  : 

Soit  Q  le  point  d'intersection  des  parallèles  aux 
axes  menées  par  les  points  où  la  normale  en  M 
coupe  ces  axes;  le  centre  de  courbure  en  M  se  trouve 
à  l'intersection  de  la  normale  a\'ec  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  O  .s7//-  ()\L 
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AGREGATIO\  DES  SCIENCES  MATIIEUATIOUES 
(COXCOLUS  DE  1908). 


S0LITI0\  DE  EA  QIESTION  DE  MArilEMATIOllES 
SPÉCIALES; 


Fah  m.   p.   FAVRK. 


Un  contour  con<^'exe  est  formr  des  cotés  parallèles 
AB,  A'B'  de  longueur  zl  d'un  rectangle  ABB'A'  et 
des  demi-cercles  de  rayon  r  décrits  sur  les  deux 
autres  cotés  AA'  et  BB'  comme  diamètres.  Il  se  dé- 
place dans  son  plan  cV une  façon  continue  en  restant 
tangent  extérieurement  à  un  demi-cercle  fixe  de 
rayon  B  et  à  la  droite  indéfinie  D  qui  limite  ce 
demi-cercle.  On  suppose  que  AB  était  sur  D  au 
début  du  mouvement  et  que  A'B'  vient  sur  cette 
même  droite  à  la  fin  du  mouvement,  après  avoir 
touché  le  demi-cercle  fixe. 

1°  Construire  la  trajectoire  Y  du  centre  M  du 
rectangle  et  reconnaître  si  elle  est  convexe. 

a"   Calculer  V aire  limitée  par  V.  dans  l' hypothèse 

H  = /•,        /^,-(y3_,). 

3'^  On  suppose  que  V angle  dont  tourne  le  contour 
est  proportionnel  au  temps;  on  demande  de  placer 
le  contour  à  un  instant  donné  et  de  construire  le 
vecteur  vitesse  du  point  M  à  cet  instant. 

4°  Le  côté  A'B'  étant  tangent  au  demi-cercle  fixe, 
trouver  à  un  instant  donné  l'enveloppe  des  tangentes 
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aux  trajectoires  des  différents  points  du   contour. 
Examiner  les  différents   cas  cfui  peuvent  se  pré- 
senter en  supposant  Rz=  r  =  /. 

i"  Le  mou  veinent  du  contour  se  divise  en  trois 
phases  : 

Première  phase  :  Le  demi-cercle  AA'  est  langent 
au  demi-cercle  fixe  et  à  la  droite  D; 

Deuxième  phase  :  Le  demi-cercle  A  A'  est  tangent 
à  la  droite  D  et  le  côté  A'B'  est  tangent  au  demi-cercle 
fixe; 

Troisième  phase  :  Le  demi-cercle  A  A'  est  langent 
à  la  droite  D  et  le  demi-cercle  BB'  est  tangent  au  demi- 
cercle  fixe. 

Dans  la  première  phase,  le  point  M  décrit  un  arc  de 
cercle  ajant  pour  centre  C  le  milieu  de  AA'  et  l  pour 
rajon. 

Si  l'on  désigne  par  z>  l'angle  de  rotation  du  contour, 


la  valeur  'Jq  qui  sépare  la  première  phase  de  la  deuxième 
est  donnée  (voir  fig.  i)  par  la  relation 


SMl'Jo 


(..>f). 


En  posant 
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PM  =  X 

et  projetant  le  contour  OPCE  sur  la  droite  D  et  sur 

Fie.  2. 


une  perpendiculaire,  on  a  [Jig.  2) 

(R  -7-  /■)  sino  —  X  coscp  =  x, 
—  (R  H-  /•)  coscp  —  X  sin  o  =  /  sin  '^  -h  r. 

En  éliminant  \  on  obtient  la  valeur  de  x^  celle  de  y 
est  immédiate,  et  les  coordonnées  de  M  dans  la 
deuxième  phase  sont 

I  R  -r-  /•  )  ^-  /  si  a-  '-0?  u.  —  /•  0'j>  c; 


j'  =  /  sin  ^  -r-  /•. 

Dans  la  première  phase,  la  trajectoire  F  du  point  M, 
étant  un  arc  de  cercle,  était  convexe.  Si  elle  devient 
concave,  il  faut  que  la  transition  se  fasse  par  un  point 

d'inllexion,  c'est-à-dire  que  -~-  passe  par  un  maximum 

ou  un  minimum.  El  s  il  n'v  a  pas  de  point  d'inflexion 
la  courbe  f  restera  convexe.  Pour  résoudre  cette  ques- 


lion, 


(   '^og  ) 
d-^  y 

r» '1—    • 


dx-i   ' 

,               /•  —  /  sin^'v -i- f  R -^ /■  )  cosci    , 
dx  = ■ — ^— do, 

dy  =  /  coso  d'f, 

dy  —  /  cos  'i  sin-  o 

dx        /  sin'^ç-  -(-  (  K  -t-  /•)  coso  -+-  r 

Si  l'on  forme  -r-^  on  obtient  m'ie  fraction  dont  le  déno- 
dx^ 

miiialeur  est  un  carré  j^arfail  (|ui  ne  devient  pas  infini 

et  dont  le  numérateur  est,  après  réductions, 

/2  sin*'^  —  2  /(R  H-  /•)  sino  cos^cp  —  //•  sino(y.  cos-cp  —  sin^o), 
ou 

/-  sin*«p  —  2 /R  sino  cos^o  -+-//•  si ii cp( i  —  3  cos^cp  —  ?.  cos'o), 
ou  enfin 

/■-  sin*cp  —  a/R  siiicp  cos^(f  -i-  //•  siii  cp  (i  —  2  coscp)  (i  -+-  coscp)*. 

Or,  dans  celte  deuxième  pliase,  'j  esl  compris  entre  - 

el  t:;  donc 

sintp  >  o,         C0S9  <  o, 

et  l'expression  ci-dessus  esl  toujours  positive. 

Il  n'y  a  donc  pas  d(;  point  dinflcxion  dans  la 
deuxième  phase,  el  la  trajectoire  F  esl  encore  convexe. 

Pour  avoir  la  valeur  de  cp,  qui  marque  la  fin  de  la 
deuxième  phase,  projetons  encore  le  contour  OPCE 
(en  remarquant  qu'à  ce  moment  a  =  /)  : 

(R  -^  /•)  cosoi  -t-  xl  sin  -^,  -;-  r  =  o. 

Dans  la  ti-oisième  phase  (  fig.  ?i),  le  milieu  C  de  BB' 
décrit  un  aie  de  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  B  -f-  /'. 
Ses  coordonnées  sont,  en  désii^nant  pjir  0  ran^lc  (700, 

xc  =  (  R  -4-  /•)  cosO,        J'(;  =  (  R  -•-  '■  '  ï'ii^', 
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el  le  point  C  sera  à  l'iulerseclion  de  la  droite  ^  =  /•  et 

Fig.  3. 

i 


^y 
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\ 

T 

du  cercle  de  centre  Cet  de  rajon  2/,  dont  l'équation 
est 

[^_(R4-  ,.)cos6]2-f-[j  — (R-4-/-)sin6]2  =  4^2 

(l'abscisse  du  point  G  devant  être  la  plus  grande).  On 
en  déduit,  pour  les  coordonnées  du  point  C, 


a-c=  (R  ^-  /•)  cosO  -+-  v/4/^— ['•  —  (  R  -f-  ;-)sinO]2, 

Le  point  M  étant  le  milieu  du  segment  CC,  ses  coor- 
données sont 

a:  =:  (  R  +  /■  I  cos 6  -4-  -  /i/-^— [/•  — (  R  —  r)sin6]2, 

(R- 


y 


sinÔ 


(le  radical  est  pris  positiveinenl). 

Pour  voir  si  la  courbe  est  encore  convexe,  c'est-à-dire 
ne  présente  pas  de  point  d'inflexion  dans  cette  troisième 
phase,  nous  utiliserons  la  remarque  suivante  : 

I  étant  le  centre  instantané  de  rotation,  les  trois 
droites  IC,  LM,  IC  et  la  parallèle  à    C'C  menée  par  l 
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forment  une  proportion  harmoni(jue 


l-^l  —   !-l3    .   I-1-2 


!^3 


i; 


or 


ji.j  [Jti         [X-y  [JI4 

fjii=tanf^O,         (j.4=lang'i 
et  [j-o  est  infini;  donc 

[jt3  =  2  [Xi  —  tjLj  =  -2  tangO  —  tango. 

Si  IX.  est  le  coeflicienl  angulaire  de  la  tangente  à  F, 

I    _  I 

'    ~       [^3  ~  tangç— .(langb' 

Celle  formule  monlie  que  dans  la  troisième  phase  le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  toujours  néga- 
tif, et  va  en  croissant  en  valeur  absolue. 

An  contraire,  dans  la  deuxième  phase,  -r—  étant  po- 
sitive, la  valeur  algébrique  du  coefficient  angulaire  va 

Fig.  4. 


en  croissant.  Il  y  a  donc  un  point  diiillexion  en  M,  et 
la  courbe  F  n'est  pas  convexe. 

L'expression   ci-dessus  de   'j.  permet  de  trouver  les 
tangentes  en  ^J ,  et  en  AL 

(ji'=  — 0,247,  ;x"=- 0,866. 

De  tout  ce  qui  précède  résulte  pour  F  la  forme  ci- 
contre  (Jîg-  4)- 
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2"  Si  l'on  suppose 

R  =  /-,         /  =  r(v/3  — i), 

el  si  l'on  se  reporte  aux   rormnles  qui  donnent  les  va- 
leurs c5o  et  o,   séparant  entre  elles  les  trois  phases,  on 

trouve 

Ç(,=  120"        et        5i  =  i5o". 

Les    formules    trouvées    clans    la     deuxième     phase 
donnent,  pour  les  coordonnées  de  Mo, 

3^0=1, 366 /•,        yo=  i  ,63^/-, 
et,  pour  les  coordonnées  de  M,, 

to  étant  le  centre  (fixe)  de  rotation  dans  la  première 
phase,  ses  coordonnées  sont 

Pour  évaluer  Taire  limitée  par  F,  nous  poserons 

S,=  aire  M,NMoEwlM.,, 
S.2=  aire  du  rectangle  EDFco, 
83=  aire  M«QMiD.Mo, 
Si  =  aire  M,FM,VM,, 


et  nous  aurons 


S  =  Sj-i-  S2-4-  S3—  84. 


yiirr  S,.  —  Elle  est  égale  à  Taire  du  secteur  circu- 
laire wMojNMo  diminuée  de  celle  du  triangle  MqEw  : 


S. 


3,1416x0,732  o.oGGx  0.634 


S 1  =  (  o ,  56 1  —  o ,  1 1 6  )  r^  =  o ,  4 1 5  /■' 
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Aire  S2.  —  Les  dimensions  du  reclanj^le  sont 
^w— ■^1  =  0,098/-,        jKu  — 7o>=  0,034/- ; 

donc 

S2  =  o,o6-2/'. 

Aire  S3.  —  Cette  aire  est  représentée  par  l'intégrale 

définie 

^?» 
83=/       (xi  —  x)dy 

ou 

£,  „    /"/     ^»,       2  —  (),7i2  sinctcoso -^  coso\ 

S3='"''     /        1,^^34 r^ ! !■      0,73'.>.  COSC;(/'i 

J    \  snio  /  '     ' 

=  0,7327-2   /       (  1,034  coso — i —■ — '- 
Jo^      \  '  sino 

0,732  COS^'v : i-      do 

sinco/      • 

C                   a-if                           ^^^^'^           0,7^2 
f  I,634C0SCp 2-: ! — 

,50.      \  ^  sincp  2 

0,732  I  .       \    , 

C0S2C? : !-  siri'i     do. 

2  '        sino  '/ 

Les  quadratures  indiquées  s'en'ecliient  de  suite  : 
83=  o,732r'  (  1 ,63'|  sinci  —  2  Log  sino  —  o,36()ïïî 

m  -^    120' 

—  G,  I  K3  sin  2©  —  Logtang  '  —  cos«  1 

■^  '  /  lôO" 

En  substituant  les  limites  et  réduisant  : 

c  00/     -./:,."  r>o/0>732        ,  l;inir75"  \ 

83  =  o,732/-2    o,o6b  -  -+-  0,034  — h  Log -^- — 

\  0  2  :>  langOo"/ 

(les  Tables  usuelles  donnant  le  logaritlimc  vuli,siire,  il 
faut  le  multiplier  par  2,8026  pour  avoir  le  loyarillime 
naturel), 

83=  0,068 /-î. 

Aire  S,.  —  dette  aire  est  représentée  par  rintéj^rale 
Ann.  de  Mathémat.,  4'  série,  t.  VIII.  (Novembre  1908.)     33 
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définie 

S;=  /      (x  —  xi)dy. 

D'ailleurs 

61  =  60"        et         02=3o^ 

En  remplaçant  x  et  dy  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  9,  on  obtient 

Si=  f     [(R  +  ncosO 

-i-  ly/4Z2_[,-_(R-;-nsin6]2—  1 ,634  '■]  — ^  cos6  rfO, 

J^  f  0°  ^  60° 

I       (i  — cos26)rfO  — i,634'-M       cosOrfe 
30°  '-  30° 

-  -  /  v/2,i4'3-r2  ^/;, 

4  ./o 
en  posant 

I  —  1  sinO  =  <, 

2.143  arc  sin     .  H '■ |  > 

4  V    '  \/^7Û3  2  /o 

Sv=  /•'-!( 0,524  —  0,598  H- o,  140 -f-  o,  I  I  5), 
84=  0,181 /-î, 
d'où 

S  =  o,394/-^ 

3°  Soient  I  le  centre  instantané  à  un  moment  donné 
et  o>  la  vitesse  angulaire  de  rotation.  Le  vecteur  vitesse 
du  point  M  a  pour  valeur 

\'  =  w  Tm. 

Si  l'on  connaît  la  ligne  IM  et  si  l'on  construit  l'angle  a 

tel  que 

langa  =  w, 

le  vecteur  vitesse  sera  le   second  côté  de  l'angle  droit 
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clans  un   liianyle   rectangle  admellanl   I.M  |joia-  autre 
côté  de  l'angle  droit  et  y.  pour  angle  aigu. 

La  construction  de  M  dans  la  première  phase  est 
immédiate,  puiscpi'il  se  meut  sur  un  cercle  cor)nu. 

Pour  la  deuxième  phase,  on  construira  le  cercle  de 
centre  O  et  de  rayon  R  + /•,  on  lui  mènera  une  tan- 
gente faisant  l'angle  cp  =  tôt  avec  la  direction  positive 
de  la  droite  D  {\o'\v  Jig.  2),  et  l'on  prendra  sur  celte 
langente  un  point  C  à  la  distance  /'  de  D. 

Pour  la  troisième  phase,  on  construira  encore  le 
même  cercle  fixe,  et  l'on  cherchera  à  placer  un  seg- 
ment ce  de  longueur  2/  incliné  de  l'angle  es  sur  D,  et 
s'appuvant  à  la  fois  sur  le  cercle  fixe  et  sur  la  droite 
y  = /•.  On  arrivera  facilement  à  ce  lésultat  en  impri- 
mant à  la  droite  j^  =  /■  une  translation  convenable  qui 
donnera  le  point  C. 

4°  L'enveloppe  se  compose  de  quatre  fiagments  de 
coniques  qui  se  raccordent  de  façon  à  former  une 
courbe  continue,  mais  qui  peut  avoir  des  asymptotes. 
Il  y  a  deux  coniques  à  centre  et  deux  paraboles.  Elles 
ad  meltent  toutes  les  quatre  pour  foyer  le  centre  instan- 
tané I  au  moment  considéré.  Les  tangentes  au  sommet 
des  deux  paraboles  sont  les  droites  AB  et  A'B'.  Les 
cercles  principaux  des  coniques  à  centre  sont  ceux 
décrits  sur  AA'  et  BB'  comme  diamètres.  Dans  le  cas 
proposé  (B  :^  r  =z  /),  ils  sont  langents  extérieurcmetil, 
et  par  suile  les  deux  coniques  à  centre  ne  peuvent  èire 
simultanément  des  ellipses. 

Pour  savoii-  si  ce  sont  deux  hyperboles  ou  bien  une 
ellipse  et  une  hyperbole,  nous  allons  former  les  éipia- 
licns  des  deux  cercles  principaux 

et  voir  si  les  coordonnées  du  point  I  rendent  l'exprès- 
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sion 

positive  ou  négative. 

Si  cette  expression  était  nulle,  l'une  des  deux  coni- 
ques à  centre  serait  un  cercle.  Les  coordonnées  du 
point  C  sont 

2  —  sin  0 
X  = —  r.       y  —  r\ 

donc 

j- ,  [  i  — sine    \2       , 

Les  coordonnées  du  point  G'  sont 
2  —  sin  9 


/■  —  2/'  sin  0, 

cnst) 

.X  =  (I  ^  2  co 
donc 


en  s  6 
^  =  (1^2  cos6)r: 


X  /  2  —  s  1  n  f)  .    „ 

/ji  :/ .  V)  =  \x -T. —  r  -^-ir  sin 9 

\  cosf) 

-H  [y  —  (  I  -f-  2  cos6  )/-]2 —  r-  =  o. 

En  remarquant  que  le  p(jinl  I  a  même  abscisse  que 
le  point  G  et  que  la  droite  01  a  pour  coefficient  angu- 
laire langO,  on  obtient  pour  les  coordonnées  du 
point  1 

■>  e  I  n  H 

X 


Y  = 


cos  0 
(2  —  si()6  )  sin  0 


cos- 6 

En  substituant  on  trouve 
/',  (  \,  Y  )        (  2  sinO  —  I  |2 


cos*  6 


I. 


/sfX,  \)        ,    .    ,,.        /a  smO  — -1  cov3  0  — 1 
•  =  4  sin^Û  +  ( 


Posons 


4>(0; 


(  S':  ) 

/,(X,Y)/,(X,Y) 


Si  $(0)<<o,  on  aura  une  ellipse  et  une  hypeibole; 
Si  'I*(^)  >  o,  on  aura  deux  hyperboles. 


CEnriFICATS  DE  IIECAMOUE  RATIOWELLE. 


Bordeaux. 

EpnKUVE  THÉORiQiK.  —    I.  Onesfions  de  cours: 

1°  Ellipsoïde  d'inertie  ; 

1°  Stabilité  de  l'équilibre.  —    Théorème  de  Lagrange  ; 
démonstration  de  Lejeune-Dirichlet. 

11.    PnoRLÈME.  —  Un  point  matériel   M   de   masse  m  est 
assujetti  à  se  mouvoir  sans  frottement  sur  une  ellipse   de 


centre  O  et  dont  les  demi-axes  ont  pour  longueurs  a  et 
b  {a^  b);  il  est  d'autre  part  attiré  par  le  point  O  propor- 
tionnellement à  sa  masse  et  à  sa  distance  r  au  point  O. 
(On  représentera  par  F  =  —  nioL^r  cette  force  attractive.) 
1°  Etudier  le  mouvement  du  point  M  et  déterminer  la 
réaction  "S  exercée  à  chaque  instant  par  la  courbe  sur  le 
point  matériel  M. 
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'1°  Montrer  que,  si  la  réaction  i\  est  nulle  à  un  instant, 
elle  est  nulle  pendant  tout  le  cours  du  mouvement. 

3°  Etudier  en  particulier  le  cas  où  les  conditions  initiales 
sont  les  suivantes  : 


(x  et  y  désignant  dans  ces  formules  les  coordonnées  du 
point  M). 

F^iuavE  PRATIQIB.  ^  Quelle  doit  être  la  vitesse,  au  point 
le  plus  bas  de  sa  trajectoire,  d'un  pendule  simple  pour  que 
la  tension  du  fil  devienne  nulle  quand  ce  fil  fait  avec  la 
verticale  ascendante  un  angle  de  45°'? 

A  partir  de  l'instant  où  la  tension  est  ainsi  nulle ,  le 
mouvement  du  point  devient  parabolique  ;  déterminer  le 
point  où  il  rencontre  l' horizontale  du  point  d'attache  du 
fil. 

Données  en  unités  G.  G.  S  : 

Longueur  du  pendule,  /  =:  87  ; 

Accélération  de  la  pesanteur,  g  ^^  980. 

(Juillet  1908.) 

Grenoble. 

Composition.  —  Dans  un  plan  vertical  fixe,  P,  se  trouvent 
deux  tiges,  recti l ignés ,  homogènes ,  égales,  de  même 
masse,  AB  et  CD,  qui  sont  articulées  en  leur  milieu  G. 
Leurs  extrémités  A  et  C  sont  assujetties  à  rester  sur  une 
droite  fixe  Ox.  Les  liaisons  sont  sans  frottement. 

On  demande  :  \°  de  trouver  le  mouvement  du  système  ; 
•i"  de  calculer  les  réactions  exercées  par  O.r  en  \  et  C  ; 
3°  de  déterminer  la  réaction  qui  s'exerce  en  G  5;^/*  la 
barre  AB. 

On  admettra  qu'à  l'instant  initial  G  est  sur  la  perpen- 
diculaire Oy  à  Ox  menée  par  O  en  dessous  de  Ox  et  que 
le  système  part  du  repos. 

On  appelle  il  la  longueur  commune  des  barres,  m  leur 
masse,  a.  l'angle  de  la  verticale  descendante  avec  Ox, 
X  l'abscisse  de  G,  6  l'angle  de  AB  avec  Ox. 

i\.  B.  —  On  admettra  que.  si  les  barres  se  rencontrent  , 
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elles  peuvent  se  traverse/'  mutuellement,  de  façon  que  le 
mouvement  se  continue  sans  choc. 

Epreuve  pratiqje.  —  Un  solide  homoi;ène%,  de  masse  M, 
est  limité  extérieurement  par  un  cylindre  de  révolution 
de  hauteur  h  et  de  rayon  H. 

Soient  O  un  point  de  l'une  des  bases  situé  à  une  distance 
d {d  <C.  l\)  de  l'axe  de  révolution  et  Ox,  Oy,  Os  trois  axes 
rectangulaires,  Os  étant  parallèle  aux  génératrices  du 
cylindre,  Ox  rencontrant  l'axe  de  révolution  : 

1°  Former  l 'équation  de  l'ellipsoïde  d'inertie  de  S  rela- 
tif à  O. 

■2°  Soit  O'  le  point  où  Oz  rencontre  la  seconde  base.  On 
suppose  que  O  et  O'  soient  fixes  et  situés  sur  une  même 
verticale  et  que  S  tourne  uniformément  autour  de  00'  avec 
une  vitesse  angulaire  w.  Déterminer  les  réactions  exercées 
par  O  et  O'. 

3°  Le  solide  étant  animé  du  mouvement  précédent,  on  lui 
applique,  à  un  moment  donné,  et  sans  changer  les  liaisons, 
deux  couples  résistants  F,  F'  dont  les  m,oments  sont,  en  di- 
rection, parallèles  à  Os  et,  en  intensité,  l'un  N  constant, 
l'autre  proportionnel  ci  la  vitesse  angulaire  de  rotation; 
le  coefficient  de  proportionnalité  étant  a.  Calculera  et  a  de 
jaçon  que  la  vitesse  angulaire  soit  w£  au  haut  d'un 
temps  <i(£<;  I),  et  que  le  solide  s'arrête  au  bout  du 
temps  7. il. 

(Juillet  1908.) 

Lille. 

Kprkuve  TiiKoRiyiE.  —  I.  Extension  du  théorème  des 
moments  cinétiques  et  du  théorème  des  forces  vives  au 
mouvement  relatif  d'un  système  matériel  autour  de  son 
centre  de  gravité. 

II.  Une  tige  BG  est  articulée  à  ses  cctrémités  avec  deux 
autres  tiges  identiques  BÂ  et  CD.  Ces  trois  tiges  homogènes 
et  pesantes  sont  placées  sur  un  plan  horizontal,  sur  lequel 
elles  peuvent  glisser  sans  frottement . 

Initialement,  AB  et  QD  sont  perpendiculaires  à  YiCdans 
des  sens  opposés,  et  le  système  est  au  repos.  On  applique 
alors  aux  extrémités  libres  \  et  D  deux  percussions  don- 
nées fo/mant  un  couple: 
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1°  Calculer  les  percussions  de  réaction  qui  se  produisent 


aux  articulations  B  et  C,  et  déterminer  la  distribution  des 
vitesses  que  ces  percussions  impriment  aux  barres. 
2"  Etudier  le  mouvement  parallèle  des  barres. 

Épreive  pratique.  —  Un  parallélépipède  rectangle  ho- 
mogène pesant  a  pour  arêtes  OA  —  3'".  OB  =  2"',  OC  =  1°'. 
Il  peut  piloter  autour  de  l'arête  horizontale  fixe  OB.  Ini- 
tialement, V arête  OC  est  dirigée  suivant  la  verticale  ascen- 
dante, puis  le  corps  est  abandonné  sans  vitesse.    Calculer  : 

1°  La  longueur  du  pendule  simple  sync/irone  : 

1°  La  durée  de  l'oscillation  ; 

3°  Le  temps  nécessaire  pour  que  le  plan  AOB  devienne 
vertical  ; 

4°  La  vitesse  angulaire  dans  cette  dernière  position. 

(Juin  1908.) 


SOLL TIO.VS  DE  Q[1ESTI0\S  PROPOSÉES. 


1954. 

(  1903,   p.    14:.) 


Trois  quadriques  Qj,  Q2.  Q3  déterminent  un  réseau  ponc- 
tuel de  quadriques  Q.  Les  polaires  D  d'une  droite  1  par 
rapport  aux  sur/aces  Q  appartiennent  à  une  congruence  : 
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j"   Les   droites   de    la    congruence   sont    en  général  les 
cordes  d'une  cubique  gauche  C. 

2°  Lorsque  A  varie,  les  cubiques  C  rencontrent  en  huit 
points  une  courbe  fixe. 

3°  Trouver  la  surface  S  lieu  des  droites  A  telles  que  les 
droites  D  passent  par  un  point  fixe,  et  la  courbe  lieu  de 
ce  point,  quand  A,  variant,  engendre  la  surface  S. 

(R.  Gilbert.) 

SOLUTION 
Par  l'auteur. 
r   Soient 

/(  a-,  jK,  .3  )  =  o, 

'^(x,  y,  z)  =  o 

les  équations  des  quailriques  Qi,   Q2,   Q3.  L'équation  de  Q  est 

V"  +  I-^?  -^  -''\f  =  O' 
X,  [Ji,  V  étant  trois  paramètres  arbitraires. 

I^es  pians  polaires  d'un  point  M  par  rapport  aux  quadriques  Q 
passent  par  un  point  fixe  INI',  quand  ).,  [ji,  v  varient,  puisque 
l'équation  du  plan  polaire  dépend  linéairement  de  deux  para- 
mètres; les  points  M,  M'  sont  réciproques. 

Soient  D,,  D2,  D3  les  polaires  de  A  par  rapport  à  Qi,  Qj,  Q3  ; 
supposons  que  M  décrive  A;  les  trois  plans  (M',  Di),(.M',  Djj, 
(M',  D3)  se  correspondent  homographicjuement  deux  à  deux 
comme  étant  les  plans  polaires  de  M  par  rapport  à  Qi,  Q2,  Qj. 
Donc  le  lieu  du  point  .M'  est  une  cubique  gauche  G  dont 
D],D2,D3  sont  trois  cordes  ;  et  comme  on  peut  prendre  arbi- 
trairement Qi,Q2,Q3,  dans  le  réseau,  toutes  les  polaires  D 
de  A  sont  des  cordes  de  la  cubique  G. 

Geci  peut  aussi  se  voir  analytiquement.  Soient  a"o,  J'u,  *;o>  '0 
et  Xi,  y^,  .3],  /]  deux  points,  Mo  et  Mi,  de  A.  Leurs  plans  po- 
laires par  rapport  à  Q  sont 

/  X  (  Xof[^  +  jo/>'  •-(-  ^afz  -4-  tof't  ) 

j  M^ifx-^rify-^^i/z-^tifi) 
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ce  que  nous. écrirons,  pour  abréger, 

ÀRo-T-  ,uSo-+-  vTu=  o, 

AR]-:-  (JtSi-i-vTi  =  o, 


(I) 


et  nous  représenterons  également  par  R.i.  par  exemple,  l'ex- 
pression 

Les  polaires  D  de  A  sont  définies  par  le  système  (i).  Si 
I  on  assujettit  la  droite  D  à  passer  par  un  point  x,  y^  s,  / 
donné,  le  système  (f)  donne  les  rapports  des  quantités).,  u.,  v. 
Toutefois  il  y  a  indétermination  si  le  Tableau  suivant  est  nul  : 

j  Ru     So     Tu 
I  R.     S,    T, 

Ces  équations  sont  celles  d'une  cubique  G;  d'ailleurs,  si  A 
est  prise  arbitrairement,  ses  polaires  sont  toutes  distinctes; 
donc  on  voit  déjà  que  C  est  le  lieu  des  points  par  lesquels 
passent  une  infinité  de  droites  de  la  congruence  des  polaires. 
Soient  ensuite  x^,  y-i,  z^,  t^  et  x^,  j's,  23,  ^3  deu\  points,  Mj 
et  M3,  pris  sur  une  des  droites  D.  On  a 


(2) 


w 


),  Ro,2—  [^So,2-i-  vTo,-2=  O, 
)>  Ro,3  -i-  \>-  So,3  +  ''  T0.3  =  O, 
XR|,2-f-  |J.Si.2-t-  vTi,2  =  O, 

'  R1.3—  |^Si,3  — vT,,3r=  o; 


les  coordonnées  d'un  point  de  D  sont 


(3) 


a"  =  niTo-^  n  x 
y  =  my.2  -r-  ny^ 
z  =  m  z-2  -^  /IS3. 
/    =  lyit.^  -+-  «^3, 


3l 


et  les  équations  de  <]  sont 

aRo-f-^Ri  =  o, 
aSo  -i-  ^Si  =  o, 
aTo-T-  pT,  =  o. 

Remplaçons  x,y^  z.  t  de  (3)  dans  les  équation?  de  G  afin  de 
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voir  s'il  y  a  des  points  de  D  sur  G.  \ou«  ojjienons  ainsi  trois 


équations  eu  —  qui  sonl 
^  Il 


%m  Ku,-2-+-  ^'i  '^0,3-+-  r^'^i  Ri, 2 


amSo,2 


anS 


0,3 


3mS 


1.2 


amTo,2-i-  '^nT(,,3-+-  P'nTi,2- 


^/i  S),3   =  O, 
P/lT,,:i=  O. 


Multiplions  par  À,  [jl,  v  et  ajoutons  en  tenant  compte  des 
relations  (2);  on  trouve  une  identité;  donc  les  trois  équations 
précédentes  se  réduisent  à  deux;  elles  déterminent  les  rap- 

ports  —  =  A  et  —  =  B. 
m  a 

Les  deux  premières  donnent 

Ro,2-^NRu,3H-  HR,,2-f-N.B.R,,3  =  o, 

So,2^-NSo,3+  BS|,2^-N.B.S,,3  =  0. 

En  éliminant  B  on  a  une  équation  du  second  degré  en  \, 
et,  par  suite,  il  y  a  deux  points  de  D  sur  la  cubique  G. 

7."  et  3"  Nous  avons  dit  plus  haut  que  les  trois  plans  (M',  Dj), 
(M',  D2),  (M',  D3  )  se  correspondent  homographiquement ;  ceci 
suppose  qu'ils  sont  déterminés,  c'est-à  dire  que  IM'  n'est  pas 
à  la  fois  sur  Di,  D2  et  D3.  Gela  peut  arriver  lorsque  M  décrit 
certaines  droites,  A,  que  nous  désignerons  uniquement  désor- 
mais par  A. 

Le  point  M' décrit  aJors  la  courbe  J,  lieu  des  points  tels  que 
leurs  plans  polaires  par  rapport  aux  quadriques  Q  passent 
par  une  même  droite  A.  On  obtient,  par  un  calcul  immédiat, 
les  équations  de  J  en  annulant  le  Tableau 


(4) 


fx      fy      fz      ft 


?> 


Un  obtiendrait  la  même  courbe  en  cherchant  le  lieu  des 
sommets  des  cônes  du  réseau.  C'est  la  courbe  jacobienne  du 
réseau  (Salmox,  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions, 
^  238,  a).  On  voit  sur  ces  équations  que  J  est  l'intersection  de 
deux  surfaces  cubiques  ayant  en  outre  en  commun  une  cubique 
gauche.  On  en  conclut  d'aboid  que  J  est  du  sixième  ordre.  De 
plus,  on  en  conclut  i  Svi.mon.  Ir/.,  ^  ;U.^.  .'Utî)  que,  si  A  est  le 
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nombre  des  points  doubles  apparents  de  J,  et  /le  degré  de  la 
développable  lieu  des  tangentes,  on  a 


h  = 


r  =  i6. 


Des  formules  de  Cayley  pour  les  courbes  gauches  on  déduit 
de  là  que  la  courbe  J  est  de  genre  3. 

Ceci  posé,  nous  allons  montrer  que  toutes  les  cubiques  G 
rencontrent  J  en  huit  points.  En  effet,  les  équations  de  J  sont 
données  par  le  Tableau  (4);  par  des  combinaisons  faciles  à 
vérifier  on  déduit  des  équations  (4;  les  deux  équations  sui- 
vantes, où  l'on  a  conservé  les  notatiuns  antérieures: 


R. 


So     To 
S,     T, 


o, 


Ro 
R. 

/; 


Su         Tq 

s,     T, 


ce  qui  montre  que  G  est,  ainsi  que  J,  située  sur  les  deux  surfaces 
cubiques  représentées  par  ces  équations  et  constitue,  avec  J, 
leur  intersection.  Si  t  est  alors  le  nombre  des  points  de  ren- 
contre de  ces  deux  courbes,  on  a  (  Salmon,  Id.,  §  346)  f  =  8. 
Ainsi,  les  cubiques  G,  qui  correspondent  point  par  point  à  des 
droites,  sont  assujetties  à  huit  conditions,  puisqu'une  cubique 
dépend  de  douze  paramétrés  et  une  droite  de  quatre  seule- 
ment. Ges  conditions  sont  de  rencontrer  J  huit  fois. 

Soit  mainlenant  M  un  point  de  J:  les  plans  polaires  de  M 
par  rapport  aux  quadriques  Q  passent  par  une  droite  A.  Il  y 
a  autant  de  droites  A  qui  rencontrent  une  droite  D  prise  arbi- 
trairement que  de  points  communs  à  J  et  à  la  cubique  G  qui 
correspond  point  par  point  à  la  droite  D.  Donc  la  surface  S 
lieu  des  droites  A  est  du  huitième  ordre. 

Riais  nous  allons  définir  la  surface  S  d'une  façon  plus  précise 
en  montrant  que  ce  sont  bien  des  droites  A  qui  coupent  J  en  trois 
points.  Soient  M  un  point  de  J  et  A  la  droite  qui  lui  correspond. 
Le  plan  (M,  A)  coupe  J  en  six  points  M,  M',  M",  M",  M"^,  W.' 
Désignons  par  K  le  cône  dont  le  sommet  est  un  des  six 
points  et  faisant  partie  du  réseau.  Le  plan  II  polaire  de  M  par 
rapport  au  cône  K  passe  par  A.  11  peut  se  présenter  trois  cas: 
i"  ou  bien  les  plans  II  et  (M,  A)  sont  distincts;  soit  K|  un 
cône  correspondant;  a"  ou  bien  les  deux  plans  sont  confondus; 
soit  K.2  un  cône  correspondant,  le  cône  Kj  est  alors  langent 
au    plan  CSl.  Ai   suivant  la   droite   qui  joint    son   sommet   au 
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point  M  ;  j"  ou  l)ien  un  des  plans  est  indéterminé,  c'est  le  cas 
unique  ilu  cône  de  sommet  M. 

Or  le  plan  (  M.  Aj  coupe  les  quadriques  O  du  réseau  suivant 
des  coniques  formant  un  réseau  ponctuel,  et,  comme  le  point 
M  a  même  polaire,  A,  par  rapport  à  toutes  ces  coniques,  la 
courbe  cayleyenne  de  ce  réseau  de  coniques  se  décompose  en 
le  point  M  et  une  conique  1;  le  réseau  a  deux  droites  doubles, 
les  tangentes  menées  de  M  à  S;  donc  il  y  a  deux  cônes  K2 
tangents  au  plan  (M,  A)  suivant  ces  deux  droites.  11  reste  alors 
trois  cônes  Ki  ;  les  plans  polaires  de  M  par  rapport  à  ces  trois 
cônes  coupent  le  plan  (M,  A)  suivant  A,  c'est-à-dire  que  ces 
trois  cônes  ont  leurs  sommets  sur  A,  et  la  droite  A  coupe  bien 
J  en  trois  points. 

On  peut  d'après  cela  vérifier  d'une  autre  façon  que  la  sur- 
face S  est  bien  du  huitième  ordre.  On  démontre  en  eflet 
(Salmon,  Id.,  §  471)  que,  si  une  courbe  d'ordre  m  a  h  points 
do"ubles  apparents,  l'ordre  de  la  surface  engendrée  par  une 
droite  qui  rencontre  trois  fois  la  courbe  est 


m  —  9. }  h r  /«  {m  —  1  ;  (  ni 

o 


■2)\ 


et  ici  /n  =  6  et  A  =  7. 

On   peut  vérifier  que  toute  section  plane  de  S  est  bien  de 
genre  3.  En  effet,  la  projection  de  J  sur  un  plan,  le  point  de 

vue  étant  un  point  de  J  est  une  quintique  qui  a  — 3  =  3 

points  doubles,  puisqu'elle  est  de  genre  3.  Donc  par  un  point 
de  J  il  passe  trois  droites  A,  c'est-à-dire  que  J  est  une  courbe 
triple  sur  S;  toute  section  plane  de  S  admet  donc  six  points 
triples,  équivalents  à  dix-liuil  points  doubles,  et  le  genre  de 

1                7x6         „       ., 
la  section  plane  est iS  =  i. 


Cas  particuliers  intéressants.  —  I.  Parmi  les  qnadriques 
du  réseau  il  y  a  un  couple  de  plans.  Alors  l'intersection  T  des 
deux  plans  fait  évidemment  partie  de  J.  Il  reste  une  (juin- 
tique  gauche  J.  Prenons  pour  plans  de  coordonnées  j- =:  o 
et  J'  =  o  les  deux  plans  du  couple  ;  le  Tableau  (  '\  i  devient 

fx     Jy     Jz    fi 

'■?x      ?v      ?c      ?/ 
^       ;r       o       o 
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Donc  J  est  l'interseclion  de  la  qiiadricjue 


?3     'it 


avec  la  surface  cubique 


Jjc     Jy    Jz 

?i     ?v     'f^' 
V        X        o 


o, 


en  écartant  la  solution  étrangère  yi  =  '^^  =;  o. 

On  voit  aussi  que  la  droite  T,  x  =z y  =  o,  est  sur  la  surface 
cubique.  Donc  elle  coupe  J  aux  deux  points  où  elle  coupe  la 
quadrique. 

Si  l'on  fait  x  =  j'  =  o  dans  les  équations  d'une  cubique  C 
trouvées  antérieurement,  ces  équations  se  réduisent  à  une 
seule, 

^f^  +  f/i   ^/=  +  fA 

qui  montre  que  la  droite  T  est  une  corde  de  toutes  ces  cubiques, 
qui  rencontrent  en  outre  J  en  six  points. 

La  courbe  J  est  d'ordre  /«  =  5  ;  en  conservant  les  notations 
antérieures  on  trouve  (Salmon,  Id.,  §  3-43,  346)  A  =  4  et  /•  =  12, 
et  l'on  en  conclut  que  J  est  de  genre  2. 

Le  plan  polaire  d'un  point  M  de  J  par  rai)port  au  couple  de 
plans  du  réseau  passe  par  T  ;  donc  toutes  les  droites  A  coupent  T, 
et  la  surface  S  est  le  lieu  des  droites  A  qui  coupent  T  en  un 
point  et  J  en  deux  points.  Pour  obtenir  la  surface  totale  du 
huitième  ordre,  il  faudrait  joindre,  à  la  surface  S  précédente, 
la  quadrique  lieu  des  intersections  des  plans  polaires  des  points 
de  T  par  rapport  aux  quadriques  du  réseau;  la  surface  S  est 
donc  du  sixième  ordre;  nous  la  retrouverons  d'ailleurs  plus 
loin. 

Si  d'un  point  de  T  on  projette  la  courbe  J  sur  un  plan,  on 
obtient  une  quinlique  à  A  =  4  points  doubles;  mais  l'un  deux 
est  sur  T;  il  en  reste  trois  autres:  donc  T  est  une  droite  triple 
de  S.  D'autre  part,  si  par  un  point  A  de  J  et  par  T  on  fait 
passer  un  plan,  il  coupe  J  en  cinq  points,  savoir:  A.  les  deux 
points   de   T  et  deux  autres    points;  donc  J  est  une  courbe 
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de  S.  Le  genre  d'une  section  plane  de  S  est  donc 


ce  qui  est  bien  le  genre  de  J. 

L'ordre  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  rencontrant 
deux  fois  une  courbe  d'ordre  m,  ayant  h  points  doubles  ap- 
parents, et  une  fois  une  droite  est  f  Salmon,  Id.,  §  470) 

h  -\ m^rn  —  i )  =  4  -+-  10  =  14. 

Mais  ici  il  faut  retrancher  les  deux  cônes  du  quatrième  ordre 
ayant  J  pour  base  commune  et  dont  les  sommets  sont  les 
points  de  rencontre  de  T  avec  J  ;   l'ordre  de  s  est  14  —  8  =  (J. 

IL  Parmi  les  quadriques  du  réseau  se  trouvent  deux  couples 
de  plans.  Soient  T,  T'  les  droites  d'intersection;  prenons  les 
quatre  plans  pour  plans  de  coordonnées 

37  =  o, 

y  =  0 


et 


z  =  o, 
t  =  o. 


Les  droites  T,  T'  font  partie  de  la  jacobienne,  et  il  reste  une 
quartique  gauche  dont  les  équations  sont 


fz      f't 

t      z 


J  X     Jy 


Les  droites  T,  T'  coupent  chacune  J  en  deux  points.  Ce 
sont  aussi  des  cordes  communes  à  toutes  les  cubiques  C  qui 
rencontrent  en  outre  J  en  quatre  points. 

Les  droites  A  rencontrent  J,  T,  T'  ciiacune  en  un  point;  la 
surface  S  qu'elles  engendrent  est  du  quatrième  ordre  et 
admet  T,  T'  comme  droites  doubles.  Pour  obtenir  la  surface 
totale  du  huitième  ordre  qui  correspond  à  la  jacobienne,  il 
faut  ajouter  à  la  surface  S  les  deux  quadriques  lieux  des 
intersections  des  plans  polaires  des  points  de  T  et  T'  par 
rapport  aux  quadriques  du  réseau. 

III.  Parmi  les  quadriques  du  réseau  se  trouvent  trois  couples 
de  j)lans.  Désignons  par  T],  Tj,  T3  les  trois  droites  d'inter- 
section. 
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Ces  trois  droites  font  partie  de  la  jacobienne  et  il  reste  une 
cubique  gauche  J;  les  droites  Tj,  Tj,  Tj  coupent  chacune  J 
en  deux  points  ;  ce  sont  aussi  des  cordes  communes  à  toutes 
les  cubiques  C  qui  rencontrent  en  outre  J  en  deux  points. 
A  la  cubique  J  correspond  la  quadrique  S  lieu  des  droites  A 
qui  rencontrent  Tj.  T2,  T3.  Poui-  obtenir  la  surface  totale  du 
huitième  ordre  il  faut  ajouter  à  celte  quadrique  trois  autres 
quadriques  lieux  des  intersections  des  plans  polaires  des  points 
de  Tj,  Tj,  T3  par  rapport  aux  quadriques  du  réseau. 

I\  .  Parmi  les  quadriques  du  réseau  se  trouvent  quatre 
couples  de  plans  P,.  P', ,  ...,  P,,  P;.  .  ..,  P3.  P'3,  ...,  P^  P'^. 
Désignons  par  T],  Ta,  T3,  T^  les  quatre  droites  d'intersection. 

Les  cubiques  C  ont  pour  cordes  communes  T].  T2,  T3,  T;. 

Ces  quatre  droites  font  partie  de  la  jacobienne  et  il  reste 
une  couibe  du  second  ordre  composée,  comme  nous  allons 
voir,  de  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  toutes  les  qua- 
driques du  réseau.  Soit,  en  effet,  A]  une  droite  qui  rencontre 
les  quatre  droites  T  en  Ai,  A2,  A3,  Aj.  Le  point  A^  étant  sur  T^, 
ses  plans  polaires  par  rapport  aux  trois  couples  Pi,P'j,  ..., 
PjP'o,  ....  P3P3,  ...  passent  par  une  même  droite,  Aj  ; 
mais  ces  plans  polaires  restent  les  mêmes  lorque  A;  vri*" 
sur  Ai;  donc  Ai,  A2  sont  conjuguées  par  rapport  à  toutes  les 
quadriques  du  réseau. 

Lorsqu'un  point  M  variable  décrit  une  des  droites  Ti,T2. 
T3,  Tj,  ses  plans  polaires  passent  par  une  droite  A  qui  rencontre 
les  trois  autres  engendrant  une  quadrique.  Les  quatre  qua- 
driques ainsi  obtenues  passent  par  A]  et  A2. 


Ql]ESriO.\S 


'^SllS.  Les  centres  de  courbure  de  l'ellipse  les  plus  rappro- 
chés du  centre  de  la  courbe  sont  ceux  qui  répondent  aux 
points  où  la  tangente  fait  le  plus  grand  angle  avec  la  tangente 
correspondante  au  cercle  principal.  (M.  d'Ocagxe.) 

2H3.  Soit  M  le  milieu  du  côté  AB  du  carré  ABCD.  Si,  par 
le  sommet  D  on  mène  une  droite  quelconque  qui  coupe  le 
côté  BC  en  P  et  la  droite  CM  en  Q.  les  angles  BAP  et  DBQ 
sont  égaux.  (M.  d'Ocagne.) 
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[K'IOc] 


II\E   QUESTION   DE   MAXIMUM 

(Méthode  synthétique); 

Par  m.  Alessandro  PADOA 
(Genova,  Italie). 


Après  plusieurs  dizaines  d'années,  on  peut  encore 
regretter  avec  Steiner  (*)  que,  dans  l'étude  des  ques- 
tions de  maximum  et  de  minimum  qu'on  rencontre 
en  Géométrie,  la  synthèse  ait  été  presque  entièrement 
négligée  pour  la  voie  plus  uniforme  de  Vanalyse. 

En  effet,  tandis  qu'il  y  a  bien  des  cas  où  les  règles 
générales  de  l'analyse  ne  conduisent  ni  directement  ni 
facilement  avi  but,  la  synthèse  nous  aide  à  découvrir  la 
liaison  intime  entre  les  propriétés  des  figures  étudiées 
et  nous  offre  des  démonstrations  d'une  simplicité  et 
d'une  élégance  très  remarquables. 

Mais,  parmi  ces  démonstrations,  il  v  en  a  qui 
peuvent  être  perfectionnées,  tant  au  point  de  vue  de  la 
simplicité  qu'à  celui  de  la  rigueur. 

Ici,  je  m'occuperai  seulement  de  la  proposition  17 
(p.  io5)  :  Entre  toutes  les  figures  planes  isopéri- 
mètres, le  cercle  est  le  maximum. 

Steiner  débute  dans  sa  démonstration  par  les  consi- 
dérations suivantes  : 

Il  est  clair  qu'il  y  a  une  infinité  de  figures  d'un 


(')  Sur  le  maxiniuni  et  le  minirnurn  des  figures  dans  le  plan, 
sur  la  sphère  et  dans  l'espace  en  général  [C relie' s  Journal, 
t.  24,  Berlin,  1842.  Premier  Mémoire  traduit  de  l'allemand  en  français 
par  M.  Werlheim,  p.  gS-iôu:  second  Mémoire  {id.),  par  M.  Fœlsing, 
p.  iSg-sSo]. 

Ann.  de  Mathémat.,  4*  série,  t.  VIII.  (Décembre  1908.)      34 
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périmètre  donné  qui  ont  diverses  formes  et  diverses 
aires.  On  comprend  de  même  que  V aire  pourra  de- 
venir aussi  petite  qu'on  voudra,  mais  non  pas  aussi 
grande  qu'on  voudra,  puisqu'elle  reste  évidemment 
toujours  comprise  dans  l'intérieur  du  cercle  décrit 
d' un  des  points  de  son  contour  comme  centre  avec 
un  rayon  égala  la  moitié  du  périmètre  donné.  Mais, 
puisque  des  figures  de  périmètre  donné  peuvent 
avoir  di (j'érentes  aires,  sans  pouvoir  toutefois  gran- 
dir indéfiniment,  il  faut  qu'il  ait  entre  elles  une 
figure  maximum  ou  |jlusieiirs  maxima  de  diffé- 
rentes formes,  c'est-à-dire  plusieurs  figures  de  dif- 
férentes formes  et  d' une  même  aire.,  plus  grande 
que  celle  des  autres  figures. 

Je  remarque  que  la  conclusion  n'est  pas  conséquence 
nécessaire  des  considérations  faites;  celles-ci  permet- 
taient seulement  d'affirmer  l' existence  d'un  (ou  de 
plusieurs)  maximum  ou  d'une  limite  supérieure  {^). 

Or,  comme  pour  la  démonstration,  que  je  vais  trans- 
crire, il  faut  admettre  l'existence  du  maximum  en 
question,  eu  excluant  par  suite  celle  de  la  limite  supé- 
rieure, je  propose  explicitement  \e  postulat  : 

i"  Dans  un  ensemble  de  figures  planes  isopéri- 
mètres, il  y  en  a  une  (au  moins)  dont  l'aire  est 
maximum  (-  i. 


(')  En  effet,  les  prémisses  reslenl  vraies  (sauf  la  considéralion 
superflue  que  l'aire  pourra  devenir  aussi  petite  qu'on  voudra) 
si  au  lieu  àe.  figures  on  lit  polygones,  tandis  qu'en  ce  cas  la  con- 
clusion Af^'xtnX.  fausse  (parce  que  les  aires  d'un  ensemble  de  poly- 
gones isopérimètres,  au  lieu  d'un  maximum,  ont  une  limite  supé- 
rieure :  l'aire  du  cercle  isopérimélrc  aux  polygones  donnés).  Ce 
qui  prouve  que  la  conclusion  n'est  pas  conséquence  nécessaire  des 
prémisses. 

C)    Sans  ce  postulat,  ce  qui  suit  ne  démontre  pas    la   proposi- 
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Voici  la  démonstration  de  Steiner  ('  )  : 

Soit  a  une  des  figures  maxima. 

A  chaque  point  A  du  périmètre  correspond  un 
second  point  B,  placé  de  manière  que  ces  deux 
points  divisent  le  périmètre  en  deux  parties  égales 
.3.  et  j-io. 

Alors  la  droite  AB  divise  lajigure  a  en  deux  par- 
ties équivalentes  a,  et  a.^;  car,  si  V une  d' elles  était 
plus  grande  que  l'autre,  on  pourrait  remplacer  la 
seconde  par  une  figure  égale  à  la  première,  puis- 
qu'elles sont  isopériniètres  et  qu' elles  ont  la  base  AB 
en  commun;  l'aire  de  la  figure  entière  a  se  serait 
ainsi  accrue  sans  changer  de  périmètre,  ce  qui  est 
contraire  à  V hypothèse;  donc  les  deux  parties  a, 
et  cf.2,  doivent  être  écpiivalentes. 

Maintenant,  soit  C  un  point  quelconque  de  ^i, 
(A  e^  B  exclus). 

Si  l'angle  ACB  n'était  pas  droit,  on  pourrait 
asrandir  l'aire  du  trianorle  ACB  sans  changer  la 
longueur  de  ses  côtés  AC  et  CB  (-),  ce  qui  permet- 
trait de  conserver  les  parties  de  a,  qui  étaient  ap- 
puyées   sur  ces  côtés  (');  on  obtiendrait   ainsi  une 


liuii  17,  mais  seulement  que,  si  une  figure  plane  est  le  maximum 
entre  ses  isopérimètres,  elle  est  un  cercle. 

Je  ne  crois  pas  qu'on  puisse  éviter  ce  postulat  sans  en  admettre 
d'autres  (car  le  concept  général  At  figure  plane  n'appartient  pas 
proprement  à  li  Géométrie  e7ewe/i<a/re  traditionnelle)  et  sans  com- 
pliquer la  question,  au  lieu  de  la  simplifier. 

(')  Que  j'abrège  en  y  supprimant  des  considérations  encom- 
brantes qui  nuisent  à  sa  clarté. 

(-)  Ici  lauleur  cite  sa  proposition  (j  (p.  99)  : 

Entre  tous  les  triangles  construits  avec  deux  côtés  donnés, 
celui  dans  lequel  ces  deux  côtés  seront  perpendiculaires  l'un  à 
l'autre  sera  un  maximum. 

(■')  Ces  parties  étaient  (  et  doivent  être)  placées  hors  du  triangle; 
car,  autrement,   il   aurait   suffi  de   remplacer   les  parties  en   dedans 
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figure  a',  plus  grande  que  a,,  dont  le  périmètre  se 
composerait  d'une  ligne  de  la  même  longueur  que  p, 
et  de  la  nouvelle  base  A'B'.  Par  suite,  en  rempla- 
çant ao  par  la  figure  symétrique  de  a'^  {par  rapport 
à  A'B')^  l'aire  de  la  figure  totale  deviendrait  plus 
grande,  sans  que  le  périmètre  changeât  de  lon- 
gueur, ce  qui  est  contraire  à  V hypothèse. 

Puisque  l  angle  ACB  est  droit  quel  que  soit  le 
point  C  de  |ii  {ou  de  j^o)?  H  s'ensuit  que  la  figure  en 
question  est  un  cercle. 

Celle  démonstration  est  très  jolie;  est-elle  rigou- 
reuse? 

Certainement  il  faut  être  un  peu  raffiné  pour  ne  pas 
être  satisfait,  dès  le  commencement,  de  la  détermina- 
tion du  point  B  ('),  d'autant  plus  que  le  raisonnement 
n'exige  pas  qu'on  sache  \e  construire,  mais  seulement 
qu'on  admette  qu'il  existe  ;  et  tout  le  monde  sera  bien 
disposé  à  l'admettre.  Cependant,  puisque  d'aucune  pro- 
position de  la  Géométrie  élémentaire  on  ne  saurait 
déduire  l'existence  du  point  B,  lorsqu'il  s'agit  d'une 
ligne  quelconque,  il  faudrait  admettre  cette  existence 
moyennant  un  second  postulat. 

Mais  nous  allons  voir  qu'on  peut  s'en  passer. 

Lisons  d'abord  l'autre  démonstration  de  la  même 
proposition  qu'on  trouve  dans  le  second  Mémoire  de 
Steiner  (p.  197)  et  qui,  elle  aussi,  suppose  la  propo- 
sition 1°  : 


par  leurs  symétriques  (  par  rapport  aux  côtés  AC  ou  CB  )  pour  obte- 
nir une  figure  isopérimètre  à  a  et  d'aire  plus  grande;  ce  qui  est 
conlraire  à  rhypolhèse. 

(')  Dans  la  démonstration,  le  mot  égales,  que  j'ai  souligné, 
remplace  la  phrase  de  même  longueur;  mais  qu'est-ce  que  signifie 
cette  phrase,  en  Géométrie  élémentaire,  au  sujet  d'une  ligne  quel- 
conque? 
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Si  l'on  imagine  une  figure  curvili gne  quel- 
conque, de  périnièlre  donné,  dont  l'aire  soit  un 
maximun},  on  n'a  quày  inscrire  un  quadrilatère 
quelconque  ABCD;  si  Von  regarde  les  côtés  de  ce 
quadrilatère  et  les  parties  de  la  figure  qui  se 
trouvent  hors  du  quadrilatère  comme  constants,  il 
faut  que  l'aire  du  quadrilatère  soit  un  maximum  ; 
car,  si  son  aire  pouvait  s'augmenter,  l'aire  de  la 
figure  entière  s' augmenterait  aussi,  sans  qu'il  y  eût 
changement  de  périmètre,  ce  qui  serait  contraire  à 
l  hypothèse  ;  mais  l'aire  du  quadrilatère  n'est  un  maxi- 
mum qu'autant  que  celui-ci  est  inscrit  à  un  cercle;  // 
faut  donc  que  les  quatre  points  quelconques  A,  B, 
C,  D  du  périmètre  de  la  figure  maxima  se  trouvent 
dans  une  circonférence,  c'est-à-dire  il  faut  que  cette 
figure  maxima  soit  un  cercle. 

C'est  plus  court  el  le  concept  de  longueur  y  est 
évité;  malheureusement,  cette  démonstration  est  illu- 
soire. 

En  effet,  la  proposition  soulignée  qu'on  y  emploie 
est  un  cas  particulier  de  la  proposition  25  I  du  pre- 
mier Mémoire  (p.  1 1  i)  : 

Un  polygone  de  côtés  a,  b,  c,  ...  donnés  est  un 
maximum  lorsqu'il  est  inscriptible  dans  un  cercle, 
que  l'auteur  donne  comme  conséquence  immédiate 
d'un  théorème  déduit  de  la  proposition  17! 


Voici  ce  que  je  propose  : 

D'ahord,  je  dis  (pie  deux  lignes  sont  isomères  lors- 
qu'elles peuvent  être  décomposées  en  (un  nombre 
fini  de)  parties  respectivement  égales  (superpo- 
sables);  c'est  une  définition  analogue  à  celle  d'équiva- 
lence entre  surfaces  ou  entre  solides. 
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Soit  ,3  une  ligne  simplement  fermée,  isomère  à  une 
circonférence  Y  ;  soit  A'B'  un  diamètre  dey;  soient  A 
et  B  les  points  de  |j  qui  correspondent  à  A'  et  B'  dans 
la  correspondante  isoniérique  entre  ^  et  y. 

Alors  A  et  B  divisent  ^  en  deux  parties  isomères  ^, 
et  ^2,  ce  qui  permet  de  compléter  la />/'em/è/'e  démons- 
tration de  Steiner  ('),  en  se  passant  du  second  pos- 
tulat. 

Ainsi  Ton  ne  démontre  pas  encore  la  proposition  17, 
mais  seulement  que  : 

2°  Entre  les  figures  planes  isomères  à  un  cercle 
(c'est-à-dire  dont  le  contour  esl  isomère  à  une  circon- 
férence), celui-ci  est  le  maximum  (c'est-à-dire  est  la 
seule  figure  dont  l'aire  est  maximum). 

Maintenant,  soient  P  et  P'  deux  polygones  convexes 
dont  les  côtés  sont  respectivement  égaux  et  dont  P 
seulement  est  inscrit  dans  une  circonférence  que  nous 
appellerons  v. 

Si  nous  appuyons  sur  les  côtés  de  P',  en  dehors,  les 
petits  segments  de  cercle  compris  entre  P  et  y,  nous 
obtiendrons  une  figure  plane  dont  le  contour  est  iso- 
mère à  V,  sans  être  égal  à  v. 

Pour  la  proposition  2",  l'aire  de  cette  figure  esl 
moindre  que  celle  du  cercle  y^  en  retranchant  les  seg- 
ments de  cercle  considérés,  il  s'ensuit  que  P'  <<  P. 
Ainsi  nous  avons  démontré  que  : 

3°  Entre  tous  les  polygones  de  côtés  donnés,  le 
polygone  convexe  inscrit  dans  une  circonférence  est 
le  maximum  (-), 
c'est-à-dire  la  proposition  2o  J  de  Steiner. 


(')  On  y  remplacera  la  phrase  soulignée  de  la  même  longueur 
que  par  isomère  à. 

(')  Nous  nous  sommes  occupés  seulement  de  polygones  convexes, • 
mais  il   est  clair  que  l'aire  d'un  polygone  concave  ne  pourrait  pas 
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Après  quoi,  celle  que  Steiner  a  donnée  comme 
seconde  démonslralion  de  la  proposition  17  cesse 
cVêtre  illusoire. 

En  résumé,  pour  donner  plus  de  rigueur  aux  rai- 
sonnements de  Steiner  en  conservant  leur  belle  sim- 
plicité, il  suffit  d'admettre  mon  postulat  i",  de  modi- 
fier un  peu  le  commencement  de  sa  première  démons- 
tration pour  en  tirer  d'abord  la  proposition  2",  dans 
laquelle  j'ai  introduit  le  concept  de  lignes  isomères, 
et  de  déduire  de  celle-ci  la  proposition  3°  qui  permet 
enfin  de  démontrer  la  proposition  17  moyennant  la 
seconde  démonstration  de  Steiner. 


[I23a] 

CO\mLA\TS:APPLICAriO\SALV  THÉORIE  DES  ^O^IBKES; 

Par  m.  a.  DELTOUR. 

(suite.) 


CONGRUENCES. 

87.  Objet  et  déjinitions.  —  Lorsque  les  valeurs  des 
continuants,  des  adjoints  et  de  leurs  éléments  sonl 
déterminées  par  des  congruences  et  exprimées  par  des 
nombres  congrus  suivant  un  certain  module,  les  |)ro- 
cédés  de  transformation  fîmployés  jusqu'ici  subsistent 
encore. 


('■Lie  lin  nia.viniiini  euLic  celles  de  tous  les  polygones  isopériincUes. 
En  effet,  chaque  polygone  concave  a  une  diagonale  HK  (au 
moins)  hors  du  polygone;  or,  il  suffit  de  tourner  Tune  des  parties 
du  contour,  dont  les  extrêmes  sont  H  et  K,  autour  de  la  droite  IIK, 
pour  augmenter  l'aire  du  polygone  donné  sans  changer  son  péri- 
mètre. 
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Il  faut  j  ajouter  ceux  qui  reposent  sur  l'existence  de 
continuants  définis  comme  les  unitaires  (n°  75),  à  cela 
près  que  les  égalités  sont  remplacées  par  des  con- 
gruences. 

Ces  continuants  ainsi  que  leurs  adjoints  et  les  suites 
d'éléments  qui  les  constituent  seront  dits  unitaires  par 
congruences  ou,  par  abréviation,  unitaires  congr. 

Il  est  évident  que  les  unitaires  (n"  73)  sont  des 
unitaires  congr.  par  rapporta  tous  les  modules. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  du  mode  de  forma- 
tion de  ces  unitaires  congr.,  puis  de  leur  application  à 
la  transformation  des  continuants  ou  des  adjoints  dont 
les  valeurs  sont  définies  par  des  congruences. 

L'indication  du  module  (mod  i),  à  la  suite  des 
congruences,  sera  supprimée  lorsqu'il  n'y  aura  pas 
ambiguïté. 


88.  Unitaires  con"r.  —  Malgré  la  similitude  des 
définitions  des  deux  sortes  d'unitaires  et  l'analogie  de 
propriétés  qui  en  résulte,  certaines  différences  sont  à 
noter. 

Ainsi  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
qu'un  continuant   (a)  soit   unitaire  sont,    comme   on 

sait, 

('^^o,i)  =  (Ài.o)  =  o, 

puisque  la  relation  (VI)  donne 

(X)(X,,,)=±i. 

Mais  pour  que  (a)  soit  unitaire  congr.,  les  conditions 
semblables 

(Ao,l)  =  (Xl,o)  =  0 

doivent  être  complétées  par  l'une  des  congruences 
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89.  —  Les  propositions  suivantes,  dont  il  suffit  de 
donnerl'énoncé,  s'établissent  par  des  moyens  analogues 
à  ceux  employés  au  n°  31   : 

I.  Le  nombre  congru  à  la  valeur  absolue  d'un 
continuant  ou  d'un  adjoint  n'est  pas  modifié  par 
l'introduction  d'une  suite  unitaire  congr.  entre  deux 
éléments  {Syst.  ait.) 

Le  facteur  par  lequel  la  valeur  relative  est  multipliée 
estr±:i,±:f,  suivant  le  type  auquel  appartient  la 
suite. 

IL  Toute  permutation  circulaire  d'un  unitaire 
congr.  forme  un  unitaire  congr.  de  même  type 
{Syst.  ait.). 

En  outre,  on  remarquera  que,  si  (A)  est  un  unitaire 
congr.,  ( — a)  l'est  aussi. 

90.  —  Si 

(X)=(«,  a,Z.,  P) 

est  un  unitaire  congr.  et  si  l'on  pose 

(\  )  ^  ui"{^=  Ui         (pour  u—±i), 
on  a  la  relation  (Syst.  ait.) 

«,[-il"a(a)  =  (P). 
En  efl'et,  {[i)  peut  s'écrire 

(P)  =  (o,  —  b,  —  a,  ~  a,  (),  a,  a,  /j,  ^ 

et  devient,  par  suppression  de  la  suite  À, 

(P)  £=  Ui{o,  —  b,  —  a,  —  «,  o) 
=  «,f-i]"«(a). 
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Cette  relation  prend  une  forme  symétrique  par 
rapport  à  a  et  ^. 

Elle  peut,  en  effet,  s'écrire,  en  remplaçant  ni  par 
/?a  +  Zip  H-  2  dans  l'expression  de  m,  , 


(C,) 


//[—  l]"a".2t3"aCa)=  ï^^li^). 


(cf.),  C^)  étant  écrits  dans  le  système  allerné,  les 
quantités  ^^««(a),  r"'?(,j)  sont  réelles  (n"  30,  re- 
marque). 

Remarque.  —  Comme  conséquence  de  la  deuxième 
proposition  du  n°89,  on  a  une  relation  semblable  pour 
toutes  les  combinaisons  <z,  h  distinctes  qu'on  peut 
former  avec  les  éléments  de  A  pris  deux  à  deux. 


91.  Lorsqu'une  suite  ci  éléments  a  est  telle  que 
le  plus  grand  commun  diviseur  S,  pris  en  valeur 
absolue,  de  (a)  et  du  module  t  divise  (a,^o)  —  '^) 

on  peut  former  un  unitaire  congr.  de  S  manières 
différentes  en  ajoutant  à  a  trois  nouveaux  éléments 
[Syst.  ait.). 

Cherchons  à  détermitier  ^,,  Z^^,  h^  de  telle  sorte  que 

fX)  =  {bi,bi,  63,  a; 

soit  un  unitaire  con^r. 

Ces  quantités  doivent  remplir  les  trois  conditions 

(i,,  bi,  63,  ao,i)  =  o,  ( bi,  63,  a)  =  o, 

(X)  =  (63,  a)  =  Ml. 

Il  résulte  île  Ihypotlièse  que  la  dernière  congruence 
qui  s'écrit 

(63K^)-^(ai,oj  — «1  =  0 


(  ■'^39  ) 
est  satisfaite   pour  S  valeurs  de  63  distinctes.   Soll  63 
l'une  d'elles. 

La  deuxième  devient  alors 

et  donne  la  valeur  de  ù,. 

Pour  déterminer  64,  on  déduit  de  la  relation  (VI) 
appliquée  à  (^2?  t>3i  '^■) 

;/,(i,,  ^3,  ^0,1  )=s  [—!]"<'-'■ 

Par  suite,  la  première  congruence  devient 

[— I  ]«<.->  (61) -^  f/i(6„ao,,)  =  o 

et  donne  la  valeur  de  b^. 

92.  Avec  une  suite  quelconque  d'éléments  ^  on 
peut  toujours  former  un  unitaire  congr.  en  ajoutant 
quatre  éléments  (Syst.  ait.). 

En  effet,  j)Oiir  que 

(X)  =  («1,  «2,  «3:  «V,   ?) 

soit  un  unitaire  congr.,  il  suffit  (n°  91  )  que  le  |)lus 
grand  commun  diviseur  S,  en  valeur  absolue,  de  («4,(3) 
et  du  niodule  t  divise 

(  p)  —  ui         [ui  =  iu"l,  u=±  \\  ; 

en    d'auties   termes,   que  «4    admette    au    moins    une 
valeur  telle  que  cette  condition  soit  satisfaite. 
Donnons  à  a.r,  la  composition  suivante  : 

a4=  APQ, 
dans  la(|uelle  : 

A  représente  un  nombre  premier  avec  t; 

P,  un  produit  formé  avec  tous  les  facteurs   premiers 
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de  /  (Hii  n'appartiennent  pas  à  (3i,o)5  affectés  d'ex- 
posants quelconques,  ^  o  si  ces  facteurs  appar- 
tiennent aussi  à  (^),  ^  o  dans  le  cas  contraire; 
Q,  lin  produit  formé  avec  tous  les  facteurs  communs 
à  t,  (|3,  o),  (,S) —  «),  affectés  d'un  exposant  plus 
petit  que  ceux  qu'ils  ont  dans  chacun  des  deux 
derniers  nombres. 

Dans  l'égalité 

tout  facteur  de  t  premier  avec  Q  divise  une  seule  des 
deux  parties  du  second  nombre  et,  par  suite,  est  pre- 
mier avec  («4,  ^). 

Tout  facteur  de  Q  entre  dans  (a^,  ^)  avec  l'exposant 
qu'il  a  dans  Q  et  qui  est  plus  petit  que  dans  (|i) —  w,. 

Pour  une  telle  valeur  de  a^,  la  question  se  trouve 
par  conséquent  résolue,  puisque  le  plus  grand  commun 
diviseur  S  de  («/, ,  J^)  et  de  t  n'est  autre  que  Q  et 
divise  (^)  —  m,. 


93.  Cas  particuliers.  Unitaires  congr.  (à)  pour 
lesquels  ni^o  (^Syst.  ait.).  —  On  trouve  facilement 
que  : 

i"  Les  seuls  unitaires  congr.  composés  de  deux  ou 
de   trois    éléments  sont   les    unitaires   (o,o),   (i,i,i), 

(  — I,  — I,  — ')• 

2°  Ceux  de  quatre  éléments  sont  de  l'une  des 
deux  formes  suivantes  : 

(a,  b,  —  a,  —  b)     avec     ab  ^  o, 
{a,  b,       a,        b)     avec     ab  ss  z. 

Ces  unitaires  congr.  se  ramènent  d'ailleurs  par  trans- 
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formation  (T,o)  (n°  16)  aux  unitaires 
(o,  m,  o,  —  /n), 
(i,    ■>.,   I,         1). 

3°  Ceux  de  cinri  éléments  sont  de  l'une  des  trois 
formes   suivantes  : 

(a,  a,  a,  a,  a), 
(a,  a,  b,  c,  b), 
{a,  6,  c,  c?,  e), 

les  éléments  a,  />,  c,  f/,  e  n'étant  pas   congrus  entre 
eux. 

Si  l'on  représente  l'un  de  ces  unitaires  congr.  par 
(rt,,  a.2i  «s,  ((',,  «5),  la  relation  (G,)  (n"  90)  montre 
que  les  éléments  sont  liés  par  cinq  congruences  sem- 
blables à  celle-ci  : 

«2=  «( —  «4  «5 -H  I  ). 

Lorsque  tous  les  éléments  sont  égaux,  c'est  le  cas  de 
la  première  forme;  on  a 

a  s=  «( —  «--f- 1  ), 
d'où 

(aa  -I-  i<)2=  '). 

5  est  résidu  quadratique  du  module. 
Soit,  par  exemple,  /  =  4i- 

(6,  f),  6,  6,  6  ), 
(5,  5,  7,  17,  7), 
(4,  7i  ^2,  14,  23) 

sonl  des  unilaii-es  congr.  (mod  4')- 

Remarque.  —  Les  unitaires  congr.  dont  certains 
éléments  sont  égaux  à  o,  riz  i  se  réduisent  à  de  plus 
simples  par  les  |)rocédés  précédemment  indiqués. 

94.  Réduction   des   co/if muants   et   des    adjoints 
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(Syst.  ait.).  —  Il  reste  à  montrer  comment  s'opère  la 
réduction  d'un  continuant  quelconque,  c'est-à-dire  sa 
transformation  en  un  autre  de  valeur  absolue  congrue 
à  celle  du  premier  et  composé  avec  un  nombre 
moindre  d'éléments. 

La  même  opération  s'applique  aussi  aux  adjoints. 

Soit  (a,  3,  y)  le  continuant  donné,  dans  lequel  ^ 
est  composé  de  trois  éléments  au  moins. 

Formons,  comme  au  n"  9^2,  au  moyen  de  cette  suite, 
un  unitaire  congr.  (a)  =  (a^,  a.^.,  cfs,  «4,  ^). 

On  peut  écrire 

(a,  _6,  Yj  =  (a,  o,  — «4,  — as,  — «■>,  — a,,  o,  «i,  aj,  as,  a^,  '^,  v), 

et,  en  supprimant  A,  on  a 

(  a,  3,  ■;  )  ^  "1(2,  o,  — a;,  — «3,  — c/o,  — «i,  o,  -;). 

Ce  dernier  continuant  est  congru  au  premier  en 
valeur  absolue  et  contiendra  moins  d'éléments  que  lui 
après  élimination  des  deux  zéros. 

Remarques.  —  1"  La  réduction  s'obtient  encore 
par  un  procédé  semblable  lorsque  ^  est  composé  seu- 
lemeni  de  deux  éléments  et  appartient  à  une  suite 
unitaire  congr.  de  cinq  éléments. 

2°  Lorsque  le  continuant  donné  est  (^)  (a,  y  s'éva- 
nouissant),  sa  valeur  absolue  se  réduit  à  un  nombre 
congru  à  («o?  0,^)1  ainsi  qu'il  résulte  de  la  dernière 
congruence. 

Cette  relation  est  aussi  une  conséquence  de  la 
formule  (C,)  (n°  00),  puisque  (a,,  a.y,  «3,  a,,,  '^)  est 
un  unitaire  congr. 

Elle  pourrait  être  prise  comme  point  de  départ  pour 
la  recherche  des  éléments  «(,  «2,  a^,  a^  qui,  joints  à 
une  suite  donnée  3,  forment  un  unitaire  congru. 

{A  suivre.) 
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\OTE  Al  SLIKT  DK  LA  COMPOSITION  DE  MÉCAMOLE 
m  C0\C01IUS  UAGI{É(MriO\  DE  it)08; 

Par  m.  le  Comte  de  SPABRE. 


La  ([ueslion  de  Mécanique  pour  celle  année  au  con- 
cours (j'agrégalion  soulève,  au  sujet  de  la  théorie  du 
frollemenl,  cerUiinrs  questions  qu'il  me  paraît  intéres- 
sant de  signaler.  Ainsi  qu'on  le  verra  en  effel,  dans 
un  cas  particulier  ce  problème  conduit  à  une  indéter- 
mination apparente,  non  dans  une  question  de  mouve- 
ment, comme  dans  les  problèmes  signalés  par  M.  Pain- 
levé,  mais  dans  une  question  d'équilibre. 

Je  rappelle  l'énoncé  des  deux  premières  parties  du 
problème,  qui  sont  les  seules  dont  j'aurai  à  m'oc- 
cuper  : 

On  considère  dans  un  plan  vertical  deux  droites 
indéfinies  se  coupant  en  un  point  O,  V une  x' Ox  ho- 
rizontale, Vautre  z' O  z  verticale.  Une  tige  AB 
homogène  pesante  d'épaisseur  négligeable,  de  lon- 
gueur il  et  de  niasse  M,  est  telle  que  ses  extrémités 
restent  constamment  l'u/ie  \  sur  x'Ox,  l'autre  B  sur 
Z'OZ  et  puissent  passer  sur  ces  droites  d'un  côté  à 
l'autre  du  point  O.  Un  point  particulier  D  de  la  tige, 
dont  les  distances  aux  extrémités  A  et  B  restent  in- 
variables, est  attiré  par  le  point  O  proportionnelle- 
ment à  la  distance;  la  valeur  absolue  de  la  force  qui 

le  sollicite  est  représentée  par  ~-  OD,    g  désignant 

l'accélération  de  la  pesanteur  et  )>  un  nombre  posi- 
tif inférieur  à   l.  On  appelle  C  le  milieu  de  la  tige 
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et  a   le  segment   CD  compté  positivement  dans  le 
sens  CA;  enfin  on  désigne  par  9  l'angle  que  forme 
la  droite  OG  a^'ec  la  verticale  descendante. 

i"  On  suppose  que  les  liaisons  auxquelles  est  sou- 
mise la  tige  AB  soient  sans  frottement;  on  demande 
de  déterminer  les  positions  d'équilibre  de  cette  tige 
et  de  rechercher  parmi  ces  positions  celles  pour  les- 
quelles l'équilibre  est  stable. 

2°  On  suppose  plus  généralement  que  les  droites 
x'Ox,  z'Oz  soient  dépolies,  et  que  les  coefficients  de 
frottement  de  la  tige  sur  ces  droites  soient  très  petits. 

On  demande  de  déterminer,  en  fonction  des  don- 
nées et  de  ces  coefficients  de  frottement,  une  valeur 
approchée  des  angles  8  correspondant  aux  limites 
des  régions  dans  lesquelles  peut  être  placée  la  tige 
sans  que  l'équilibre  cesse  de  subsister. 

Lorsque  les  liaisons  sont  sans  frottement  on  a,  pour 
la  fonction  des  forces, 

U  =  M  W  cose  —  -  ^ÔÔ'. 

Mais  dans  le  triangle  OCD,  où  l'angle  G  est  égal 
à  2O  ('),  on  a 

ÔD"=   /2_i-rt2_2f,/coS26, 

de  sorte  qu'en  négligeant  la  constante 

U  =  M^z/cose  — ^cos-ieV 

Les  positions  d'équilibre  sont  donc  données  par 
l'équation 

^  =  —  M  .iri  ^mf}  I  [  -f-  y  cos  01=0, 


(')  Si   la  lige  est   au-dessous  de  Oa:  et  à  i-z  — :>6  si  elle  est  au- 
dessus. 


(  545  ) 
les    positions    d'équilibie    stable     correspondant    aux 
points  pour  lesquels  U  est  maximum. 

On  voit  alors  de  suite  que  la  discussion   se  résume 
dans  le  Tableau  suivant,  où  pour  [«[^  a  on  pose 

a 

et  où  de  plus  on  ne  considère  que  les  valeurs  de  9  com- 
prises entre  o  et  tt,  puisqu'à  toute  position  d'équilibre 
située  à  droite  de  Z'OZ  en  correspond  évidemment  une 
s^'métrique  située  à  gauche. 

1°  a< — a: 

9  =  o,  équilibre  instable; 
G=Bi,  équilibre  stable  ; 
.  9  =  7C,  équilibre  instable. 

G  =  o,  équilibre  stable  ; 
9  =  7l,  équilibre  instable; 

3"  «>).  : 

9  ==o,  équilibre  stable; 
9  =  9,,  équilibre  instable  ; 
9  =  7t,  équilibre  stable. 

Passons  maintenant  à  la  seconde  question. 

Soit  Z  la  composante  normale  à  Ox  de  la  réaction 

en   A;    la    composante    tangentielle  de    cette  réaction 

sera    s/Z    où   /  est    le    coefficient   de    frottement    et 

où  e  =  dri,  le  signe  devant  être  choisi  de  telle  façon 

que 

eZ  >o 

si  le  mouvement  de  A  se  fait  dans  le  sens  négatif,  et 

qu'au  lieu  de  cela 

îZ  <  o 
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si  le  déplacement  de  A  se  fait  dans  le  sens  positif  ('); 

de  même  soient  X  la  composante  normale  de  la  réaction 

de  Z'OZ  en  B  et  — e'/'X  la  composante  tangentielle  de 

cette  réaction   où  f  est   le  coefficient   de    frottement 

de  TJ 07j  et  î'  =  ±i,   le  signe  devant  être  choisi  de 

façon  que 

e'X  >  o 

si  le  mouvement  de  B  se  fait  dans  le  sens  positif,  et 
qu'au  lieu  de  cela 

s'X  <  o 

si  le  déplacement  de  B  sur  x'Ox  se  fait  dans  le  sens 
négatif. 

Remarquons  de  plus  que,  par  suite    des  conditions 
géométriques  pour 

o<e<-, 

donc  si  la  droite  AB  est  au-dessous  de  x' Ox^  le  dépla- 
cement de  B  a  lieu  dans  le  sens  positif  si  celui  de  A  a 
lieu  dans  le  sens  négatif;  on  doit  donc  avoir 

es'ZX  >  o. 

Si  au  lieu  de  cela 

-  <  0  <  TI, 
2 

donc  si  la  tige  AB  est  au-dessus  de  .c'O^.  le  déplace- 
ment de  B  a  lieu  dans  le  sens  négatif  sur  Z'OZ  lorsque 
le  déplacement  de  A  a  Heu  dans  le  sens  négatif  sur  ^'O^  ; 

on  a  donc 

e£'ZX<o. 


(')  Comme  nous  l'avons  dit  précédemment,  nous  supposons  AB  à 
droite  de  Z'OZ  et  par  suite  6  compris  entre  o  et  -:>;  de  plus,  nous 
supposons  OZ  dirigé  suivant  la  verticale  descendante. 
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Ceci  posé,  nous  obtiendrons  les  équations  d'équilibre 
de  la  barre  en  écrivant  (|ue  la  résultante  de  translation 
des  forces  et  la  somme  de  leurs  moments  par  rapport 
à  O  sont  nuls,  ce  qui  nous  donnera 

\I  <^ 

(l)  X -^(/-4-a)sinO -h/eZ  =  o, 

(2j  Z  +  M^—  '-jSd  —  a)cos(i  — /'s'X  =  o, 

(3)  -i/ZsinO— WX  COS6-4- M^/sinO  =  o. 

On  tire  alors  de  (  i  )  et  (2) 

(4)  X(, +//'££')  =  MA'[^'sin(i+/E(^,-^cosOJJ, 

(5)  Z(i-+-//££')=.M^o.(^^/'E'sinO-i  +  :^cosOJ, 

et,  eu  portant  ces  \aleurs  dans  (3),  divisant  par  Mgl  et 
changeant  le  signe,  on  aura 

(6)  sinO/  1+  T-  cosO  j  +  a/e  ^  1 ;y^cos6j  cosO 

—  ^-^/'ô'sin^O— //'cE'siiiO  =  0. 

Puisqu'on  suppose  les  coefficients  de  frottement 
très  petits,  il  existera,  sauf  des  cas  exceptionnels,  dans 
le  voisinage  de  chaque  position  d'équilibre  correspon- 
dant au  cas  où  il  n'y  a  pas  de  frottement,  une  région 
plus  ou  moins  étendue  départ  el  d'autre  de  celte  [)Osi- 
tion  où  le  sjstrme  sera  encore  en  équilibie  par  suite  du 
frottement. 

Comme  nous  supposons  /"  et  /'  très  petits,  nous 
négligerons  (sauf  le  cas  où  les  termes  du  premier  degré 
par  rapport  à  ces  quantités  disparaîtraient)  les  termes 
qui  les  contienrironl  au  second  degré. 

1"  Positions  d' équitibie  dans  le  voisinage  de  0  =  o. 
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—  Si  dans  (6)  nous  néj^ligeons  les  termes  du  troisième 
degré  enfelf,  nous  aurons 

/  — 


0  (  I  -   ^  )   4-  2/£  (   , 


4  A 


Donc,  en  supposant 

0=/ 


.    l  —  a  —  O, 


d'ailleurs,  comme  nous  supposons  que  nous  ne  consi- 
dérons que  les  valeurs  positives  de  f),  nous  pourrons 
prendre,  pour  la  limite  de  la  région  d'équilibre. 


l  —  a  —  4  À 


2  (  rt  -t-  X  ; 


/. 


La  région  d'équilibre  s'étendra  alors  de  0=a 
àe=  — a. 

Remarquons  de  plus  que  s  doit,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, avoir  le  signe  de 

/  —  a  —  4^ 

a-\-  1 

On  a  dai'Ieurs  pour  Z  dans  ce  cas,  en  se  bornant  à 
la  partie  principale, 


Z  =  M^ 


/  -  «  _  4  X 
4>. 


et  par  suite  eZ  aura  le  signe  de  a  +  A. 

Donc  le  point  A  tend  à  se  déplacer  dans  le  sens  néga- 
tif si 

«>-X, 

c'est-à-dire  si  f)=:o  corresjiond  à  une  |)osition  d'équi- 
libre stable  (pour  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  froltemenl). 
Il  tend  au  lieu  de  cela  à  se  déplacer  dans  le  sens  positif 
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si 

a  <  —  ),  ; 

donc  si  0=0  correspond,  pour  le  cas  où   il    n'y  a    pas 
de  frotteineiil,  à  une  |)Osilion  d'équilibre  instable. 

Ce  fait  pouvait  être  regardé  comme  évident  a /)/'/o/7. 
Nous  avons  dû  toutefois  dans  ce  qui  précède  supposer 

«  -H  X^  o. 

Supposons  maintenant 

a  =  —  X. 

L'équation  (6)  deviendra 

(7)      sinÔd  —  cosOj  +  a/î — ^ -: — — —  cosO 

^/'e'sin^e— //££'sinO  ^  o. 

On  est  conduit  à  distinguer  deux  cas  : 

/,X  —  (/h-X)^o         ou         /^3X. 

On  aura  alors,  en  réduisant  l'équation  ('j)  à  sa  partie 
principale, 

ou,  comme   nous   nous   bornons  aux  valeurs  positives 
de  9, 

A         ^ 

Nous  avons  d'ailleurs  dans  le  cas  actuel,  pour  la  valeur 
principale  de  Z, 

I  ^> 
et  par   suite   eZ  sera   toujours   positif,   résultat  (pi'on 


(  55o  ) 
pouvait  prévoir  puisque,  lorsqu'il  n'j  a  pas  de  frotte- 
ment, l'équilibre  pour  ^  =  o  est  stable. 
2°  Supposons  maintenant 

/  =  3  À 
ou,  plus  généralement,  supposons 

l  étant  quelconque;  l'équation  (6)  se  réduira  alors  à 

sin6  (  I  H r- — ^  cos6  j  -+-  4/-  ^'i^'  -  cos6 

—  ^~^^/'£'sin2e— //;£'sine  =  o 


2  «in  -     (  I  -! :^ cos6     cos  — \-  O-ft  sin  -  cos6 

2   LV  '''  I  -X  •'  2 

—  2  — ; /  £  sin  -  cos^ //  îî  cos  -     =  O. 

U         ■'  2  2         ^  •'  l\ 

On  a  donc  d'abord  la  racine  d  =  o  et  de  plus  ce  sera, 
si 

la    seule    racine    de  l'équation  précédente  voisine    de 
zéro. 

On  voit  donc  que  dans  ce  cas,  bien  qu'il  j  ait  frotte- 
ment, il  n'y  a  qu'une  position  unique  d'équilibre  et 
non  pas  une  région  d'équilibre,  ainsi  que  cela  a  géné- 
ralement lieu  lorsqu'il}"  a  frottement;  il  est  d'ailleurs 
bien  facile  d'expliquer  ce  fait  en  remarquant  que  Z  est 

nul  pour 

a  —  l  ~-  \\         et         e  =  o, 

de  sorte  que  la  force  de  frottement  Lft  est  aussi  nulle 
dans  ce  cas. 

Nous  allons  voir  toutefois  que  si,  en  général,  il  v  a  une 
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position  unique  d'équilibre  ()ourO  =  o,  a^=l — 4^m  i^ 
n'en  sera  pas  toujours  ainsi.  Supposons  en  effet  qu'on 
ait 

a  =  —\         el         /  =  3X  ; 


l'équation  ('y)  se  réduira  à 

.     fi  /  .      0         6  0 

4  sin  -  (  sin^  -  cos h  /î  sin  -  cosO 

•i    \  i  2  2 


—  /  £  sm  -  cos^ ^i-^ cos  -  I  =  o. 

2  2  2  2/ 

Si  nous  réduisons  cette  équation  à  sa  partie  principale, 
elle  deviendra 

(8)  0[62-2(/'£'-/£)6-2//es']  =  O. 

Nous  avons  d'abord  la  racine  0  =  o  qui  correspond  à 
la  position  d'équilibre  unique  lorsqu'il  n'j  a  pas  de 
frottement;  mais,  bien  que  le  frottement  soit  nul  pour 
6  =  o,  il  j  a  dans  ce  cas  particulier  une  région  d'équi- 
libre, de  part  et  d'autre  de  ce  point,  due  au  frottement. 
L'équation  (  8  )  en  efiet,  en  dehors  de  la  racine  ^  ^  o, 
a  deux  autres  racines  très  petites,  devenant  nulles  l'une 

et  l'autre  pour 

f=f'  =  o, 

et  qui  donnent  par  suite  une  région  où  le  système  est 
en  équilibre. 

Toutefois  les  deux  racines  sont  toutes  deux  très 
petites,  et  elles  s'annulent  également  l'une  et  l'autre 
poury  =  y':=o;  il  semble  donc  y  avoir  indétermina- 
tion, mais  il  est  facile  de  la  lever. 

Ces  deux  racines  sont  d'ailleurs,  en  remarquant  que 

£2  =  s'2—   i^ 

«2  =  /'£'-/e-v//-»+f». 
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On  peut  d'ailleurs  supposer  toujours,  ainsi  que  nous 
l'avons  fait  remarquer,  les  signes  de  e  et  t'  choisis  de 
telle  façon  que  a,  et  aj  soient  positifs.  Nous  avons  de 
plus  dans  le  cas  actuel,  en  nous  bornant  à  la  partie 
principale, 

Puisque  nous  supposons  toujours  0  positif,  on  a 
X>o. 

Comme  d'ailleurs  les  conditions  géométriques  im- 
posent dans  le  cas  actuel,  ainsi  que  nous  l'avons  vu, 

es'ZX  >  o, 
nous  devrons  donc  avoir 

(9)  ££'Z>0. 

Considérons  maintenant  d'abord  la  racine  a,  ;  nous 
aurons  pour  cette  lacine 

z  =  Mi!  (/■,._.„=_  Mp  (/7î-7;_y.)  <  o. 

On  doit  donc  avoir,  en  vertu  de  la  relation  (9), 

(10)  ££'<0. 

De  plus,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  remarquer,  les 
signes  de  e  et  e'  doivent  pouvoir  être  choisis  de  telle 
façon  que  a,  soit  positif. 

Ceci  exigera,  à  cause  de  (10),  qu'on  prenne 

£'  =  i,        £=—1; 
on  aura  alors 


(  553  ) 
Considérons  ensuite  la  racine  ao  ;  nous  aurons  alors 

et  (9)  donne  alors 

(II)  ££'>0. 

Mais,  si  £  et  s' satisfont  à  la  relation  (i  1),  7.0  ne  peut  être 
positif  et  par  suite  cette  racine  doit  être  rejetée. 
Nous  voyons  donc  que  dans  ce  cas  de 

a  —  —  X ,        /  =  3  À , 

bien  que  toutes  les  réactions  soient  nulles  pour  0  =  o 
(qui  correspond  à  une  position  d'équilibre  stable  lors- 
qu'il n'y  a  pas  de  frottement),  on  a  par  suite  du  frotte- 
ment une  région  d'équilibre  s'étendant  de 

6  =  ai  à         6  =  —  ai, 

de  sorte  que  l'indétermination  qui  semble  résulter  des 
trois  racines  o,  a.^  et  0.2  de  l'équation  (8)  n'est  qu'ap- 
parente et  qu'on  n'a  en  réalité  qu'une  solution.  De 
plus,  dans  le  cas  actuel  îZ  >>  o  et  s'X  >»  o,  et  le  frotte- 
ment est  dirigé  dans  un  sens  tel  que  h  tend  à  décroître, 
ce  qui  devait  être  puisque,  lorsqu'il  n'y  a  pas  de  frotte- 
ment, la  position  0  =  o  est  une  position  d'écjuilibre 
stable. 

3°  Cherchons  maintenant  la  région  d'écpiilibre  dans 
le  voisinage  de  6  =  — . 

Posons  pour  cela 


où  nous  pouvons,  pour  la  raison  de  symétrie  déjà  don- 
née, supposer  a  positif. 
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Les  équations  (4),  (5),  (6)  deviennent  alors 

(4')     X(i  +  /7'££')  =  M^[^sina4-/£(.-+-^cosa)j, 

(5')      Z(i+//££')  =  M^(^/'£'sina-,-^cosa), 

(6')     sina  I  I  —  y  cosa  j  —  -ifz  i  \  h ^y-cosa)  cosa 

/  -i-  «    ,  -,    .  ..,     ,    . 

—  — r —  £  /  sin^îa  —  //  ££  sina  :=  o. 
2  X        •'  ''•' 

Si 

on  aura  alors,  en  se  bornant  à  la  partie  principale, 

_  l\k-^  l  —  a   . 
°'~     i(\-a)  J^' 

Z=  —  M^ ^r: ; 

d'ailleurs 

a  <  Z, 
de  sorte  que 

4  X  -1-  /  —  «  >  o, 

et,  en  choisissant  t  de  façon  que  a  soit  positif,  on  a 

4  X  -t-  /  —  « 

^  =  — ; ^ 

•j.\a  —  l\ 

D'après  cela, 

Z£ 


■/• 


sera  négatif  si  «  <<  X  et  positif  si  a  >■  )>. 

Donc  le  mouvement  du  point  A  tend  à  se  produire 
dans  le  sens  positif  si  a<i_\  et  dans  le  sens  négatif 
%\  a^  X,  ce  (|ui  devait  être,  car,  lorsqu'il  n'j  a  pas  de 
frottement,  l'équilibre  est  instable  dans  le  premier  cas 
et  stable  dans  le  second. 

Si  au  lieu  de  cela 

a  =  X, 
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l'équation  (6'),  bornée  à  sa  partie  princi[)ale,  donnera 

=•■=  ^'/. 

ou,  en  choisissant  e  de  façon  que  a  soit  positif, 
,      3X  +  /- 

d'ailleurs 

„  -.     /-t-3X 

de  sorte  que 

£Z<0, 

et,  par  suite,  le  mouvement  du  point  A  tend  à  se  pro- 
duire dans  le  sens  positif,  ce  qui  devait  être  puisque 
dans  ce  cas,  lorsqu'il  n'y  a  pas  de  frottement,  la  va- 
leur 6  =  —  correspond  à  une  position  d'équilibre 
instable. 

4**  Cherchons  enfin  la  région  d'équilibre  dans  le  voi- 
sinage de  6  =  Q, ,  ce  qui  suppose 


Posons  alors 


avec 


et  où  nous  supposons  de  plus  9,  <^  -. 

Si  alors  nous  négligeons  les    termes   en   a*,   l'équa- 
tion (6)  devient 

^r-  SUl^O, /£  r /    î   sin^f),  =  o. 

À  i  a-         ■  ■}.  h 

On  en  déduit,  en  reinj)laçinit  sinO,  par  sa  valeur, 

X2(/-4-  ■^a)ft        l-^-a  ^,  , 
^  =  : — ^ ^-i 1 /  £  • 


|a|>X. 

f)  =  0,— 

■X 

cos6j  ^  — 

X 
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On  a  d'ailleurs  en  se  bornant  à  la  partie  principale,  en 
vertu  de  (4)  cl  (5), 

A  —   M  ff   ——, 4/1 , 


Z  = 


de  plus,  comme 


on  a,  SI  rt  >■  A, 


4« 


cosOi  = -, 


-<e,<7r. 


On    doit  alors  avoir,  en  vertu  des  conditions  géomé- 
triques, 

££'ZX<0, 

mais  dans  ce  cas 

X  >  o,        Z  <  o  ; 

on  devra  donc  prendre 

S£'>0, 

et  si  l'on  veut  que  a  soit  positif  on  aura 

£  =  £'=!, 

ce  qui  conduit  à 


•îrt(  a- —  K- )  ia 


Si,  au  lieu  de  cela, 


on  aura 


a  <  —  X, 


o<0i<- 

2 


et  les  conditions  géométriques  donneront 

££'ZX  >  O, 

et  dans  ce  cas  X  est  positif  et  Z  a  le  signe  de  3a  -\-  /, 


de  sorte  que 
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£;'(  3a  -(-  /)  >  o. 

Donc,  si  Ton  veut  que  a  soit  positif,  on  devra  prendre 

£'  =  —  I,         £(3a-(-/j=  —  |3rf -+-/], 
et  l'on  aura  en  définitive  dans  tous  les  cas 


l  —  3a 


w 


■i{a-^—  /.'-) 


./■'; 


la  région  d'équilibre  s'étendra  alors  de  8,  —  a  à  8,  H-  a. 
La  valeur  de  a  ne  sera  jamais  nulle  et  toujours  accej)- 
lable. 

On  remarquera  de  plus  que  si  rt>-o  on  a,  pour  a>>o, 


e'X  >o 


et 


£Z<0, 


ce  qui  fait  voir  que  le  point  A  tend  à  se  déplacer  dans 
le  sens  |)Ositif  et  le  point  B  également,  ce   qui   devait 

être  puisque  8(  >•  -  et  que  la  position  d'équilibre,  lors- 
qu'on néglige  le  frottement,  est  instable.  Si  au  lieu  de 
cela  a  -<  o, 

s'X  <  o         et         eZ  <  o, 

puisque  e  est  de  signe  contraire  à  6a -\-  /,  tandis  que 
Z  a  le  même  signe  que  cette  quantité. 

On  en  conclut  que  pour  a  positif  le  point  A  tend  à 

se  déplacer  Mniisque  0,  <  -  j  dans  le  sens  positif  et  le 

point  B  dans  le  sens  iiégatil',  ce  qui  doit  être,  car, 
d'après  ce  que  nous  avons  vu,  lorsqu'il  n'y  a  pas  de  frot- 
tement, la  valeur  8  =  8,  correspond  alors  à  une  position 
d'équilibre  slable. 
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CORRESPONDANCE. 


N.  —  Dans  le  Volume  des  Nouvelles  Annales  pour  1890, 
iM.  R.  Sondât  a  donné  pour  l'aire  S  du  triangle  OIH,  relatif 
à  un  triangle  donné  ABC.  la  formule 

et  indiqué  l'inégalité 

y,i  _  ,  (-  2  R2  -H  10  R  /■  —  /-s  );j2  -+-  /•(  4  R  -h  /•  )^  ^  o 

comme  condition  unique  d'existence  du  triangle  lorsqu'on 
donne  R,  /■  elp. 

M.  E.  Lemoine  (1891,  p.  44*)  ^  établi  très  élégamment  la 
formule  de  M.  Sondât. 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  que  l'inégalité  ci-dessus  suppose 
remplie  la  condition  bien  connue 


R  f  i  r, 


et  qu'on  doit  avoir 

2R2-4-IOR/- 


2(  R  —  2/)  V  R2—  >.  R/-^/)2 


1  2  Rî  -h  to  R  /•  —  /-i  -f-  -2 (  R  —  -2  r  )  V  R-  —  2  R  /•  ; 

on  a  ainsi  les  limites  du  périmètre  d'un  triangle  inscrit  à  un 
cercle  donné  et  circonscrit  à  un  cercle  donné. 
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Ouvrage  couronné  par  l'Académie  royale  de  Belgique 
(prix  François  Deruyls).   Gand.  Van    Gœlhem,    1908 
(23o  p.  in-S").  Prix  :  6^^ 

L'Ouvrage  que  le  savant  géomètre  belge  vient  de  publier  est 
le  développement  de  la  thèse  suivante,  annexée  à  sa  disserta- 
tion inaugurale  (  '  )  : 

La  Géométrie,  en  appliquant  la  théorie  de  l'élimina- 
tion entre  deux  équations  algébriques,  n'utilise  guère  que 
la  condition  d'existence  d'une  seule  racine  commune.  Les 
conditions  pour  que  les  équations  aient  plus  d'une  racine 
commune  peuvent  aussi  donner-  des  résultats  géométriques 
intéressants. 

Gomme  son  titre  l'indique,  le  Mémoire  est  divisé  eu  cinq 
Parties  : 

I.  Applications  géométriques  de  la  théorie  des  matrices. 
.   II.  Congruences  de  variétés  algébriques  annulant  des  ma- 
trices. 

III.  La  théorie  des  matrices  dans  l'espace  réglé. 

IV.  Sur  une  forme  doublement  quadratique  binaire  et  sy- 
métrique. 

V.  Quadrilatères  de  Steiner  dans  certaines  courbes  et  sur- 
faces algébriques. 

L'évanouissement  d'une  matrice  à  /  rangées  et  / -+- i  colonnes 
dont  les  éléments  sont  des  formes  à  trois  ou  quatre  variables 
homogènes  représente  un  nombre  fini  de  points  du  plan  ou 
une  courbe  de  l'espace.  L'objet  de  la  première  étude  est  la 
détermination  de  l'ordre  et  du  genre  d'une  telle  courbe  dans 
le  cas  le  plus  général.  Ensuite,  l'auteur  s'occupe  de  quelques 
courbes  particulières.  Ces  exemples  montrent  la  fécondité  de 
la  méthode  et  la  facilité  avec  laquelle  on  arrive  à  des  résul- 
tats obtenus  quelquefois  péniblement  par  d'autres  voies.  De 
plus  ,  Qn  rencontre  des  rapprochements  entre  des  courbes 
éloignées  en  apparence. 

On  est  conduit  à  l'étude  de  telles  courbes  lorsque,  dans  la 
recherche  d'un  lieu  géométrique,  on  doit  exprimer  que  deux 
équations  ont  une   ou  plusieurs  racines  communes.  Le  cas  se 

(')  Élude  de  quelques  sur/aces  algébriques.  Gain!.  Iloste,  1903. 
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présente  pour  la  jacobienne  de  trois  ou  de  cinq  surfaces  et 
pour  d'antres  problèmes  qui  sont  traités  d'une  manière  très 
élégante  par  l'auteur. 

M.  Stuyvaert  caractérise  sa  méthode  par  les  lignes  sui- 
vantes, extraites  de  Tavant-propos,  et  que  nous  croyons  utile 
de  reproduire  ici  : 

Qu'il  s'agisse  d'élimination  simple  ou  de  suréliminntion, 
le  résultat  conduit  à  l'évanouissement  d'une  matrice  rec- 
tangulaire ou  d'un  déterminant.  Ce  mode  d'écriture 
matérialise  en  quelque  sorte  la  génération  d'êtres  géom,é- 
triques  par  des  formes  projectiles;  les  détails  de  structure 
d'une  matrice  correspondent  à  des  propriétés  de  la 
variété  qu'elle  représente. 

Cette  notation  souligne  à  la  fois  l'analogie  et  les  dif- 
férences entre  le  symbolisme  algébrique  et  le  langage 
synthétique;  si  ce  dernier  oblige  de  serrer  de  près  les 
problèmes  particuliers,  le  premier,  par  contre,  ouvre  aux 
recherches  un  champ  plus  étendu. 

L'évanouissement  de  la  matrice 


dont  les  éléments  sont  des  formes  linéaires  à  d  variables  ho- 
mogènes, représente  une  variété  d'ordre  trois  à  d — 3  dimen- 
sions dans  un  espace  linéaire  k  d  —  i  dimensions.  Si  les  élé- 
ments sont  fonctions  de  trois  variables  homogènes  ai,a2,a3, 
cette  variété  appartient  à  une  congruence.  Le  cas  où  ces 
paramèti'es  entrent  au  premier  degré  est  étudié  complètement, 
de  même  que  le  cas  des  cubiques  gauches  ayant  cinq  bisécantes 
communes.  Ceci  fait  l'objet  de  la  deuxième  étude. 

La  troisième  étude  s'occupe  du  cas  où  les  éléments  de  la 
matrice  sont  fonctions  des  coordonnées  de  la  droite.  Les  cas 
où  la  matrice  a  l  rangées  et  /-i-3,  ou  / -f- 2,  ou  / -!- 1,  ou  / 
colonnes  sont  successivement  étudiés. 

Dans  la  quatrième  étude,  l'auteur  s'occupe  d'une  certaine 
forme  de  l'équation  de  l'involution  du  troisième  ordre  et  du 
premier  rang.  Cela  le  conduit  à  l'étude  du  système  de  deux 
coniques  et  ensuite  de  la  surface  du  quatrième  ordre  à  cubique 
double. 
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La  première  partie  de  la  cinquième  élude  a  f>aru  ici  même 
en  1905.  Elle  se  rapporte  aux  courbes  et  auxsurfaces  quadrillées. 
Cette  dernière  étude  est  complétée  par  l'étude  de  la  représen- 
tation graphique  des  fonctions.  Cette  partie  se  rapporte  à  des 
recherches  de  M.  Massau. 

Cette  analyse  beaucoup  trop  courte  du  Mémoire  de 
M.  Stuyvaert  montre  la  fécondité  et  la  souplesse  de  la  mé- 
thode employée  par  ce  mathématicien.  En  terminant  son 
Rapport  pour  le  prix  Deruyts  à  l'Académie  royale  de  Bel- 
gique, M.  Neuberg  ajoute  :  Il  est  à  souhaiter  que  l'Académie 
reçoive,  pour  les  périodes  suivantes  du  prix  François 
Deruyts,  des  Mémoires  de  la  même  importance,  montrant 
que  les  Belges  cultivent  la  Géométrie  avec  un  succès  re- 
marquable. Cette  opinion  du  savant  professeur  de  l'Univer- 
sité de  Liège  est  très  flatteuse  pour  M.  Stuyvaert. 

LlCIKN   GODEAUX. 


CEUTIFICATS  U  MÉCAMOL'E  IIATIO\\ELLE. 


Marseille. 


Epreuve  écrite.  —  Un  corps  solide,  qui  a  un  point 
fixe  O,  est  formé  d'une  tige  ().4  perpendiculairement 
à  laquelle  est  fixé  un  disque  tinulaire  pesant  et  homo- 
gène dont  le  centre  est  en  A.  On  néglige  la  masse  de  la 
barre  OA.  La  distance  OA  est  égale  à  la  moitié  des  ravons  R 
du  disque.  Trouver  le  mouvement  de  ce  système,  sachant 
cjue  primitivement  le  disque  tourne  autour  de  Û.\  avec  une 

vitesse  angulaire  égale  à  4  /  ~^  pendant  (/ue  la  barre,  qui 
est  d'abord  horizontale,  est  lancée  horizontalement  avec 

une  vitesse  angulaire  égale  aussi  à  i/  -~-  • 
On  fera  pour  la  commodité  du  calcul 


¥  =  - 


Ann.  de  Matliéniat.,  4*  série,  l.  \'III.  (  l'éieiiibre   ii)oS>-)     ^^ 
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on  remarquera  que  V  ellipsoïde  dC  inertie  relatif  au  point  O 
se  réduit  à  une  sphère,  de  sorte  quon  a 

A  =  B  =  C=  -MRî. 

Solution. 

On  prend  trois  axes  fixes  dont  l'axe  OZ  est  dirigé  vers  le 
haut  et  trois  axes   mobiles  dont  l'axe  Oz   coïncide   avec  OZ. 


Soit  01  l'intersection  des  plans   XY  et  xy.  On  définit  la  posi- 
tion du  solide  par  les  trois  angles  d'Euler. 

Le  théorème  des  forces  vives  donne,  en  faisant 


A  = 


MR2 


.         ,    rAi/2  f/02  lo- 

sin^O-^  —  -—  =  _£lra  — cosO). 
df^        df^  R 


Le  théorème  des  moments  des  quantités  de  mouvement  par 
rapport  à  OZ  donne 


d'I 


^•"^'^=\/-F^'^-^«^'^)- 


Les  données  initiales  fournissent  pour  les  constantes  a  et  J3 
la  valeur  i. 
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Par  éliniinalion  on  est  conduit  à 


sinOf/0 
dt 


(i  —  cosO)  y/cos6- 

qui  s'intègre  en  posant 

cosO  =  u'-, 
et  l'on  en  lire 

; =     \/C0Sf), 

par  où  l'on  voit  que,  t  croissant  inciéfininient,  6  tend  vers 
zéro,  et  OA  d'abord  horizontal  se  relève  en  tendant  vers  la 
verticale. 


On  a  ensuite 


ou  sensiblement 

pour  t  infini. 
On  a  enfin 


2'J;  =  wf  H-  2  arc  tange*^', 


y   =  TI 


Éi'REUVK  PhATlQUE.  —  Une  voûte  en  arc  de  cercle  est  for- 
mée par  un  système  articulé  ainsi  constitué  : 

On  trace  deux  arcs  de  cercle  concentriques  ;  l'arc  inté- 
rieur a  lo™  de  rayon,  l'arc  extérieur  a  »2"'  de  rayon. 
L'arc  intérieur  a  une  ouverture  de  90°.  On  partage  l'arc 
intérieur  en  huit  parties  égales  dont  les  cordes  donnent 
les  tiges  de  l'arc  intérieur.  Les  sommets  de  Varc  extérieur 
sont  sur  les  perpendiculaires  élevées  au  milieu  des  tiges  de 
l'arc  intérieur.  On  joint  ces  sommets  entre  eux  et  aux 
sommets  de  l'arc  intérieur  par  des  figes.  On  a  ainsi  un 
système  de  triangles. 

Les  extrémités  de  Varc  intérieur  reposent  sur  deux 
appuis  de  niveau. 

Sur  les  sommets  de  l'arc  extérieur  on  appli</uc  des  poids 
égaux  P. 

Trouver  les  tensions  des  tiges  par  un  graphique. 

(Juillet   i()oS.j 
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Montpellier. 

Epreuve  échite.  —  Un  hémisphère  creux,  infiniment 
mince,  rigide,  homogène  et  pesant,  glisse  sans  frottement 
sur  un  plan  horizontal  fixe.  Étudier  son  mouvement  en 
supposant  qu'à  l'instant  initial  l'angle  formé  par  l'axe 
de  symétrie  du  solide  avec  la  verticale  ascendante  soit 
égal  à  3o°  et  qu'au  même  instant  le  corps  soit  animé  d'un 
mouvement  de  rotation  autour  de  la  verticale  j)assant  par 
son  centre  de  gravité. 

On  prendra  le  rayon  de  l'hémisphère  et  sa  densité  égaux 
à  l'unité. 

Epreuve  PRATIQUE.  —  Un  fil  rigide,  circulaire,  infiniment 
mince,  est  fixe  dans  un  plan  vertical.  En  un  point  A  du 
fil  on  abandonne  sans  vitesse  un  point  pesant  M.  Ce  point 
tombe  suivant  la  verticale  du  point  A,  vient  choquer  le 
fil  en  B,  puis  en  G,  et  ainsi  de  suite.  Le  fil  et  le  point  sont 
parfaitement  élastiques. 

Peut-on  choisir  le  point  Kde  manière  que  le  point  G  lui 
soit  diamétralement  opposé  sur  le  fil  ?  Cette  condition 
étant  réalisée,  quel  sera  le  mouvement  du  point  M? 

(Juillet  1908.) 

Paris. 

Epreuve  théorique. —  Deux  roues  identiques,  homogènes 
et  pesantes,  de  masse  M  et  de  rayon  R,  tournent  librement 
autour  de  leurs  centres  G  et  Cj  reliés  par  deux  tiges  iden- 
tiques GA  et  G]  A,  homogènes  et  pesantes,  de  masse  m  et 
de  longueur  il,  qui  sont  articulées-  en  A.  Le  système  est 
abandonné  dans  le  plan  vertical  x  Oy  avec  des  vitesses 
contenues  dans  ce  plan,  les  deux  roues  reposant  sur  la 
droite  fixe  inclinée  Ox,  parfaitement  lisse. 

1°  Calculer  le  mouvement  du  système,  en  admettant  que 
les  deux  roues  restent  en  contact  avec  Ox. 

1"  Chaque  roue  pouvant  se  soulever  au-dessus  de  Ox, 
quelle  restriction  est  imposée  aux  conditions  initiales  pour 
que  les  deux  roues  restent  en  contact  avec  Ox'! 
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3"  Calculer  le  mouvement  du  mêm.e  systèm.e  en  suppo- 
sant, non  plus  que  0.r  est  parfaitement  lisse,  mais  que 
les  deux  roues  sont  assujetties  à  rouler  sans  glisser  sur  Ox. 
On  admettra,  pour  traiter  cette  troisième  question,  que 
les  roues  restent  en  contact  avec  Ox. 

Nota.  —    On  pourra  prendre  comme  paramètres  Vab- 

GAG 
scisse  du  milieu  de   GGi,  V angle  0  =  î-  et   les  angles 

dont  tournent  les  deux  roues. 

Epreuvk  pratique.  —  Un  disque  circulaire  plein,  homo- 
gène, pesant  S,  de  rayon  égal  à  lo"^""  et  de  masse  m,  porte 


au  milieu  d'un  de  ses  rayons  GQ  une  masse  P,  égale  à  m, 
qui  lui  est  invariablement  liée.  Le  solide  S  est  abandonné 
sans  vitesse  dans  le  plan  vertical  xOy  et  repose  sur  une 
droite  horizontale  fixe  Ox  parfaitement  lisse.  L'angle 
de  la  position  initiale  de  G  P  avec  la  verticale  descendante 
étant  de  7<'3o',  calculer  les  petits  mouvements  de  S  en 
regardant  cet  angle  comme  un  infiniment  petit.  Déter- 
miner, en  particulier,  la  période  des  oscillations  de  GP 
autour  de  G.  (Juillet  1907.) 

I.  Épreuve  théorique.  —  Un  triangle  abc  isoscèle  et  rec- 
tangle formé  de  trois  tiges  pesantes,  homogènes  et  de  même 
densité,  a  les  deux  sommets  a  et  b  de  son  hypoténuse  fixés 
sur  la  même  \)erticale  Oz.  Le  triangle  abc  tournant  libre- 
ment autour  de  cet  axe  fixe  Oz,  un  solide  de  révolution  S, 
homogène  et  pesant,  a  deux  de  ses  points  D  et  E  fixés  sur 
la  tige  ne,  qui  est  parallèle  à  son  axe  de  figure  ed  et 
tourne  librement  autour  de  cette  tige  ac.  Le  centre  de 
gravité  G  de  S  se  projette  sur  ac  au  milieu  H  de  ac. 

i"  Calculer  le  mouvement  du  système  abandonné  dans 
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des  conditions  initiales  quelconques  à  l'action  de  la  pe- 
santeur. 

i"  Dans  le  cas  particulier  où  G  coïncide  avec  H  et  où  D 
et  E  coïncident  respectivement  avec  le  milieu  de  «H  et  de 


cH,  quel  est  le  mouvement  du  système?  Quelles  sont  tes 
réactions  qui  s'exercent  sur  S  en  ï)  et  K  et  sur  le  triangle 
abc  en  a  et  b'I 

Notation.  — •  On  pourra  définir  la  position  du  système 
par  l'angle  a  du  plan  abc  avec  un  plan  fixe  zOx  et  par 
l'angle  ^  du  plan  abc  et  du  plan  acG.  On  représente  par  M 
la  masse  totale  du  triangle  abc,  par  l  la  longueur  ac, 
par  [Ji  la  masse  de  S,  par  ).  la  distance  GH,  par  G  le  mo- 
ment d'inertie  de  S  autour  de  son  axe  de  figure,  et  par  A 
son  moment  d'inertie  autour  de  GH. 

II.  Epreuve  pratique.  —  On  considère  un  corps  de  révo- 
lution S  dont  la  méridienne  se  compose  d'un  segment  de 


A' 


droite  AB  parallèle  à  l'axe  de  révolution  Ox  et  de  deux 
arcs  de  cercle  AA',  BB'  ayant  comme  centre  la  projection 
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de  0  sur  Ox  du  milieu  M  de  AFi.  La  distance  OM  ou  l  est 
égale  à  la  moitié  de  AB. 

Le  corps  S  étant  supposé  plein  et  homogène,  de  den- 
sité I,  calculer  :  \"  le  potentiel  des  attractions  newto- 
niennes  exercées  par  S  sur  une  masse  P  égale  à  l'unité  et 
située  sur  Ox,  à  la  distance  x  de  O  \ 

7,"  La  résultante  de  ces  attractions. 

On  traitera  d'abord  le  cas  où  P  est  extérieur  à  S,  puis 
le  cas  où  P  est  intérieur  à  S.  (Octobre  1907.; 

Rennes. 

Éprelve  thkohiqle.  —  I.  Théorème  de  Coriolis.  Appli- 
cation à  l'étude  des  mouvements  horizontaux  à  la  surface 
terrestre. 

II.  Un  store  a  la  forme  d'une  surface  rectangulaire 
pesante,  homogène,  parfaitement  flexible,  d'épaisseur  né- 
gligeable. Le  bord  supérieur  du  store  est  horizontal  et  fixé 
à  la  paroi  d'un  mur  vertical  ;  le  bord  inférieur  s  attache 
à  la  surface  d'un  cylindre  de  révolution  homogène  et 
pesant,  d'axe  horizontal,  autour  duquel  s'enroule  le  store. 
Sous  l'action  du  poids  le  cylindre  tombe  et  le  store  se 
déroule  en  s'appliquant  sur  le  mur.  Etudier  le  mouvement 
qui  se  produit  pendant  la  phase  de  déroulement.  On  sup- 
pose qu'il  y  a  une  résistance  verticale  d'intensité  constante 
appliquée  au  centre  de  gravité  du  cylindre. 

Épreuve  pratique.  —  Un  corps  solide  pesant  est  muni  de 
deux  axes  de  suspension  parallèles;  le  centre  de  gravité 
est  situé  entre  les  deux  axes.  En  oscillant  autour  du  pre- 
mier, sous  l'action  de  la  pesanteur,  il  fait,  en  10  minutes, 
488  oscillations  ;  autour  du  second  il  en  fait  5>,4  dans  la 
même  période.  La  distance  des  deux  axes  est  égale  à  i'",(Si>. 
—  Calculer  la  distance  du  centre  de  gravité  à  chacun  des 
axes  et  le  rayon  de  gy ration  par  rapport  à  un  axe  paral- 
lèle au.v  précédents,  mené  par  le  centre  de  gravité. 

(Juin  KjoS.^) 
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CERTIFICATS  DE  MÉCAMOUE  APPLIQIÉE. 


Lille. 


Épreuve  éciute.  —  I.  Théorie  des  caractéristiques  méca- 
niques. 

Relations  dynamiques  entre  un  moteur  et  les  outils 
qu'il  actionne. 

II.  Etude  des  freins  placés  sur  un  arbre  de  la  transmis- 
sion. 

On  traitera  seulement  les  questions  suivantes  : 
Equilibre  dynamique  d'une  roue  freinée; 
Effort  total  de  freinage  ; 
Transmission  de  l'effort  de  freinage  au  châssis. 

Epreuve  pratique.  —  Oîi  considère  une  voiture  à  chaînes 
ayant  les  caractéristiques  suivantes  : 

Poids  total  :  P  =  1200''^,  dont  "jio^'  sur  larrière. 

Nombre  de  dents  des  roues  de  chaîne 35 

»  des  pignons  de  chaîne 20 

»  de  la  couronne  du  différentiel 39 

»  du  pignon  d'attaque -A') 

»  des  engrenages  de  l'arbre  secondaire 

de  la  boîte  des  vitesses 60,  48,  \o,  35 

Nombre  de  dents  des  engrenages  correspondants  de 

l'arbre  primaire 16,  28,  36,  4I 

Rendement  de  la   transmission P  =  0,7 

Coefficient  normal  de  traction A  =  o,o25 

Surface  de  front  de  la  voiture .  .      S  =  2""' 

Variations  du  couple  moteur  moyen  avec  le  nombre  de 
tours  .son  maximum  a  lieu  à  4oo  tours;  si  l'on  représente 
ce  maximum  par  100,  les  valeurs  de  ce  couple  moyen  sont 
respectivement  représentées  : 

A  800  tours  par  83 
A  1000  tours  par  70 
A   1600  tours  par  45 
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1°  Déterminer  le  diamètre  des  roues  motrices  de  ma- 
nière que  la  voiture  fasse  60*""  à  V heure  en  quatrième  vi- 
tesse, lorsque  le  moteur  tourne  à  sa  vitesse  normale  qui 
est  de  800  tours  à  la  minute. 

1°  Déterminer  la  puissance  normale  du  moteur  {c'est- 
à-dire  celle  qu'il  fournit  à  800  tours)  de  façon  que  la  voi- 
ture puisse  faire  75"""  à  V  heure  en  palier. 

3°  Calculer  l'accélération  de  démarrage  qu'on  obtient 
en  première  vitesse  en  supposant  que  la  vitesse  du  moteur 
s'abaisse  à  400  tours  pendant  l'embrayage. 

4°  Tromper  sur  quelle  pente  la  voiture  pourra  atteindre, 
à  la  descente,   la  vitesse  de  izo"""  à  l'heure. 

(Juillet  1908.) 


GEIITIFICVT  DE  MÉC4\IQIJE  IMIVSIOIJE  ET  E\l»ERniE\TALE. 


Paris. 


Épreuve  théorique.  —  i°  Rôle  et  propriétés  générales 
des  couples  d'éléments  cinématiques.  Donner  quelques 
exemples. 

1"  {Question  facultative.)  Sur  la  résistance  des  maté- 
riaux. Flexion  simple. 

Epreuve  pratique.  —  Une  charge  roulante,  composée  de 
trois  essieux  de  même  poids,  parcourt  une  poutre  droite. 

I"  Déterminer  les  moments  fléchissants  maximums 
{.méthode  de  Léman). 

■2"  Déterminer  les  efforts  tranchants  maximums  {on 
suppose  ici  que  l'effort  tranchant  maximum  dans  chaque 
section  a  lieu  quand  le  premier  essieu  passe  sur  cette 
section).  (Juillet   1907.) 

I.  Épreuve  théorique.  —  Profils  conjugués.  Engrenages. 
Exemples. 

Partie  facultative  :  Résistance  des  matériaux.   Torsion. 

II.  Épreuve  pratique.  —  Les  points  k  et  0  étant  fixes  sur 
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une  même  horizontale  et  la  tige  OB   étant  verticale,   on 
considère  le  système  formé  par  la  tige  AB  et  les  triangles 


OBP.  PBQ,  QBG,  QCR,  RCD,  RDE,  dont  les  côtés  sont  des 
tiges  rigides.  Aux  nœuds  B,  G,  D,  E,  P,  Q,  R  s'exercent  des 
charges  verticales  égales.  On  demande  de  construire  les 
tensions  de  toutes  les  tiges  et  de  distinguer  celles  qui  tra- 
vaillent à  l'extension  et  celles  qui  travaillent  à  la  com- 
pression. (Octobre  1907.) 


CERTIFICAT  DE  PHYSIQl'E  MATHÉMATIOIE. 


Paris. 

Epbeuvk  ïHÉORiQi'K.  —  Intégration  approchée  ou  exacte, 
par  des  polynômes  et  pour  une  infinité  de  formes  de  la 
section,  des  équations  aux  dérivées  partielles  de  l' écoule- 
ment uniforme  des  fluides  dans  les  tubes  fins  mouillés 
par  ces  fluides  :  application  de  la  méthode  générale  à  un 
tube  de  section  carrée. 
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Epueuve  pratique.  —  A  travers  une  section  triangulaire 
équilatérale  de  Ji auteur  /i,  et  par  rapport  à  deux  axes 
rectangulaires  des  y  et  des  z  dont  l'un  {celui  des  y)  est 
pris  suivant  la  base  du  triangle,  et  l'autre  {celui  des  z) 
suivant  la  hauteur,  les  vitesses  de  régime  uniforme  d'un 
Jluide  à  l'état  d'écoulement  bien  continu  sont 

où  I  est  la  pente  motrice,  indépendante  {comme  p,  g  et  z) 
de  y  et  de  z. 

On  demande  de  calculer  le  rapport  de  la  vitesse 
maxirna  u,n  à  la  vitesse  moyenne  u. 

(Juillet  1907.) 

I.  Épreuve  théorique.  —  Equation  aux  dérivées  partielles 
du  mouvement  d'une  nappe  d'eau  presque  horizontale 
infiltrée  dans  le  sol  perméable  homogène,  et  conditions 
relatives  au  contour  de  cette  nappe. 

Application  au  régime  dété  d'une  source. 

II.  Épreuve  pratique.  —  i"  Le  débit  d'été  Q  de  la  source 
d'Armentières  {l'une  des  sources  de  la  Vanne  qui  ali- 
mentent Paris)  est  exprimé  en  millions  de  mètres  cubes 
fournis  par  mois,  après  un  nombre  entier  ou  fraction- 
naire t  de  mois  comptés  à  partir  de  la  cessation  des  pluies 
d'hiver,  par  la  formule 

où  le  coefficient  a.  de  tarissement  a  la  valeur  0,087  ^'  "'' 
les  deux  coefficients  A,  B  sont,  après  quelques  hivers 
moyennement  pluvieux,  A  =  i,  i  j,  B  =:  i,'23.  On  demande 
combien  de  millions  de  mètres  cubes  donnera  la  source, 
dans  cette  hypothèse,  durant  les  six  mois  de  la  saison  sèche, 
c'est-à-dire  entre  tes  limites  ;  =  o,  f  =  G. 
On  prendra  log  log  e  =  1,63778. 

(Octobre  1907.) 
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SOLl]TIO\S  DE  OUESTIOVS  PROPOSÉES. 


2085. 

1907,   p.    5 


Soient  U  et  \  deux  quadriques  ayant  en  commun  une 
droite  •(  :  soit  3  une  génératrice  de  U  du  même  système 
que  Y,  soit  a  une  génératrice  de  V  du  même  système  que  •(; 
un  plan  passant  par  y  contient  encore  une  génératrice  x 
de  U,  une  génératrice  y  de  V;  les  deux  plans  (x,  ^) 
et  (y,  ^)  se  coupent  suivant  une  droite  z:  quel  est  le  lieu 
de  cette  droite  lorsqu'on  fait  varier  le  plan  mené  par  'y? 

(G.  F.) 

SOLUTION 

Par  M.  M.  Têtu. 

Les  deux  faisceaux  de  plans  d'arêtes  a,  jii  sont  respecti- 
vement homographiques  au  faisceau  d'arêtes  Y-  Donc,  l'inter- 
section de  deux  plans  correspondants  a  pour  lieu  une 
quadrique  passant  par  a  et  p.  De  plus,  cette  quadrique  passe 
par  l'intersection  des  deux  génératrices  x  et  y,  dont  le  lieu 
est  la  cubique  gauche  commune  aux  deux  quadriques  U  et  V, 
laquelle  rencontre  d'ailleurs  en  deux  points  chacune  des 
droites  a  et  ^.  La  quadrique  lieu  est  ainsi  bien  définie. 

M.  Têtu. 

Autres  solutions  de  iM>L  Bros  et  Tab^coff. 

2087. 

(1908,  p.  48.1 

Intégrer  l'équation  différentielle 

A ( 37  )jk'^  —  A' (  a?  )yy'  -t-  G t  x  )y'^  =  ll(x), 

avec  la  condition 

A'2 
H  =  GA  -— -• 
4 
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k.  et  Ça  sont  des  fonctions    arbitraires   de   x.   A'   est    la 
dérivée  de  A. 

(Pierre  Favre.) 

solution 

Par  M.  Parrod. 

On  a 


, _  A>±:  2  \/—  H(  y2— A) 


Posons 
d'où 
et 


9.  A 


y 


■2t 


/A, 


I  — r- 


Portons  ces  valeurs  dans  l'expression  à^  y'  et  simplifions; 
il  vient 

^  A       ' 

donc 


Iog/  =  îi   C{E3.dx. 


Autre  solution  par  M.  J.   Rose. 
2088. 

!  190',  p.  4«.| 

La  tangente  et  la  normale  en  un  point  M  d'une  ellipse 
de  centre  O  rencontrent  le  grand  axe  en  T  et  "S  :  \"  la 
perpendiculaire  abaissée  de  T  sur  OM  enveloppe  une 
ellipse;  i°  la  parallèle  menée  par  \  à  OM  est  normale  à 
une  ellipse  fixe. 

(  K.-\.  Haiusikn.  ) 

solution 

Par  M.  TÈTf. 

1°  Soit  1'  l'intersection  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M 
sur  le  grand  axe  avec  le  cercle  diiecleur;  .'•oit   M'  son  inter- 
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section    avec   la  perpendiculaire  abaissée   de  T  sur  OM.  Les 


angles  POH,  MOH  étant  respectivement  complémentaires  de 
PTH,  M  TH,  on  a 

M' H  _   PH        a 
PH    ~  MÎT  ^  Â  ■ 

Donc  l'enveloppe  de  TM'  est  le  lieu  du  point  IVI',   qui  est  une 
ellipse. 

2°  Considérons  l'ellipse  comme  projection  de  son  cercle 
principal  :  la  normale  en  M  est  la  projection  de  la  droite  PNN', 
et  l'on  a 

\'P 

^^=c..n... 

Menons  par  I\  la  parallèle  à  OP  :  NQ;  on  a 
d'où 


=  const.. 


PO 

NO  =  conM. 


Donc  cette  droite  enveloppe  une  h\pocyclo'ide  à  quatre 
rebroussements,  donc  sa  projection  enveloppe  une  développée 
d'ellipse. 

Autres  solutions  par   MM.    Betto,  Bolv.4ISt,  Bratl,    Bros, 
Gaedeckk,  Lez,  Rktali,  J.  Rosk. 
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2091. 

(1908,    p.  96.) 

Le   nombre  n   étant  supposé   impair,  démontrer  que,  si 

sin  îtoc 
l'on  évalue  la  quantité  — : en  fonction  de  cosj',  l'ex- 

pression  obtenue  est  un  produit  de  deux  facteurs  rationnels. 
Que  représente  chacun  de  ces  facteurs  ? 

(G.  F.) 

SOLUTION 

Par  M.  R.  Bouvaist. 


-,           ,        sin/ia-  ,  .  ... 

t(cosx)  =;  — : est,  quel  que  soit.  «,  une  tonction  ration- 

K"" 

nelle   de   cos^;    elle    s'annule    pour   x  =■  — ,    K   prenant  les 

n  ^ 

n  —  I  valeurs  1 ,  î,  .  .  .  ,  n  —  1 . 

Si  n  est  impaii-,  les  n  —  i  racines  de 

f(cosx)  =  o 
sont  deux  à  deux  opposées,  [niisqui' 

pr.  {  n  —  p  )- 

cos  - —  =  —  cos (  /)  <  //  ). 

/i  /i 

y  (cosa:)  est  par  suite  un  produit  de  deux  facteurs  rationnels 
fx  (cosa?)  et /o  (cosx),  le  premier  axant  pour  racines 

■K  -iTZ  «  —  I 

cos  —  >       cos — j      •  ■  ■  ■>      cos ~, 


le  second 


/i  -i-  I  i  n  —  i}r. 

cos  TT  ,         .   ■   .  ,         COs  . 
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QUESTION. 


2114.  Dans  un  tétraèdre  orthocentrique  SABG.  on  désigne 
par  a,  è,  c,  a',  b\  c'  les  cosinus  des  dièdres  suivant  BC,  C.V, 
AB,  SA,  SB,  SC;  on  connaît  la  relation 


aa  =  bb'  =  ce'  =  M 


démontrer  la  formule 


.M--r-rt'6'c'        a' {  a' -T- b  c' }        b' (  b' -h  c' a' )        c' (  c -\- à  b' 


Si  l'on  donne  a,  6,  c,  on  a  une  équation  du  troisième  degré 
en  M,  ayant  ses  racines  réelles;  le  problème  est  possible  sous  la 
condition  abc  >  o,  et  il  a  alors  trois  solutions  (on  peut  avoir 
è  =  o,  c  =  o;  il  y  a  alors  indétermination). 

(G.    FONTENÉ.) 


ERRATA. 


Dans  le  Volume  pour  1890,  p.  5j6  et  623.  lire  question  1394 
au  lieu  de  question  lo93. 

Dans  le  Tableau  de  correspondance  entre  les  cjueslions 
et  leurs  solutions,  la  question  l.'jUS  est  de  même  indiquée  à 
tort  comme  ayant  reçu  une  solution  en  1890,  p.  556. 

Page  479  du  présent  Tome,  question  :210:2  :  P  désigne  le 
point  fixe  dont  il  est  question  au  1". 
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TAItli;  MES  MATIEKES  PAlt  OItDItK  llhniKHUQlje 

(TOME  Mil,  4«  SÉKIE). 


La  classification  adoptée  est  celle  de  l'Index 
du  hépertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques. 


A.  —  Algèbre  élémentaire;  théorie  des  équations  algébriques 
et  transcendantes;  groupes  de  Galois;  fractions  ration- 
nelles: interpolation. 

A3d  Sur  la  règle  des  signes  de  Uescailes;  par  M.  J. 

Juhel-fiénoy 4^0 

E.  —  Intégrales  définies  et  en  particulier  intégrales 
eulériennes. 

E5  Procédé  élémeiilaire  d'application  des  intégrales 

définies  réelles  aux  équations  algébriques  et 
transcendantes;  par  M.  Michel  Petrovitch. ..         i 


I.  —  Arithmétique  et  théorie  des  nombres;  analyse  indéter- 
minée; théorie  arithmétique  des  formes  et  des  fonc- 
tions continues;  division  du  cercle;  nombres  complexes, 
idéaux,  transcendants. 

17  a                    Sur  les  modules  de  la  forme/?'",  /?  premier  (  im- 
pair ou  pair)  ;  par  .M.  G.  Fontene igS 

111  a  Généralisation  d'une  question  de  \\  olstenholme; 

par  M.  Samuel  Cervera 21'' 

123 a  Continuants  :  applications  à  la  théorie  des  nom- 

bres: par  M.  A.  Deltour..     49'  '7-'»  •^♦'4.  48r,     ô.iî 
Ain.  de  Mathémat.,  V  série,  t.  VIII.  (Décembre  njo5.  )       3^ 
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K.  —    Géométrie  et  Trigonométrie  ;  géométrie  analytique; 
géométrie  projective  et  descriptive;  perspective. 

l'agus. 

K'3et  K'12  Les  construclions  géométriques  exécutées  au 
moyen  de  lignes  droites  et  d'un  cercle  fixe 
d'après  Jacques  Sleiner  (Berlin,  i883);  par 
M.  Albert  Lévy 390 

K'8b  Sur    un    point   particulier  du   quadrilatère   ins- 

criptible;  par  M.  Auguste  Deteuf 4^2 

K'8f  Sur  les  quadrangles   de    Desboves;    par   M.   G. 

Fontené 16,       73 

K'IOc  Une  question  de  maximum  (  méthode  synthé- 
tique); par  M.  Alessandro  Padoa 029 

K'IOe  Sur  l'application  des  déterminants  à  la  Géomé- 
trie ;  par  M.  /.  Juhel-Rénoy 208 

K'l2ba  Sur  le  problème  d'Apollonius;  par  .M.  Maurice 

Fouché 116,     162 

K'14c  Sur  la   symétrie   des   polyèdres   réguliers;    par 

•M.  G.  Fontené 73 

K'14d.  Sur  l'expression  de  cerlniiis  vulunies;  par  M.  G. 

Fon  tené 385 

L.  —  Coniques,  quadriques  et  variétés  du  second  degré. 

L'5e  Démonstration  de  quelques  propriétés  de  l'el- 
lipse; par  M.   Têtu ...     5o3 

Ij-lOa  Sur  une  propriété  des  quadriques  honiofocales; 

par  M.  R.  Bricard ...    21 

L-lOf  Sur  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  à  des 

quadriques  honiofocales;  par  M.  /?.  Bricard.     317 

M.  —  Courbes,  surfaces  et  variétés  algébriques; 
courbes,  surfaces  et  variétés  transcendantes  spéciales. 

M' 5  g  Étude   sur   les   coniques   polaires  des    cubiques 

planes;  par  M.  Barré 2^1 

MH  b  ÎNote  sur  un  article  précédent;  par  M.  G.  Fon- 
tené.         20 

M-4d  Sur    les    surfaces   de    Steiner:    par    .M.    Gaston 

Cotty •. 337 

N.  —  Complexes  et  congruences;  connexes;  systèmes  de  courbes, 
de  surfaces  et  de  variétés;  géométrie  énumérative. 

N-3  \]n    théorème   sur    les  congiuenccs  de  courbes; 

par  M.  Lucien  Godeaux i34 
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0.  —  Géométrie  infinitésimale  et  géométrie  cinématique;  appli- 
cations géométriques  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intégral  à  la  théorie  des  courbes,  des  surfaces  et  des 
variétés;  quadrature  et  rectification;  courbure;  lignes 
asymptotiques,  géodésiques,  lignes  de  courbure;  aires; 
volumes;  surfaces  minima;  systèmes  orthogonaux. 

0'2e  Sur   le  centre   de   courbure  d'une  roulette;   par 

M.  A.  Pellel 33i 

0'3k  Note  sur  les  courbes  gauches;   par  M.  Egan...     5oo 

0'5ia  Note  sur  les  surfaces  de  Monge;  par  M. /. //aa^.       78 

0'5ia  Note    sur    les    surfaces    à    lignes    de    courbure 

planes;  par  M.  /.  Haag 353 

0'5j  Sur  des  surfaces  dont  les  lignes  asymptotiques 

se  déterminent  parquadrature;  par  M.  ^.  5«/i/.  !\M 
O'Sja  Sur  une   propriété  caractéristique  des  surfaces 

de  révolution  ;  par  M.  T.  Lalesco 85 

0'6k  Déformations  coocernant  la  direction  des  plans 

tangents;  par  M.  /.  Haag 83 

0'8a  Construction  des  centres  de  courbure  des  lignes 

décrites  pendant  le  déplacement  d'une  figure 

plane  sur  son  plan;  par  M.  Faricl  Boiilad. . ,     128 

P.  —  Transformations  géométriques;  homographie;  homologie 
et  affinité;  corrélation  et  polaires  réciproques;  inver- 
sion; transformations  birationnelles  et  autres. 

P4g  Sur  une  transformation  géométrique  du  sixième 

ordre  :  par  M.  Lucien  Godeaux 69 

Q.  —  Géométries  diverses:  généralités  sur  la  géométrie  à 
n  dimensions;  géométrie  non  euclidienne;  Analysis 
ait  us;  géométrie  de  situation. 

Qla  Essai  de  géométrie  analytique  à  une  infinité  de 

coordonnées;  par  M.  Maurice  Fréchet..     9;,    289 

R.  —  Mécanique  générale;  cinématique;  statique  comprenant 
les  centres  de  gravité  et  les  moments  d'inertie;  dyna- 
mique; mécanique  des  solides;  frottement;  attraction 
des  ellipsoïdes. 

R4a  Sur  l'équilibre  du  corps  solide;  par  M.  Georges 

Lery 348 
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Pages. 
R7fa  Sur    la   théorie   des   perturbations  du   pendule; 

par  iM.  P.  Charbonnier i45,     riao 

Certificats  d'études  supérieures  des  Facultés  des  Sciences. 

Calcul  différentiel  et  intégral 3-(i 

Analyse  supérieure i30 

Géométrie  supérieure c.83,  383 

Mécanique  rationnelle i^i,    189,017,  36i 

Astronomie 286 

.Mathématiques  générales lyi,  238 

Mécanique  appliquée 36,  568 

Mécanique  physique  et  expérimentale 569 

Physique  mathématique 070 

Questions  de  concours. 

Concours  d'agrégation  des  Sciences  mathématiques  en    1(107  • 

(Calcul  différentiel  et  intégral  );  solution  par  .M.  G.  Clapier.       25 
Concours    d'admission     à    l'École     Polytechnique     en    1908  : 

(Géométrie  analytique  et  Mécanique)  ;  solution  par  M.  Fhil- 
bert  du  Plessis 36o 

(Algèbre  et  Trigonométrie);  solution  par  .M.  Jean  Servais,     i-o 
Concours  d'agrégation  des  Sciences  mathématiques  en  1908  : 

(Mathématiques  élémentaires);  solution  par  un  Anonyme.     .\o^ 
Concours   d'admission    à    l'École   .Normale   supérieure  et   aux 

bourses  de  licence  en  1908;  solutions  par  M.  Jean  Servais.     4^6 
Note   au  sujet  de   la  composition  de   Mécanique  du   concours 

d'agrégation  de  1908;  par  M.  de  Sparre 543 

Correspondance. 

M.  G.  FoNTENÉ  :  Au  sujet    d'une  Note  de  Sylvestcr 88 

M.  TÊTU  :  Sur  une  propriété  des  coniques i35 

M.  P.  Sondât  :  Sur  une  propriété  des  triangles 47 '1 

N.  :  Sur  une  formule  de  >f .  Sondât 558 

Bibliographie. 

W.  RousE  Ball  :  Récréations  mathématiques  et  problèmes  des 

temps   anciens  et  modernes;    compte  rendu    par    .M.    C.-A. 

taisant 34 

Ernest  Lebon  :   Tables  de  caractéristiques  relatives  à  la   base 

23io  des  facteurs  premiers  d'un   nombre  inférieur  à  3oo3o; 

compte  rendu  par  M.  C.  B 282 
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Divers. 


rases. 


',3o 


Prix  Wolfskehl 

Stuyvaf.rt  :   Cinq  éludes    de   Géomélric    analytique  ;    compte 
rendu  par  M.  Lucien  Godeaux ^^^ 


Questions  proposées. 


2087  ei  -^OSS ''. 

2089  à  2091 f, 

209-2  à  2094 ^^^ 

2095 ,,. 

209G .,  , 

2097  à  2098 ^^ 

2099  à  2111 :' 

2112  el  2113 :  ,. 

2tn ' 


Solutions  de  questions  proposées. 

n?. 


D20 


1745,  par  M.  /?.  Gilbert 

19.54,  par  M.  R.  Gilbert 

19.j5,  par  .M.  R.  Gilbert J7^ 

2019,  par  M.  P. 'Sondât ' 

20G7,  par  M.   Têtu ^  ^ 

2070,  par  .M.    Têtu ^ 

2074,  par  M.  Letierce ^' 

2076,  par  M.  Têtu f 

2079,  par  M.  E.N.  liarisien ^J 

2080,  par  M.  Parrod ^ 

2081,  par  M.  P.  Favre ^ 

2082,  par  M.  Têtu ^'^ 

2083,  par  M.  /?.  /i ,^' 

208.5,  par  M .  Têtu ^"'J 

2086,  par  M.  Parrod .^ 

2087,  par  M.  Parrod ^''^ 

2088,  par  M.  Têtu ^'' 

2089,  par  M.  Ph.  du  Plessis ^''7 

2091,  par  M.  /?.  Bouvaist ^"^ 

Errata 9^'  '^^'  ^"'^ 


(  583  ) 


\\\M  AIJMIAUKTIOIK  l)HS  AlITElinS  ET  OKS  NOMS  CITHS 

(TOMK   VIII,  4"  SÉHIK). 


Les  noms  des  autkuhs  soûl  en  tktitks  caimtai.ks. 
Les  noms  cités  sont  en  italiques. 


Anonyme  (un),  409. 
Antomari,  '262. 
Apollonius,  116,  162. 

E.-N.  Bauisiex,  44,  48,  143,  336. 

478,  479,  480,  673. 
Barré,  Î4i. 
Betto,  .574. 
Bhaskara,  389. 

E.  Borel,  75. 

F.  Boulad,  95,  128,  287. 
F.  Boulad,  331. 

C.   BOURLET,   283. 

BouvAisT,  575. 

Bouvaist,  432,  574. 

Brakmegupta,  389. 

Bratu,  574. 

Bresse,  130. 

Brianchoii,  394. 

H.  BmcARU,  21,  91,  317. 

B.Bricard,  116, 120, 126, 168, 172. 

Bros,  95,  288,  572,  57  i. 

A.  BuHL,  433. 

E.  Cahen.  195. 

Canon,  480. 

Carnet,  16,  17. 

Casey,  262. 

Cavalieri,  387. 

Cayley,  260,  261,  345,  348. 

S.  Ckrveua,  216. 

P.  Charbonnier,  145,  220. 

M.  Ckasles,  367,  368,  451. 

Christoffel,  85. 


Clapier,  25. 
Clebsch,  3.37. 
Colebrookes,  389. 
G.  CoTTY,  3.37. 

G.  Darboux,~,9,S2,  317,325,3-57, 

3.59. 
A.  Deltour.  49, 172,  264,  481, 5.35. 
Demarlres,  359. 
Deruyts,  69. 
Desboves,  16,  73,  388. 
A.  Deteuf,  442. 

W.-F.  Eoan,  .500. 

P.  Favre,  573. 

P.  Favre.  48,  89,  506. 

Fermât,   194,  430. 

Ferretti,  135. 

Fischer,  98,  316. 

Fitz-Patrick,  34. 

Fœlsing,  529. 

G-  FoNTENÉ,  16,  20,  41,  44,  73, 
75.  88,  89.  96,  144,  193,  2iO, 
384,  385.  478,  572,  575. 

M.  FoucHÉ,  116,  162. 

Fourier,  9,  317. 

y\.  Frécret,  97.  289. 

M.  Fréchet,  312. 

Gabriel- Marie,  388. 
Gaedecke,  46,  57i: 
Galilée,  351,  353. 
W.  Gilbert,  332.   .384,    'i7i.   575, 
47'.).  521. 
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L.  GoDEAUX,  69,  134. 
Grindly,  128. 

J.  Haag.  78,  83.  353. 
Halsted,  387. 
Hermann,  35- 
Hermite,  -240. 
Hilbert,  98,  430. 
Hioux.  89. 

Jensen,  12. 

Joachimsthal,  25. 

y.  Juhel-Rénoy,  258,  449. 

A'op/9e,  389. 
Kiunmer.  430. 

Lacour,  93. 
Lacour,  337. 
C.-A.  Laisam,  36. 
C.  .4.  Laisant,  216. 
T.  Lalesco,  85. 
Lamé,  55. 
£'.  /.eéo/i,  282. 

E.  Lemoine,  558. 
G.  Lery,  348. 
Letierce,  42. 

Le  Vavasseur,  43- 
A.  Levy,  390. 
Lez,  574. 

Maclaurin,  388. 

F.  J/aés,  432. 

A.  Manxheim,  480. 
A.  Mannheim,  24,  128. 
W.  .Maxtel,  432. 
Mascheroni,  386. 
Massau,  561. 
Ménélaûs,  47. 
C/(.  Michel,  387. 
Monge,  78. 
Moret-Blanc,  18. 
.l/t«/-,  49. 

Neuberg,  561. 
Newton,  353. 


450. 


IViewenglowski,  366,  367. 

D'Ocagne,  528. 
D'Ocagne,  95,  131. 

A.  Padoa,  529. 

/'arfoa,  97.  100,  104,  290,  296. 

P.  Painlevé,  4.33,  439,  440,  543. 

Parrod,  46,  93,  573. 

Parrod,  46,  432. 

A.  Pellet,  331. 

M.  Pktrovitch,  1. 

Philbert  du  Plessis,  287,  360. 

E.  Picard,  359. 

Pliicker,  20. 

Poncelet,  116. 

Jietali.  574. 
ftibaucour,  355. 
Biccati.  358,  359,  441. 
7??ef-,  98,  302,304.  316. 
/.  /?05e,  573,  574. 
/?oi/.<!«'  Z?a//,  3'i. 

6.  Salmon,  20.  25.  260,  261. 

J.  Servais,  370,  458,  464. 

Simpson,  443,  448. 

Sondât,  46,  96,  474,  476. 

Sondât,  558. 

De  Sparre,  543. 

Staiide,  318. 

Steiner,  337,  390.  394,  409.  529, 

531,  532,  .534,  535. 
Stuyvaert,  558. 
Sylvester,  49.  88. 

Tabacojf,  572. 

TÊTU,  43.  S9,  90,   135,  l'i'i,  335. 

432.   i79.  .503.  572.  573. 
Tisserand,  437. 
Tzitzéica,  85. 

Wertheim,  529. 
Wolfskehl,  430. 
Wolstenholme,  219. 
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